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文艺 复兴 以 来 , 源远流长 的 科学 精神 和 逐步 形成 的 学 术 规范 , 使 西方 国家 在 自然 科学 的 
各 个 领域 取得 了 垄断 性 的 优势 ; 也 正 是 这 样 的 优势 , 使 美国 在 信息 技术 发 展 的 六 十 多 年 间 名 
KEH MRE. 在 商业 化 的 进程 中 , 美国 的 产业 界 与 教育 界 越 来 越 紧 密 地 结合 , 计算 机 
学 科 中 的 许多 泰山 北斗 同时 喘 处 科研 和 教学 的 最 前 线 ， 由 此 而 产生 的 经 典 科学 著作 , ANE 
划 了 研究 的 范畴 , 还 揭示 了 学 术 的 源 变 , 既 遵 循 学 术 规范 ,又 自 有 学 者 个 性 , 其 价值 并 不 会 
因 年 月 的 流逝 而 减退 . 

近年 , 在 全 球 信息 化 大 潮 的 推动 下 , 我 国 的 计算 机 产业 发 展 迅 猛 , 对 专业 人 才 的 需求 日 
MAY. 这 对 计算 机 教育 界 和 出 版 界 都 既是 机 遇 , 也 是 挑战 ;而 专业 教材 的 建设 在 教育 战略 
上 显得 举足轻重 . 在 我 国信 息 技 术 发 展 时 间 较 短 的 现状 下 , 美国 等 发 达 国家 在 其 计算 机 科学 
发 展 的 几 十 年 间 积 省 和 发 展 的 经 典 教材 仍 有 许多 值得 借鉴 之 处 . 因此 , 引进 一 批 国 外 优秀 计 
算 机 教材 将 对 我 国 计 算 机 教育 事业 的 发 展 起 到 积极 的 推动 作用 , 也 是 与 世界 接轨 、 建设 真正 
的 世界 一 流 大 学 的 必由之路 . 

机 械 工业 出 版 社 华章 公司 较 早 意识 到 “出 版 要 为 教育 服务 ”. 自 1998 年 开始 , 我 们 就 将 工 
作 重 点 放 在 了 避 选 、 移 译 国外 优秀 教材 上 . 经 过 多 年 的 不 懈 努 力 , RIJ Pearson, McGraw- 
Hill, Elsevier, MIT. John Wiley & Sons, Cengage 等 世界 著名 出 版 公司 建立 了 良好 的 合作 
关系 ， 从 它们 现 有 的 数 百 种 教材 中 杜 选 出 Andrew S. Tanenbaum, Bjarne Stroustrup, Brian 
W. Kernighan, Dennis Ritchie. Jim Gray, Afred V. Aho, John E. Hopcroft, Jeffrey D. Ul- 
man, Abraham Silberschatz. William Stallings, Donald E. Knuth, John L. Hennessy. Larry 
L. Peterson 等 大 师 名 家 的 一 批 经 典 作品 ， 以 “计算 机 科学 丛书 ”为 总 称 出 版 ， 供 读者 学 习 、 
研究 及 珍藏 . 大 理 石 纹理 的 封面 , 也 正体 现 了 这 套 从 书 的 品位 和 格调 . 

“计算 机 科学 丛书 ”的 出 版 工作 得 到 了 国内 外 学 者 的 易 力 相助 , 国内 的 专家 不 仅 提供 了 
中 肯 的 选 题 指 导 ， 还 不 辞 劳 苗 地 担任 了 翻译 和 审 校 的 工作 ; 而 原 书 的 作者 也 相当 关注 其 作 
品 在 中 国 的 传播 , 有 的 还 专门 为 其 书 的 中 译本 作 序 . 迄今 “计算 机 科学 丛书 ”已 经 出 版 了 近 
500 个 品种 ,这 些 书籍 在 读者 中 树立 了 良好 的 口碑 ， 并 被 许多 高 校 采用 为 正式 教材 和 参考 书 
籍 . 其 影印 版 “经 典 原 厂 书 库 ” 作为 姊妹 篇 也 被 越 来 越 多 实施 双语 教学 的 学 校 所 采用 . 

权威 的 作者 、 经 典 的 教材 、 一流 的 译 者 、 严 格 的 审 校 、 精 细 的 编辑 ， 这 些 因素 使 我 们 的 
图 书 有 了 质量 的 保证 . 随 厦 计算 机 科学 与 技术 专业 学 科 建 设 的 不 断 完善 和 教材 改革 的 逐渐 
深化 , 教育 界 对 国外 计算 机 教材 的 需求 和 应 用 都 将 步 入 一 个 新 的 阶段 , 我 们 的 目标 是 尽 善 尽 
美 ,而 反馈 的 意见 正 是 我 们 达到 这 一 终极 目标 的 重要 帮助 . 华章 公司 欢迎 老师 和 读者 对 我 们 
的 工作 提出 建议 或 给 予 指正 , 我们 的 联系 方法 如 下 : 

华章 网 站 : www.hzbook.com 

电子 邮件 : hzjsjQhzbook.com 

联系 电话 : (010)88379604 三 

联系 地 址 : 北京 市 西城 区 百 万 庄 南 街 1 号 HZ BOOKS 


华章 教育 
邮政 编码 : 100037 华章 科技 图 书 出 版 中 心 
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不 同 于 传统 的 量子 理论 方法 , 在 量子 信息 论 中 , 所 有 的 量子 物理 过 程 都 被 抽象 为 量子 信 
息 的 处 理 过 程 . 由 经 典 分 析 力 学 传承 下 来 的 哈密 顿 力 学 和 拉 格 明日 力学 被 从 量子 理论 中 解 
Aa. 这 种 解 耦 及 抽象 化 在 物理 、 数 学 以 及 信息 论 之 间 构 造 了 一 条 漂亮 的 桥梁 . 在 这 里 , 经 典 
概率 论 被 推广 , 信息 论 中 常见 的 信道 、 炉 等 概念 也 与 线性 代数 有 机 结合 起 来 , 而 过 程 背 后 的 
物理 原理 被 抽象 成 了 一 个 个 数学 约束 . 不 同 领域 之 间 的 交互 , 给 了 我 们 探索 更 深层 次 物理 原 
理 的 更 多 可 能 . 另 一 方面 , 严格 的 数学 抽象 使 得 我 们 可 以 精确 地 讨论 量子 物理 过 程 . 这 让 我 
们 拥有 了 分 析 与 发 展 量 子 信息 技术 的 工具 , 也 文 撑 起 了 量子 计算 、 量 子 算法 、 量 子 通信 、 量 
子 密码 学 等 前 沿 领域 的 莲 动 发 展 . 

本 书 主要 讨论 本 领域 中 的 常用 数学 工具 , 适合 作为 研究 生 教材 以 及 科研 参考 书 . 本 书 是 
John Watrous 教授 对 其 教学 讲义 的 整理 汇编 . 本 书 结构 有 序 、 自 成 体系 , 侧重 于 对 基础 概念 
的 讲解 . 鉴于 本 书 涉及 的 数学 知识 相对 广泛 ,建议 读者 拥有 一 定 的 线性 代数 、 概 率 论 等 领域 
的 基础 知识 ， 并 对 泛 函 分 析 、 测 度 论 等 方面 有 一 定 的 了 解 . 为 了 理解 本 书 所 介绍 的 数学 工具 
背后 的 现实 意义 ， 在 阅读 本 书 的 同时 阅读 一 些 其 他 量子 信息 或 者 量子 计算 领域 的 入 门 书籍 
将 有 所 神 益 . 本 书 着 眼 于 可 数 维 空 间 , 特别 是 有 限 维 空间 中 的 量子 信息 ,并 不 涉及 连续 变量 
量子 信息 . 在 几 十 年 的 发 展 过 程 中 , 量子 信息 论 已 成 为 一 个 庞大 的 领域 , 本 书 自然 无 法 一 一 
介绍 所 有 的 数学 工具 . 但 这 里 讨论 的 数学 知识 已 经 襄 括 了 理解 量子 信息 论 许 多 前 沿 研究 所 
需 的 理论 基础 . 理解 本 书 对 于 学 习 其 他 相关 数学 工具 也 有 着 积极 的 作用 . 作为 新 兴 的 交叉 学 
Fh 无 论 是 何 背景 的 读者 ， 对 本 书 涉及 的 领域 都 难免 感到 陌生 , 加 之 本 书 讨论 的 内 容 相 对 抽 
象 , DABS WMS HTS BAIA AE. 但 是 耐心 细 读 ， 多 与 相关 文献 相互 参 
考 , 必 有 收获 . 

本 书 的 翻译 工作 历时 一 年 有 余 , 途中 不 免 有 些 波折 . 只 因 许 多 人 提供 的 帮助 与 支持 , 本 
书 的 翻译 工作 才 得 以 顺利 完成 , 特此 鸣谢 ! 感谢 翁 文 康 教授 在 承接 工作 以 及 后 续 翻 译 过 程 中 
提供 的 帮助 . 感谢 本 书 作 者 John Watrous 教授 对 翻译 工作 的 支持 , 以 及 提供 的 本 书 源码 . 感 
谢 各 位 编辑 的 耐心 与 信任 . 另外 也 要 感谢 郑 盛 根 等 师 友 在 翻译 与 校对 过 程 中 提供 的 帮助 . 

译 者 水 平 有 限 , 错漏 之 处 在 所 难免 , 还 望海 涵 . 


译 者 
2020 年 7 月 
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本 书 是 关于 量子 信息 的 数学 理论 教材 , 着 重 于 定义 、 定 理 与 证 明 的 形式 化 表述 . 本 书 主 
要 面 同 有 一 定量 子 信息 与 计算 基础 (譬如 本 科 与 研究 生 入 门 级 课程 , 或 本 领域 内 现 有 书籍 所 
涉及 的 内 容 ) 的 研究 生 和 科研 人 员 . 

近年 来 (特别 是 近 20 年 来 ), 量子 信息 科学 得 到 了 爆炸 式 的 发 展 . 因此 , 这 整个 领域 , 即 
使 是 仅 涉 及 理论 层面 , 也 远 不 是 一 本 书 所 能 完整 介绍 的 . 基于 这 样 的 事实 ,本 书 并 没有 尝试 
用 所 选 章 节 的 内 容 去 代表 整个 领域 . 量子 信息 科学 理论 的 许多 有 趣 且 基础 的 分 支 方 同 , Ba 
量子 误差 校正 与 容错 、 量子 算法 与 复杂 度 理论 、 量子 密码 学 以 及 拓扑 量子 计算 等 ， 皆 未 纳入 
本 书 . 然而 , 对 于 希望 学 习 这 些 主题 的 读者 而 言 , 接触 本 书 中 的 一 些 核心 数学 概念 也 十 分 有 
帮助 . 

进一步 说 ， 虽 然 对 量子 信息 理论 的 研究 确实 是 被 量子 力学 与 量子 计算 设备 的 应 用 前 景 
所 同时 驱动 的 , 但 这 些 主题 远 超 本 书 所 涉及 的 范围 . 因此 本 书 不 会 涉及 苹 定 证 方程 , FFA 
接 忽 视 了 建造 量子 信息 处 理 设备 的 艰难 的 技术 挑战 . 总 的 来 说 , 本 书 并 未 考虑 如 何 激 发 读者 
学 习 量子 信息 理论 的 动力 . 这 里 我 们 假设 读者 已 对 该 领域 的 学 习 有 一 定 的 热情 , 可 能 还 对 独 
立 证 明 量 子 信息 中 的 新 定理 有 兴趣 . 

有 些 读者 可 能 会 发 现 , 本 书 与 传统 的 量子 信息 和 计算 标准 框架 有 差异 , 特别 是 在 符号 与 
术语 方面 . 例如 , 本 书 并 未 采用 通常 使 用 的 狄 拉 克 符 号 , 某 些 概 念 的 名 称 和 符号 与 其 他 教材 
也 有 区 别 . 但 是 这 些 差异 其 实 是 非常 表面 的 , 如 果 读 者 过 去 对 这 些 概念 与 传统 量子 信息 框 染 
有 所 涉猎 , 将 本 书 中 的 符号 、 术 语 与 其 他 书籍 中 的 进行 相互 转换 并 非 难 事 . 

RE 1 章 之 外 , 本 书 每 一 章 皆 包含 一 个 习题 集 . 其 中 一 些 习 题 可 能 很 简单 ,一些 习题 可 
能 很 困难 . 虽然 这 些 习 题 可 能 对 相关 课程 的 教师 有 帮助 , 但 是 它们 的 真正 目的 还 是 帮助 该 方 
向 的 学 生 . 没有 什么 比 刻 将 钻研 困难 的 问题 (能 解决 自然 更 为 理想 ) 更 对 学 生 的 学 习 有 帮助 . 
有 的 时 候 , 这 些 习 题 可 能 来 自 某 些 已 发 表 的 科研 论文 . 在 这 些 情 况 下 , 我 们 目 然 没 有 试图 掩 
饰 这 一 事实 或 隐藏 其 来 源 , 毕竟 那些 文献 可 能 清楚 地 揭示 了 其 解决 方法 . 

在 这 里 我 要 感谢 Debbie Leung、Ashwin Nayak、Marco Piani 和 Patrick Hayden 就 本 书 
涉及 的 一 些 课题 提供 了 很 有 帮助 的 讨论 . 在 过 去 的 数 年 中 , 本 书 从 讲义 开始 , 经 历 过 数 版 车 
稿 , 最 终 发 展 成 当前 的 版 本 . 在 此 期 间 , 许多 人 指出 了 书 中 的 错误 并 且 给 出 了 有 价值 的 建议 ， 
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符号 说 了 明 


字母 表 (有 限 非 空 集合 , 其 中 的 元 素 为 符号 ) 的 典型 名 称 

由 从 字母 表 E 到 复数 的 函数 构成 的 复 欧 几 里 得 空间 (等 价 地 ， 这 也 
是 由 以 E 作为 索引 的 问 量 构成 的 复 欧 几 里 得 空间 ) 

复 欧 几 里 得 空间 的 典型 名 称 

回 量 ， 与 v 之 间 的 内 积 

问 量 的 欧 几 里 得 范 数 

复 欧 几 里 得 空间 x 中 的 单位 球 

Ale u 的 p- 范 数 

[A] at u 的 co- 范 数 

表示 同 量 u 5AE v 垂直 或 者 与 集合 A 中 的 所 有 问 量 都 垂直 

向 量 标 准 基 中 , 对 应 符号 (或 者 索引 ) a 的 一 个 元 素 

字母 表 21,…… En 的 不 相交 并 

复 欧 几 里 得 空间 X, ,如 的 直 和 

向 量 wi,… ,un HAA 

复 欧 几 里 得 空间 Xi,- Æn 的 张 量 积 

HÆ wi,… ,wn 的 张 量 积 

复 欧 几 里 得 空间 x 与 自身 的 n 重 张 量 积 

HE u 与 自身 的 m 重 张 量 积 

由 从 字母 表 D 到 实数 的 函数 构成 的 实 欧 儿 里 得 空间 (等 价 地 , 这 也 
是 由 以 E 作为 索引 的 辐 量 构成 的 实 欧 几 里 得 空间 ) 

由 将 复 欧 几 里 得 空间 X 映射 到 复 欧 几 里 得 空间 YV 的 线性 算 子 构成 
的 空间 

算 子 标准 基 中 , 对 应 符号 (或 者 索引 ) a 与 b 的 一 个 元 素 

BFA Mink u Nome 
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BF A Rink u 的 伴随 算 子 /伴随 同 量 
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AT A1,… , An 的 张 量 积 

算 子 4 与 自身 的 n EKER 
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ly 
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方 算 子 X 的 迹 

算 子 4 与 B 的 内 积 

方 算 子 X 的 行列 式 

Hr: DD BAN BRON HA MNS 

置换 x 的 符号 或 奇偶 性 

方 算 子 X 的 谱 

JAT X SY W Lie 括号 
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BA V 的 投影 算 子 

由 从 复 欧 几 里 得 空间 X 映射 到 复 欧 几 里 得 空间 Y 的 等 距 算 子 构成 
的 集合 

由 作用 在 复 欧 几 里 得 空间 x 上 的 西 算 子 构成 的 集合 

对 角 元 由 问 量 u 表示 的 对 角 方 算 子 

由 Hermite 算 子 A 的 本 征 值 构成 的 向 量 

Hermite Bf H 的 第 大 大 本 征 值 

表示 X -Y 是 半 正 定 的 , 其 中 X SY HA Hermite FTF 
表示 X -Y 是 正定 的 , 其 中 X SY A Hermite FF 
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映射 8 e T(x, y) 的 伴随 映射 
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映射 o SERRAR n 重 张 量 积 
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寄存 器 的 典型 名 称 
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KLX) 映射 到 目 喘 的 所 有 信道 的 集合 

映射 B 的 自然 表示 

映射 © 的 Choi 表示 

作用 在 L(V’) 上 的 完全 去 极 化 信道 的 典型 名 称 
作用 在 L(Y) 上 的 完全 失 相 信道 的 典型 名 称 

两 个 半 正 定 算 子 P 5 Q 间 的 保 真 度 
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将 测量 jy 作用 在 半 正 定 算 子 PS Q 上 得 到 的 非 负 实 向 量 的 Bhat- 
tacharyya 系数 

映射 更 对 于 半 正 定 算 子 P 的 映射 保 真 度 

作用 在 二 分 张 量 积 空间 XOX 上 的 交换 算 子 的 典型 名 称 
映射 更 的 诱导 迹 范 数 

映射 更 的 完全 有 界 迹 范 数 

方 算 子 X 的 数值 域 

正 映 射 Vo FU, 的 最 大 输出 保 真 度 

由 整数 模 n 构成 的 环 

作用 在 C” 上 的 离散 Weyl BT, 其 中 a,b € Zn 

Pauli 算 子 

算 子 4 与 B 的 对 应 元 素 的 乘积 

对 应 于 置换 r 的 置换 算 子 

表示 u WEF v, 其 中 与 v 是 实 向 量 

KKE u 的 元 素 由 大 到 小 排列 得 到 的 向 量 

KAE u 的 第 大 元 素 

表示 X REF Y, HX 5 Y 是 Hermite 算 子 


由 非 负 实 数 构 成 的 回 量 u 的 Shannon 篇 

经 典 寄 存 器 X 上 的 概率 态 的 Shannon W., 或 者 寄存 器 X 上 的 量子 
ASH) von Neumann 燃 

复合 寄存 器 (Xi,…: Xn) 的 Shannon WRA von Neumann H 

u 关于 v NAT. 其 中 % 与 v 的 元 素 为 非 负 实数 

寄存 器 X 关于 寄存 器 Y WA Shannon 45% von Neumann W 
寄存 器 X 与 Y 间 的 互信 息 或 者 量子 互信 息 

半 正 定 算 子 P 的 von Neumann W 

P RF Q HET, HPS @ 为 半 正 定 算 子 

关于 概率 向 量 p 的 长 度 为 n 的 e- 典 型 字符 串 的 集合 

XS” 的 e- 典 型 子 空间 上 关于 给 定 态 的 投影 算 子 

系 综 7 的 可 得 信息 

系 综 的 Holevo 信息 

作用 在 张 量 积 空间 XOY E 关于 XS 之 间 二 分 系统 的 可 分 算 
子 的 集合 
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LOCC(X, Z : Y, W) 


Ep (X: Y) 
E,(X: Y) 
PPT(#’: X) 
E(X: Y) 


Hmin(®) 
C(®) 
Cel(®) 
x(®) 
Xn(®) 
I,(p; ®) 
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作用 在 张 量 积 空间 XOY E, RF XS Y 之 间 二 分 系统 的 可 分 密 
度 算 子 的 集合 

作用 在 张 量 积 空间 XOY E, RFA 与 站 之 间 二 分 系统 的 纠缠 秩 
不 大 于 7 的 算 子 的 集合 

RF 2 与 站 之 间 以 及 Z 与 W 之 间 二 分 系统 的 由 L(YX y) 映射 
$i] L(Z @ W) 的 可 分 映射 的 集合 

RF X 5 Yy ZWAR Z 与 W 之 间 二 分 系统 的 由 L(X SYV) 映射 
到 工 (Z @ W) 的 可 分 信道 的 集合 

RF X 与 2 之 间 以 及 2 与 w 之 间 二 分 系统 的 由 L(X oy) 映射 
到 工 (Z ®W) 的 LOCC 信道 的 集合 

寄存 器 对 (X,Y) 的 态 的 可 提取 纠缠 

寄存 器 对 (X,Y) 的 态 的 纠缠 费用 

RF X M Y 之 间 二 分 系统 的 作用 在 xey 上 的 一 组 PPT RT 
寄存 器 对 (X,Y) 的 态 的 构造 纠缠 

作用 于 Xe 的 根据 置换 r 置换 张 量 因 子 的 西 算 子 , 其 中 x 为 复 欧 
儿 里 得 空间 

XS” 的 对 称 子 空间 , 其 中 x 为 复 欧 几 里 得 空间 ; 也 表示 Ao --- OX,» 
其 中 X,Y AX HERB 

描述 一 袋 (n 个 ) 物品 的 函数 的 集合 , HARRESA an ab FB DA 
的 一 个 元 素 标记 

非 负 整数 {0,1,2,---} 的 集合 

对 应 给 定 函数 we Bagn, £) 的 Er 的 子 集 

XO” 的 反对 称 子 空间 , 其 中 x 为 复 欧 几 里 得 空间 

作用 在 Xer 上 的 置换 不 变 算 子 代 数 , 其 中 为 复 欧 几 里 得 空间 
用 于 表示 均匀 球 测度 的 符号 

用 于 表示 Haar 测度 的 符号 

信道 更 的 最 小 输出 灶 

信道 6 的 经 典 容 量 

信道 o 的 有 纠缠 协助 的 经 典 容 量 

信道 P 的 Holevo 容量 

信道 © 的 有 纠缠 协助 的 Holevo 容量 

AS p 通过 © 后 的 相干 信息 

信道 © 的 最 大 相干 信息 
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| 第 工 章 


The Theory of Quantum Information 


数学 基础 





本 章 对 一 些 可 能 将 在 本 书 中 用 到 的 数学 概念 进行 回顾 , 在 后 续 的 章节 中 , 我 们 可 能 会 使 
用 这 些 基本 概念 . 1.1 节 着 重 介绍 线性 代数 ，1.2 节 主 要 介绍 数学 分 析 以 及 相关 内 容 . 与 本 书 
其 他 章节 不 同 , 本 章 不 包含 证 明 , 并 且 本 章 也 不 是 这 些 相 关内 容 的 主要 学 习 材料 者 读者 对 
进一步 学 习 这 些 内 容 感 兴趣 , 可 以 参阅 本 章 结尾 提供 的 相关 参考 文献 . 


1.1 线性 代数 


量子 信息 理论 在 很 大 程度 上 依赖 于 有 限 维 空间 线性 代数 . 在 下 面 的 小 节 我 们 将 概述 与 
量子 信息 理论 最 相关 的 一 些 内 容 . 我 们 假设 读者 已 经 熟悉 线性 代数 中 的 一 些 最 基本 的 概念 ， 
包括 线性 相关 及 无 关 、 子 空间 、 生 成 集 、 基 和 维 数 等 . 


11.1 复 欧 几 里 得 空间 


复 欧 几 里 得 空间 这 个 概念 将 贯穿 全 书 . 每 个 离散 有 限 的 系统 都 与 一 个 复 欧 几 里 得 空间 相 
对 应 , 并 且 系 统 的 状态 和 测量 等 基本 概念 将 被 表示 成 这 些 空间 上 的 一 些 线 性 代数 术语 . 


1.1.1.1 复 欧 几 里 得 空间 的 定义 


字母 表 是 一 个 有 穷 的 非 空 集合 , 它 的 元 素 可 以 表示 成 字母 表 里 的 符号 . 一 般 使 用 大 写 的 
希腊 字母 表示 字母 表 , 例如 OL rA A, 同时 使 用 排 在 前 面 的 小 写 罗马 字母 表示 符号 , 例如 
a、b、c Hild. 字母 表 的 例子 包括 二 元 字母 表 {0,1}、 二 元 字母 表 目 身 的 BELA {0,1}" 
和 字母 表 {1,… ,n}, HP ”为 固定 的 正 整 数 . 

给 定 一 个 字母 表 L, CY 表示 所 有 从 D 映射 到 复数 集 C 的 函数 集合 . 如 果 我 们 使 用 如 下 
的 方法 定义 加 法 和 标量 乘法 : 

1. 加 法 : 给 定向 量 uve C, HE u+v e C 定义 为 ， 对 所 有 的 aed, (u+v)(a) = 
u(a) + v(a). 

2. 标量 乘法 : 给 定 一 个 向 量 uc CY 和 一 个 标量 a € C, HE ave CY 定义 为 , 对 所 有 的 
a€éd, (au)(a) = au(a). 

那么 CY 这 个 集合 构成 一 个 在 复数 上 的 E 维 向 量 空间 . 一 个 用 这 种 方式 定义 的 向 量 空间 叫 

作 复 欧 几 里 得 空间 2 . 对 每 一 个 ue CY Mac, ula) 的 值 是 指 ube Pl a 为 索引 的 元 

O 许多 量子 信息 理论 学 家 喜欢 用 希 尔 伯 特 空间 这 个 术语 . 但 是 本 书 将 使 用 复 欧 几 里 得 空间 ， 因 为 复 欧 几 里 得 空间 
是 一 个 更 广 的 定义 , 它 允 许 有 无 限 的 索引 集 . 


2 量子 信息 论 


素 , 所 有 的 元 素 都 为 0 的 向 量 可 简单 地 记 为 0. 

复 欧 几 里 得 空间 由 一 些 排 在 字母 表 后 面 的 字母 的 大 写 花 体 表 示 , Ali w, x. yA Z. 这 
些 空间 的 子 集 不 一 定 能 构成 回 量 空间 , 在 本 书 中 为 了 方便 , 我 们 将 使 用 排 在 字母 表 前 面 的 符 
号 表示 , 例如 A. BAC. 同 量 将 由 排 在 字母 表 后 面 的 小 写 罗 马 字母 表示 , 例如 u vw gry 
和 z. 

4n 为 正 整 数 时 ， 我 们 通常 记 为 CMA Cleon, 我 们 通常 也 将 向 量 ue C" 看 成 
一 个 n 元 的 行 同 量 u = (al ,Qan) 或 者 列 同 量 


= * I, (1.3) 


其 中 ai, ,an 为 复数 . 

X n= |X| 时 , 对 任意 的 字母 表 ,其 对 应 的 复 欧 几 里 得 空间 C 可 以 等 价 地 看 成 Cn; 
我 们 只 要 简单 地 固定 一 个 双 射 

:人 ,7 一 也 (1.2) 

并 且 使 每 个 向量 we CY 与 一 个 在 C" 中 的 向 量 对 应 ， 它 的 第 上 个 元 素 为 u(f(k))， 其 中 
ke 人,… ,n}， 当 这 个 双 射 f 是 一 种 自然 的 或 者 显然 首选 的 选择 时 ， 这 种 变换 可 以 隐 式 地 
完成 . 例如 , FHER E = {0,1}? 的 元 素 很 目 然 地 排列 为 00, 01, 10, 11. 因此 在 方便 的 情况 
F, 每 一 个 向 量 ve CY 可 以 对 应 4 元 行 向 量 


(u(00), w(O1), w(10), w(11)) (1.3) 
BN ee J [Ft 
u(00) 
ii i (1.4) 
u(10) 
u(11) 


因此 , 虽然 只 是 关注 C 这 个 形式 的 复 欧 几 里 得 空间 几乎 不 会 丢失 一 般 性 , 但 允许 在 复 欧 几 
里 得 空间 使 用 任意 的 索引 集 , 在 计算 和 信息 理论 中 是 非常 目 然 的 , 并 且 会 带 来 计算 上 的 方便 . 


1.1.1.2 ”向 量 的 内 积 与 范 数 
两 个 同 量 u,v e CY 的 内 积 (u,v) 定义 如 下 : 
(u,v) = 》 u(a) v(a). (1.5) 


aed 


我 们 可 以 验证 内 积 满 足 如 下 属性 : 
1. 第 二 个 参数 满足 线性 性 : 对 任意 给 定 uv, w e CY 和 a,9eC, 有 


(u,av + Bw) = alu, v) + Blu, w). (1.6) 


2. HWRE: 对 任意 给 定 uv eC’, 有 





A 

as 
fok 
~ 

Wy 


a) = (0, th) 


3. ERE: WERA u cC, 有 
(u, u) > 0, (1.8) 
4 HNK u= 0 时 等 号 成 立 . 
通常 任意 满足 这 三 个 属性 的 函数 都 可 以 被 认为 是 一 个 内 积 , 然而 在 本 书 中 , 我 们 只 考虑 复 欧 
儿 里 得 空间 中 辣 量 的 内 积 . 
向 量 ue CY 的 欧 几 里 得 范 数 定义 为 
lull = vlu, u) = | > fu(a)/?. (1.9) 
aey 
欧 几 里 得 范 数 具有 如 下 属性 , 这 些 属 性 定义 了 范 数 的 更 一 般 的 概念 . 
1. 非 负 性 : 对 任意 的 ue C>, 有 |lul >0, SAMS u=0 F} |u|] = 0. 
2. 正 值 齐 次 性 : 对 任意 的 ue C Macc, F laul] = |alllul. 
3. 三 角 不 等 式 : 对 任意 的 u,v eC», A | 十 vv < llull + lvl]. 
对 任意 的 u,v c C™, 根据 Cauchy-Schwarz RF A, 满足 


(uw, 0)| < ull jel, (1.10) 
4AM4 u 5 v 线性 相关 时 等 式 成 立 . 由 所 有 复 欧 几 里 得 空间 x 里 的 单位 癌 量 组 成 的 集合 
称 为 该 空间 的 单位 球面 ， 记 为 

S(X¥)= {ue X :uv =1}. (1.11) 


欧 几 里 得 范 数 是 p- 范 数 类 中 p = 2 的 情况 , 对 任意 的 ve CY, 它 的 产 范 数 定义 为 


1 


lwlp = (Suor) (1.12) 


aed 
SL p< oo H. 

lullo = max{|u(a)| : a € £}. (1.13) 
对 任意 的 pe [1,00], || |。 都 满足 范 数 的 三 个 属性 , 即 非 负 性 、 正 值 齐 次 性 和 三 角 不 等 式 . 
1.1.1.3 ER SME 


PAS u,v e C> 满足 (u,v) = 0， 则 我 们 称 它 们 是 正 交 的 . 我 们 使 用 记号 ww 上 w 表 
Put v EX. 进一步 推广 , 对 任意 的 集合 ACC’, 记号 ul A 表示 对 所 有 的 ve A 满足 
(u,v) = 0. 
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给 定 一 个 由 字母 表 TT 标示 的 问 量 集合 
fu, s eer eC, (1.14) 


车 对 任意 的 a,b ET Hat b, 满足 (ua, uy) = 0， 则 我 们 称 这 个 集合 是 一 个 正 交 集 . 一 组 非 
零 的 正 交 问 量 必须 是 线性 无 关 的 . 

一 个 由 单位 向 量 组 成 的 正 交 集合 称 为 规范 正 交集 ,， 当 这 个 集合 构成 一 个 基 时 , 我 们 将 其 
称 为 规范 正 交 基 . 当 且 仅 当 IT| = | 引 时 , 一 个 如 式 (1.14) 的 规范 正 交 集 构 成 一 个 规范 正 交 
基 . 给 定 规范 正 交 基 {e。: acd}, 若 它 对 所 有 的 a,be 5 满足 


ea(b) = i ae (1.15) 
0 afb 


则 我 们 称 它 为 标准 基 . 
11.1.4 复 欧 几 里 得 空间 的 直 和 
n 个 复 欧 几 里 得 空间 X =C™,---,X%, = C 的 直 和 是 复 欧 几 里 得 空间 
Ay Bs OX, = CM ban, (1.16) 
其 中 Di U- U En 表示 字母 表 21,…… ,2 的 不 相交 并 ,定义 为 
2 U 3 |) {(k,a): ae dy}. Az 
NE 本 入 


给 定向 量 uy E€ Xi, ,wn E Xn, WS UO DUn E XO OX 是 指 对 任意 的 ke {1, ,n} 
及 a € ok? 满足 

(u1 BB un)(k,a) = ugla) (1.18) 
的 癌 量 . 者 把 每 一 个 u 看 成 一 个 Er ERNE, ME wi @… @ wn 可 以 看 成 |21| + 
+ [En] 维 的 列 向 量 


(1.19) 


每 一 个 空间 4, O--- OX, 上 的 元 素 都 可 以 写成 wi a- Oun H wi,… ,un 的 选择 是 
唯一 的 . 对 任意 的 ui, 01 E Xi, Un, tn E Xn 及 a eC, 如 下 等 式 成 立 ， 


ui D- DUn tv B--- Pn = (ui + 1) BB (Un + Un), (1.20) 
alui ®--- Bun) = (au) BB (aun), (1.21) 
(uy B+ Bun, V1 B+ BVn) = (U1, V1) +--+ + (Un, Un). (1.22) 
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1.1.1.5 ” 复 欧 几 里 得 空间 的 张 量 积 
n 个 复 欧 几 里 得 空间 Xi =C™,--- ,局 =C 的 张 量 积 是 如 下 的 复 欧 几 里 得 空间 : 
Xi O- -O = CM Xen, (1.23) 
给 定向 量 wi E€ Xi, ,tn E Xn, WS wl @…@un EXO OX, 是 指 满足 
(uy @ Bun) (G1 ,an) = Uy(Q1) «++ Un (an) (1.24) 


的 向 量 . 形式 如 u @---@un 的 向 量 称 为 基本 张 量 . 它们 张 成 整个 空间 X-X AM 
并 不 是 空间 里 的 每 个 元 素 都 是 一 个 基本 张 量 . 
任意 给 定 同 量 uv € Xi, Un Un E Xn» 标量 a,b eC 及 索引 ke {1,…,n}, 如 下 
等 式 成 立 : | 
U1 BB Up Q (auk + Buy) Q Uk+1 B® Un 
= a (U1 @ +++ Q Uk—1 Q Uk @ Ugg @ +++ @ Un) (1.25) 
+ B (u1 @ +++ Bul @ VE Q Uk+1 @ +++ @ Un), 


(U1 Q=- -Q Un; V1 Q- @ Un) = (ui, V1) +++ (Un, Vn). (1.26) 
我 们 通常 有 一 种 比如 上 定义 更 具 普 适 性 的 张 量 积 定 义 , PKA Kronecker 42, 如 下 面 的 命 


题 所 示 . 
命题 1.1 Xr An 与 了》 为 复 欧 几 里 得 空间 ， 且 
Q: Xi XXa aY (1:27) 
为 多 线性 函数 ， 也 就 是 说 映射 
Uk > 由 (2 ,Un) (1.28) 
对 所 有 的 RE {1,--- ,n} 和 每 一 组 固定 的 向 量 1,… Uk, Uki: ,Un 都 是 线性 的 . WMA 
在 唯一 的 线性 映射 
A:4%1@::-@X%,—- yY (1.29) 
使 得 
plui, ,Un) = A(uy @ +++ @ un) (1.30) 
对 所 有 的 uy © Aly: Un E Xn 成 立 . 
若是 一 个 复 欧 几 里 得 空间 , ue Xx E-PASS, H ”是 一 个 正 整数 , 则 记号 VO" 和 
u®” FARR X 5 u 自身 的 n EWER. 
奇 妇 ,…: ,Xt, 和 是 相同 的 复 欧 几 里 得 空间 ， 则 通常 为 了 方便 , 记 


XO" = E E (1.31) 


这 个 记号 使 我 们 能 够 单独 引用 xe 中 不 同 的 张 量 因 子 , 并 更 简洁 地 表示 X @--- @ Xn. 
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注 : 对 上 述 定义 的 严格 解释 表明 ， 复 欧 几 里 得 空间 (或 复 欧 几 里 得 空间 中 的 向 量 ) 的 张 
量 积 是 不 满足 结合 律 的 , 因为 笛 卡 儿 积 不 满足 结合 律 . 例如 ， 给 定 字 母 表 DLT 和 人 A, 字母 表 
(ExT) xA 包含 形 如 ((a,b),c) 的 元 素 , FHRRUx (T XA) 包含 形 如 (a, (bc)) 的 元 素 , 而 字 
HRUxT xA 包含 形 如 (a,b,c) 的 元 素 , 其 中 aE、beEIT 及 cEA. ARR =C, y= 
5 Z=CA, RMNTRUA (XOV)@Z.XQ(VOZ) FX QVOZAFMHAKLERE 
间 . 

然而 , 如 果 我 们 简单 地 把 括号 去 掉 , 那么 字母 表 (UXT)xA.UxK (Ix A) fe UxPxA J 
然 可 以 看 成 是 等 价 的 . Ash, 复 欧 几 里 得 空间 (XV @YV)QZ.X@(VOZ) FP AXAQVQZ 两 两 
之 间 存 在 着 一 种 自然 的 等 价 关 系 . REAR, 在 本 书 中 我 们 会 隐 含 地 进行 这 种 识别 . 例如 给 
定向 量 以 EXT@Y Sve Z, MEUD BEARKAXOVOZ FHAR, 而 不 是 (X@Y)@2 
中 的 元 素 . 

虽然 这 种 情况 在 本 书 中 很 少见 , 但 类 似 惯例 适用 于 复 欧 几 里 得 空间 的 直 和 . 


11.1.6 ” 实 欧 几 里 得 空间 


实 欧 几 里 得 空间 的 定义 与 复 欧 儿 里 得 空间 类 似 , 但 每 个 定义 和 概念 中 出 现 的 复数 域 C 
HH SEB RE. 目 然 ,复数 共 辆 在 实数 里 是 没有 意义 的 , 因此 可 以 省 略 . 

在 本 书 中 , 复 欧 几 里 得 空间 将 比 实 欧 几 里 得 空间 发 挥 更 重要 的 作用 . 然而 , 实 欧 几 里 得 
空间 的 概念 在 凸 性 理论 中 更 为 重要 . 由 作用 于 给 定 复 欧 几 里 得 空间 的 Hermite 算 子 形成 的 空 
间 是 实 向 量 空间 的 一 个 重要 例子 , 可 以 将 其 看 成 一 个 实 欧 儿 里 得 空间 , 我 们 将 会 在 本 章 后 面 
的 小 节 进 行 讨论 . 


11.2 ”线性 算 子 
给 定 两 个 复 欧 几 里 得 空间 x 5 y, 我们 记 所 有 形 如 


Ray (1.32) 


的 线性 映射 的 集合 为 LX, V). 在 本 书 中 , 这 种 映射 称 为 从 到 Yy 的 线性 算 子 , 或 者 简称 算 
子 . 在 没有 混淆 的 情况 下 ,我 们 将 省 略 线性 算 子 作用 到 向 量 上 的 插 号 . 例如 , 我 们 用 Au 而 
不 是 Alu) 表示 线性 算 子 A c L(V) 作用 到 向 量 u cæ 后 的 结果 向 量 . 
当 我 们 如 下 定义 加 法 和 标量 乘法 时 , 集合 L(A, V) 构成 一 个 复 向 量 空间 . 
1. 加 法 : 给 定 算 子 A,B EL, YV), 对 所 有 的 we xX, 算 子 A 十 BEeL(X,y) 由 下 面 的 等 式 
定义 : 
(A+ B)u = Au + Bu. (1.33) 


2. 标量 乘法 : 给 定 一 个 算 子 A € L,Y) 及 一 个 标量 a se C， 对 所 有 的 u c X, BF 
aA E€ L(X, Y) 由 下 面 的 等 式 定义 : 


(aA)u = aAu. (1.34) 


1.1.2.1 ”和 矩阵 及 其 与 算 子 的 对 应 关系 
给 定 字 母 表 DAT. 一 个 复数 上 的 姑 阵 是 如 下 形式 的 一 种 映射 : 


M:Tx=D>5C. (1.35) 


AE acr 5 be, 数值 M(a,b) KA M 的 (a,5) 项 , TR a 和 5b 称 为 索引 : a Al b 分别 
是 项 M(a,b) 的 行 索引 和 列 索引 . 矩阵 的 加 法 和 标量 乘法 与 复 欧 几 里 得 空间 上 向量 的 加 法 和 
标量 乘法 定义 类 似 ; 
1. 加 法 : AME M:rTx5>C5N:TxE >C, 对 所 有 的 aer 与 ez2, 矩阵 MA+TN 
定义 为 
(M + N)(a,b) = M(a,b) + N(a, d). (1.36) 
2. 标量 乘法 : AEM M :T x 区 一 C 和 一 个 标量 a € C, 对 所 有 的 acl Sober, Ee 
aM 定义 为 


(aM)(a,b) = aM (a,b). (1.37) 


同时 , 我 们 可 以 如 下 定义 矩阵 的 乘法 : 
3. 矩阵 的 乘法 : ATM MT KASCCHN:AxDOC, 对 所 有 的 aer bed, % 
阵 MN :TX 区 一 C 定义 为 


(MN)(a,b) = X` M(a,c)N(c,b). (1.38) 
cEA 
对 于 任意 给 定 复 欧 几 里 得 空间 X = C 5 y =C, ATR L,Y) 与 所 有 形 如 M : 


rx 一 C 的 矩阵 集合 之 间 存 在 如 下 的 线性 双 射 . 对 于 每 一 个 算 子 AeL, Yy). 对 所 有 的 
a ET Abed, 我 们 可 以 将 与 之 对 应 的 一 个 矩阵 M 定义 为 


M (a, b) = (€a, Aep). (1.39) 
算 子 4 可 由 M 唯一 确定 , 且 对 所 有 的 acr, 其 可 以 由 M 通过 如 下 等 式 恢复 : 


(Au)(a) = 》 M(a,b)u(b). (1.40) 
beL 
由 于 有 如 上 的 对 应 关系 , 和 矩阵 的 乘法 与 算 子 的 组 合 是 等 价 的 . 
此 后 在 本 书 中 , 在 没有 明确 指出 差别 的 情况 下 , 线性 算 子 与 矩阵 将 是 相对 应 的 , 线性 算 
子 可 以 看 成 矩阵 , 矩阵 也 可 以 看 成 算 子 . 考虑 到 这 一 点 , 对 每 个 AC L(V, Y) a eT, bED 
(Bit x =C, y=, MER), 引入 记号 


A(a,b) = (€a; Aep). (1.41) 
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1.1.2.2 ” 算 子 空间 的 标准 基 


任意 给 定 复 欧 几 里 得 空间 X =C, V=aC’ 与 符号 a eT、be 9, 对 所 有 的 uew, 算 
F Fo, ELIZ, N) ELA 
Ea p u = u(b)eg. (1.42) 


等 价 地 , MAAN cer Sded, Eas 可 以 由 如 下 等 式 定 义 : 


Py bes) = le B) (1.43) 
0 其 他 . 
集合 
Eaei bed} (1.44) 


构成 L(V, Y) 上 的 一 组 基 , 我 们 称 这 组 基 为 该 空间 的 标准 基 . 显然 , 这 组 基 中 元 素 的 个 数 与 
L(V, YV) 的 维 数 一 致 , 可 由 dim(L(4, Y)) = dim() dim(V) 给 出 . 
1.1.2.3 ” 算 子 的 元 素 复 共 斩 、 转 置 和 伴随 
对 每 一 个 算 子 4 ee L(x, 站)、 复 欧 几 里 得 空间 X = C2 My = Cr, 我 们 另外 定义 三 种 
算 子 
AéEL(X,Y) 和 A',A* ELY, X) (1.45) 


如 下 : 
1. AT A cL, YV) 的 矩阵 表示 形式 可 由 算 子 4 的 矩阵 表示 形式 的 每 一 项 都 取 共 轿 而 得 
到 . 对 所 有 的 aET 与 be 5， 


A(a,b) = A(a, b). (1.46) 


2. BF ATE L(Y, X) 的 矩阵 表示 形式 可 由 算 子 4 对 应 的 矩阵 的 转 置 取得 . 对 所 有 的 acr 
be Ds 


A'(b,a) = A(a, b). (1.47) 
3. AT A* e L(Y, X) 可 唯一 地 由 满足 下 面 等 式 的 算 子 确定 . THAN ue x Svey, 
(v, Au) = (A*v, u). (1.48) 


它 也 可 以 通过 1 和 2 的 算 子 取得 : 
A* = AT. (1.49) 


Bf A. A 与 4* 分 别称 为 算 子 ANARZHM. HEA. 
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映射 Ac A 和 Ar A* ZESEPUARPEN, 4 一 AT 是 线性 的 , 对 所 有 的 A,B ELX, Y) 
Ala, BEC, A 
aA+PB=aA+PB, 
(aA + BB)* = aA" + BB", 
(aA + BBY =aA' + 8B", 
这 些 映射 都 是 双 射 , 每 个 映射 都 有 目 己 的 逆 . 
复 欧 几 里 得 空间 X 中 的 每 一 个 向 量 v 都 可 以 用 LC, x) 中 的 一 个 线性 算 子 来 定义 : 对 
所 有 的 acc, 定义 an au. 通过 这 个 定义 , 线性 映射 we LC, X) 和 ww € L(X,C) 可 
以 如 上 述 进 行 类 似 定义 . 作为 空间 x 的 一 个 元 素 , Moe u CRRA, 也 就 是 说 , 者 
X=C™, M Taeg, 


ula) = u(a). (1.50) 
任意 给 定向 量 ve X, 映射 uw* e L(X,C) 对 所 有 的 ve 满 足 uv = (u,v). 
1.1.2.4 . 像 与 秩 
AT AEL, YV) 的 核 是 如 下 定义 的 X 的 子 空间 : 


ker(A) = {u € ¥ : Au=0}, (1.51) 
4 的 像 是 如 下 定义 的 V 的 子 空间 : 
im(A) = {Au : u € 4}. (1.52) 
任意 给 定 一 个 算 子 A e L(X,》), 我 们 有 
ker(A) = ker(4*4) 和 im(A) = im(A4*), (1.53) 
同时 有 如 下 等 式 
dim(ker(A)) + dim(im(A)) = dim(#). (1.54) 
Bf AEL, YV) 的 秩 记 为 rank(4), 是 4 的 像 的 维度 : 
rank(A) = dim(im(A)). (1.55) 
通过 式 (1.53) Ask (1.54), 对 每 一 个 算 子 ACL(A,Y), 我 们 可 以 得 到 
rank(A) = rank(AA*) = rank(A* A). (1.56) 
任意 给 定向 量 wet Svey, WAAR weg, AT vu* € L,Y) WE 
(vu*)w = v(u*w) = (u, w)v. (1.57) 


假定 u 与 v 为 非 零 向 量 , 那么 算 子 vu* MRA 1; 同时 , Æ L,Y) 里 任意 秩 为 1 的 算 子 都 
可 以 写成 向 量 w 与 v 的 这 种 表示 形式 , 而 且 这 种 表示 是 唯一 的 (如 果 和 忽略 标量 乘法 的 话 ). 
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1.1.2.5 ”与 复 欧 几 里 得 空间 直 和 相关 的 算 子 
假定 
MSOs, ..- Aya lre 和 Hy HO’, «Mae = (1.58) 


是 复 欧 几 里 得 空间 , 其 字母 表 分 别 为 D1,… ,Dn 与 1,… ,了 Tm. 给 定 一 个 算 子 


A E L(X O D Æa, Vi BB Ym), (1.59) 
存在 唯一 的 算 子 集合 
{Ajk € L(A, Vj): 1<j<m1l<k<n} (1.60) 
使 得 等 式 
4ik(awb = A((j,a), (k, )) (1.61) 


对 所 有 的 Je fm ke {1,…,n}、a ET; 和 be Bb RI. ARRENE u E 
Kiate Un E An» 我 们 有 
A(ui D: Oun) =v O- OUm, (1.62) 


其 中 对 每 一 个 ; = {1,--- , Mm}, V1 E Vise? ; Um E Ym 定义 为 
v7 = S Aj,kuk. (1.63) 
k=) 


RR, 任意 给 定 一 组 形 如 式 (1.60) 的 算 子 集合 , 存在 唯一 形 如 式 (1.59) WAS 4, 对 所 有 
的 wi E€ Xi, ,un E Xn, 使 得 式 (1.62) 和 式 (1.63) 成 立 . 

因此 形 如 式 (1.59) 的 算 子 与 形 如 式 (1.60) 的 算 子 集合 之 间 存 在 一 个 双 射 对 应 . 如 果 用 
这 些 算 子 的 矩阵 表示 形式 ， 则 这 个 对 应 可 以 简明 地 表示 为 


Ajj ~ Ain 
A=] : E Ts (1.64) 
Ami aliak Amn 
我 们 可 以 认为 式 (1.64) 的 等 号 右边 是 由 集合 (1.60) 定义 的 形 如 式 (1.59) WAT. 
1.1.2.6 ” 算 子 的 张 量 积 
假定 
A= C.-Y =C 和 y= i, o, Yn = C (1.65) 


为 复 欧 几 里 得 空间 ,其 字母 表 分 别 为 Xien 与 Ti, ,Tn. 任意 给 定 算 子 


Aj € L(41, 01), ~ An, € Li Apis; Pr) (1.66) 


我 们 定义 它们 的 张 量 积 
Ay @ +++ @ An € L(A, O O Xn, Vi @ +++ @Mn) (1.67) 

为 唯一 满足 下 式 的 算 子 
(A1 @---@An) (ui BB Un) = (Aiu) 8 +++ @ (Anun), (1.68) 


其 中 uy E€ Xi, ,un E Xn 是 任意 给 定 的 . 这 个 算 子 也 可 以 等 价 地 用 和 矩阵 形式 表示 为 
(Ay @---@Apy)((a1,°-° an), (b1, + , bn )) 


(1.69) 
=Aj(a1,b1)+--An(an, bn), 
对 所 有 的 a, E lentin ED A by € Dh, --«, dn E En 成立. 
任意 给 定 复 欧 几 里 得 空间 Xi, an J71 Ja 及 Zi; = Zn ET 
A,, By = L(41, 1), ao g An, Bn = L( Xn, Yn), 
(1.70) 
Cie L(M, 21), Cn z LE Mrs Sinh 
和 标量 a, 8 e C, 下 面 的 等 式 成 立 : 
A; ®---@ Ap_1 @ (aAxkt+BB:) Art B® A 
= a(A; 8- Q Ag_1 Q Ap Q Agyi ® +++ Q An) (1.71) 
+ B(A ®---@ Ap_1 Q Bk 8 Agyi 8- 8 An), 
(Ay @+++@ An)” = AT @---@ At, (1.73) 
Ai Q-Q An =A; Q- Q Ån, (1.74) 
(Ai BA = (1.75) 


与 向 量 的 张 量 积 类 似 , 给 定 一 个 算 子 A 和 一 个 正 整 数 n, 记号 A8" 表示 4 BRN E 
张 量 积 . 
1.1.2.7 AT 
任意 给 定 复 欧 几 里 得 空间 X, 记号 L(Y) 可 以 理解 为 L(x, 车 ) 的 缩写 .空间 LOY) 的 算 
子 称 为 方 算 子 ,， 因 为 它们 的 矩阵 表示 形式 是 方 阵 ， 其 行 标 和 列 标 为 同一 个 集合 . 
空间 LX) 是 一 个 结合 代数 . 它 不 仅 是 一 个 癌 量 空间 , 而 且 对 任意 给 定 的 X,Y,Z € L(X) 
与 BEC, 方 算 子 的 组 合 满足 结合 律 和 双 线 性 : 
(XY)Z = X(YZ), 
Z(aX + BY) =aZX + BZY, (1.76) 
(aX + BY)Z =aXZ+ BYZ. 
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单位 算 子 1 ELL) 定义 为 lu = u, 对 所 有 的 u c X 成立. BRE X= CC, 对 所 有 的 
a,bed, 单位 算 子 也 可 以 用 和 矩阵 表示 定义 为 


1(a,b) = | (1.77) 


为 了 明确 表明 它 是 X 空间 上 的 算 子 , 有 时 我 们 将 其 记 为 1x 而 不 是 1. 

给 定 一 个 复 欧 几 里 得 空间 X, AT X cL), 若 存 在 一 个 算 子 Y © L(Y) 使 得 YX =1， 
MAT X 是 可 逆 的 . 当 这 样 的 算 子 存在 时 , 它 必须 是 唯一 的 , 我 们 将 其 记 为 X- 4 X H 
X X- FEN, 它 一 定 满 足 XX-1=1. 
1.1.2.8 ” 迹 与 行列 式 

给 定 X = C, 一 个 方 算 子 X c LX) 的 主 对 角 线 上 的 项 为 形 如 Xaa) 的 项 ， 其 中 
aed. HAT X ELR) 的 迹 定 义 为 主 对 角 线 上 各 个 元 素 之 和 : 


Tr(X) = $ X(a,a). (1.78) 


ae 


对 所 有 的 问 量 u,v eX, 迹 也 可 以 定义 为 唯一 的 线性 函数 Tr :L(X)—> C, 满足 
Tr(uv*) = (v, u). (1.79) 

任意 给 定 复 欧 几 里 得 空间 X GY, 算 子 AeL(X,y) BELY, X) 满足 
Tr(AB) = Tr(BA). (1.80) 


这 一 属性 叫 作 迹 的 循环 性 质 . 
通过 迹 , 对 所 有 的 A, B € L(X, V). 我 们 可 以 定义 空间 L(V, V) 上 的 一 个 内 积 如 下 : 


(A, B) = Tr(A*B). (1.81) 


我 们 可 以 验证 这 个 内 积 满足 内 积 所 要 求 的 各 种 属性 : 
1. 第 二 个 参数 满足 线性 性 : 任意 给 定 4, B,C eEL(X,y) Ma Bec, 有 

(A,aB + BC) = a(A, B) + B(A,C). (1.82) 
2. HWRE: 任意 给 定 A,B EL, Y) A 


(A, B) = (B, A). (1.83) 


3. 非 负 性 : 任意 给 定 AEL, Yy), (4, 4) > 0, 当 且 仅 当 4 = 0 时 等 号 成 立 . 
给 定 X =C, HAT X ELX) 的 行列 式 定义 如 下 : 


Det(X)= X` ， sign(r) [|[ X(a,7(a)). (1.84) 


mESym(X) aed 
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这 里 SyIn(Z) 表示 所 有 和 置换 x : DOD WES, sign(x) € {—1, +1} 表示 置换 r 的 符号 ( 奇 
偶 性 ). 行列 式 是 可 以 相 乘 的 , 对 任意 给 定 的 X,Y € L(X)， 


Det(XY)= Det(X) Det(Y), (1.85) 


并 且 当 且 仅 当 X TŽ Det(X) 40. 
1.1.2.9 ”本 征 向 量 与 本 征 值 
E XEL) 是 一 个 算 子 , ue x 是 一 个 非 零 向 量 , 且 对 一 些 和 e C, 满足 


Xu = Xu, (1.86) 


WW u te X 的 一 个 本 征 向 量 , 而 入 是 其 对 应 的 本 征 值 . 
任意 给 定 一 个 算 子 X ELX), 


px(a) = Det(aly — X) (1.87) 


是 一 个 关于 变量 a 的 首 一 多 项 式 ， 且 其 度 为 dim(X), 这 个 多 项 式 称 为 X 的 特征 多 项 式 . X 
的 谱 记 为 spec(X), 是 一 个 包含 多 项 式 px 的 所 有 根 的 多 重 集 ,， 其 中 每 个 根 出 现 的 次 数 等 于 

它 在 集合 中 出 现 的 次 数 . 由 于 px 是 首 一 的 , 所 以 它 满足 
px(a)= |] (@-A) (1.88) 

AEspec( X ) 
每 个 元 素 Ae spec(X) 都 必须 是 X 的 一 个 本 征 值 , 并 且 每 个 X 的 本 征 值 都 属于 集合 spec(X). 
任意 给 定 算 子 Xe L(A’), 它 的 迹 和 行列 式 可 以 采用 谱 的 形式 表示 如 下 : 
Tr(X)= > à 和 Det(X)= |][ à (1.89) 
和 和 Espec(X) MEspec(X) 
Af X eL) 的 谱 半 径 是 指 值 最 大 的 Ap 其 中 A pi X 的 所 有 本 征 值 . 任意 给 定 算 子 
X,YeL(%), 满足 

spec( XY) = spec(Y X). (1.90) 


1.1.2.10 Lie 括号 中 心 化 子 
任意 给 定 X,Y e A 与 weEC,， 当 一 个 算 子 集合 ACL) 对 加 法 、 标 量 乘法 和 算 子 组 
合 封 闭 时 , CE L(Y) 的 一 个 子 代 数 . 
X+YEA, aXeA H XYEA. (1.91) 


4 L(Y) 的 一 个 子 代 数 A 对 所 有 的 Xe A 满足 X* CAN, 称 它 是 自 伴 的 ; SIEAN, 
称 它 是 有 么 元 的 . 


对 任意 给 定 的 算 子 对 X,Y € L(X), Lie 括号 [X,Y] € L(Y) 定义 为 
XYI = XY = (1.92) 


x HANH X AY BAZ (XY =YX) 时, [X,Y] =0. 任意 给 定 一 个 算 子 子 集 A CL(X)， 
我 们 定义 A 导出 的 中 心 化 子 为 


comm(A) = {Y € L(4) : [X,Y] =0, 对 所 有 的 Xe A}. (1.93) 


LIX) 的 每 个 子 集 导出 的 中 心 化 子 是 L() 中 的 一 个 保 么 子 代数 . 
1.1.2.11 一 些 重要 的 算 子 类 


下 面 的 几 类 算 子 在 量子 信息 理论 中 特别 重要 : 

1. 正规 算 子 . 当 一 个 算 子 X ELX) 与 它 的 伴随 算 子 可 对 易 ([X, X*] = 0, 即 XX* = X*X) 
时 ， 它 是 正规 的 . 在 本 书 中 ,这 类 算 子 的 重要 性 主要 在 于 两 点 : 正规 算 子 是 满足 谱 定 理 
(将 在 1.1.3 节 讨 论 到 ) WAT; 下 面 所 讨论 的 一 些 特殊 算 子 类 都 是 正规 算 子 类 的 子 集 . 

2. Hermite 算 子 . 当 X = X* 时 , AT X c€ L(X) 是 Hermite AT. 在 本 书 中 ,从 这 里 开始 ， 
作用 在 复 欧 几 里 得 空间 X 上 的 Hermite 算 子 的 集合 将 记 为 Herm(X): 


Herm(4) ={X ELUA) :X =X}. (1.94) 


每 一 个 Hermite 算 子 都 是 一 个 正规 算 子 . 

3. 半 正 定 算 子 . 当 一 个 算 子 X c L(X) WHEY c LX) 满足 X AVY 时 , 它 是 半 正 定 的 . 
在 本 书 中 , 为 了 方便 , 半 正 定 算 子 通常 将 会 用 P,Q 及 RR 表示. 作用 在 复 欧 几 里 得 空间 
X 上 的 半 正 定 算 子 的 集合 将 记 为 Pos( 忒 ), Bil 


Pos(X) = {Y*Y : Y e€ L(4)}. (1.95) 


每 一 个 半 正 定 算 子 都 是 一 个 Hermite AT. 
4. 正定 算 子 ， 当 一 个 半 正 定 算 子 P € Pos(X) 不 仅 是 半 正 定 的 而 且 是 可 道 的 时 , 它 是 正定 
的 . 记号 
Pd(X) = {P € Pos(X) : Det(P) #0} (1.96) 
用 来 表示 复 欧 几 里 得 空间 XY 中 的 这 类 算 子 . | 
5. 密度 算 子 . WA 1 的 半 正 定 算 子 称 为 密度 算 子 . 为 了 方便 , 我 们 一 般 用 小 写 的 希腊 字母 ， 
例如 p、& 与 o 表示 密度 算 子 . 记号 


D(X) = {p E€ Pos(¥) : Tr(p) = 1} (1.97) 


将 用 来 表示 作用 在 复 欧 几 里 得 空间 x 上 的 所 有 密度 算 子 的 集合 . 
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6. 投影 算 子 . 当 一 个 半 正 定 算 子 I € Pos(V¥) 不 仅 是 半 正 定 的 而 且 满 足 H2 = 工时 ， 它 是 
投影 算 子 =. 等 价 地 , 投影 算 子 是 一 个 本 征 值 只 为 0 和 1 的 Hermite AT. 所 有 形式 如 
N € Pos(¥) 的 投影 算 子 的 集合 记 为 Proj(V). 任意 给 定 一 个 子 空间 VC xX, 存在 唯一 定 
义 的 投影 算 子 I E Proj) 使 得 im) = V; 方便 时 , 我 们 使 用 记号 Iy 来 表示 这 个 投 
KAT. 

7. 等 距 算 子 . 当 一 个 算 子 A € L(A,Y) 对 所 有 的 u c X 保持 欧 几 里 得 范 数 不 变 (| Au] = 
lu 时 , 它 是 等 距 算 子 . 这 个 条 件 等 价 于 4*4 = 1x. 记号 


U(¥, Y) ={AE€EL(¥, Y) : A*A=1x} (1.98) 


用 来 表示 这 类 算 子 的 集合 . 为 了 使 得 形式 如 4 es U(X, V) 的 等 距 算 子 存在 ， 必 须 满足 
dim(V) > dim(¥). 每 一 个 等 距 算 子 不 仅 保 持 欧 儿 里 得 范 数 不 变 ,而且 对 所 有 的 u,v EX 
保持 内 积 不 变 : (Au, Av) = (u,v). 

8. BAF. 将 复 欧 几 里 得 空间 + 映射 到 自身 的 等 距 算 子 的 集合 记 为 U(X) 这 个 集合 的 算 
子 是 丁 算 子 . 在 本 书 中 , ULV SW 通常 用 来 表示 西 算 子 (有 时 也 表示 比 西 算 子 更 一 般 
的 等 距 算 子 ). 每 个 西 算 子 Ce U(X) 都 必然 可 逆 且 满足 等 式 UU* = U*U = dy, 因此 它 
也 是 正规 的 . 

9. 对 角 算 子 . 给 定 一 个 复 欧 几 里 得 空间 x = C>， 当 一 个 算 子 X eL) 对 所 有 的 a,b ed 
满足 X(a,b)=0, 其 中 a 关 b 时 , 它 是 对 角 算 子 . 给 定 一 个 回 量 uc XY, 我 们 用 Diag(u) € 
L(X) 来 表示 如 下 定义 的 对 角 算 子 


Diag(u)(a, b) = | (1.99) 
0 a Æ b. 


1.1.2.12 XF Hermite 和 半 正 定 算 子 的 进一步 讨论 
两 个 Hermite 算 子 之 和 是 Hermite 算 子 , Hermite 算 子 乘 以 一 个 实数 也 是 Hermite FT. 
两 个 Hermite 算 子 的 内 积 也 是 实数 . 因此 , 任意 给 定 一 个 复 欧 几 里 得 空间 x, 空间 Herm(X*) 
构成 一 个 实数 上 的 向 量 空 间 , 在 其 上 定义 内 积 . 
确实 , 假定 X = C7, 空间 Herm(X) 与 实 欧 几 里 得 空间 R 是 等 距 同 构 的 : 存在 一 个 
线性 双 射 
od: R”? 一 Herm(X) (1.100) 


对 所 有 的 u,v e R=”, 使 得 
(Pu), P(v)) = (u,v). (1.101) 


在 有 些 其 他 文献 中 ,投影 算 子 指 一 个 算 子 X CL(X) WE X? = X, 但 它 可 能 不 是 Hermite AT. 这 不 是 与 
本 书 中 该 术语 相关 的 含义 . 
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这 个 线性 双 射 的 存在 让 我 们 可 以 把 许多 实 欧 几 里 得 空间 的 性 质 直接 转换 成 作用 在 复 欧 几 里 
得 空间 上 的 Hermite 算 子 所 形成 的 空间 的 性 质 . 
一 种 定义 上 述 映射 $ 的 方法 如 下 . 首先 , 我 们 固定 了 上 的 一 个 全 序 , 并 且 定 义 一 个 集合 


{Has : (a,b) EZ X EFC Hem), (1.102) 


对 其 中 任意 的 (a,b) ex 区 ， 


Ea,a a= b 
1 
Heb = — (Fao + Eba) a<b (1.103) 
3 V2 ; ; 
= (iEab —iEba) a >b 
V5 a,b b,a ， 


式 (1.102) 是 一 个 规范 正 交 集 (对 应 平常 定义 在 L(X) 上 的 内 积 ), 并 且 每 一 个 Herm( 闷 ) 的 元 
素 可 以 唯一 地 写成 这 个 集合 上 的 算 子 的 实 线性 组 合 . 我 们 定义 映射 $ 为 


(€(a,b)) = Ag», (1.104) 


同时 由 线性 性 扩展 至 所 有 的 及 2x2， 这 个 映射 可 满足 式 (1.101) 的 要 求 . 
Hermite 算 子 的 本 征 值 一 定 是 实数 ,因此 可 以 从 大 到 小 排序 . 任意 给 定 复 欧 几 里 得 空间 
X 和 Hermite 算 子 H € Herm(%), 定义 同 量 


A(H) = (Ai (H), r2(H), Mn(H)) E R” (1.105) 
使 得 
spec(H) = {\1(H), A2(H), ©, An (H)} (1.106) 
且 
MN(H) > A2(H) 2 +++ > An (HZ). (1.107) 


记号 Ax(H) 也 用 来 单独 表示 Hermite AF H WE k 大 本 征 值 . 

Hermite 算 子 的 本 征 值 可 由 Courant-Fischer 定理 刻画 . 

定理 1.2 (Courant-Fischer 定理 ) 令 革 为 n 维 复 欧 几 里 得 空间 并 且 令 H € Herm(1) 
A Hermite HF. 对 每 一 个 ke {1,:… ,n}, 有 
v Hv 


max min 
U1,°** ,Un—KES(X) vES(X) 
UL tne} 


(1.108) 
min max v Hv 
Ul, ;UK—-1 ES(X) vES(X) 
vl{uri; Uk} 


(如 果 在 一 个 向 量 的 空 集 里 取 值 ， 则 可 以 将 最 大 值 或 最 小 值 忽 略 ， 并 且 对 所 有 的 VE 寺 有 
v Lø). 


在 不 同 的 情况 下 ， 我 们 还 可 以 用 不 同 的 方法 来 描述 半 正 定 算 子 .特别 是 ， 以 下 对 算 子 
P E L(X) 的 陈述 都 是 等 价 的 : 
. P 是 半 正 定 的 . 
. 对 于 茶 些 复 欧 几 里 得 空间 YV, 存在 算 子 AC L(X,Y) 使 得 P = A*A. 
. P # Hermite 的 ,同时 P 的 每 个 本 征 值 都 是 非 负 的 . 
对 所 有 的 uc, 满足 lu, Pu) 是 非 负 的 实数 . 
. 对 所 有 的 Q € Pos(X), 满足 (Q, P) 是 非 负 的 实数 . 
. 存在 一 个 回 量 集 {ua : @EX} CH 使 得 P(a,b) = (ua, u) 对 所 有 的 a,b E E RA. 
. 在 茶 些 复 欧 几 里 得 空间 Y 中 , 存在 一 组 向 量 集 {ua : ac D} CY 使 得 Pla,b) = (ua, us) 
对 所 有 的 abe E 成 立 . 

治 着 相似 的 思路 ,我们 可 以 得 到 以 下 对 算 子 P ELX) 的 陈述 都 是 等 价 的 : 
. P EEN. 
. P 是 Hermite 的 , 同时 P 的 每 个 本 征 值 是 正 的 . 
. 对 每 一 个 非 零 的 ve 了, 满足 (u, Pu) 是 正 实数 . 
. 对 每 一 个 非 零 的 Q € Pos(¥), 满足 (Q, P) 是 正 实数 . 
. 存在 一 个 正 实 数 s > 0 使 得 P — ell € Pos(A). 

记号 P20 和 0<P 表示 P 是 半 正 定 的 , P>0OM0< PRR P 是 正定 的 . 更 为 一 般 
地 , 对 于 Hermite 算 子 X SY, 我 们 用 X SY MY <X RAR X -Y SHEEN, X>Y 
MY <X RA X-Y 是 正定 的 . 


1.1.2.13 ” 方 算 子 的 线性 映射 
给 定 复 欧 几 里 得 空间 VY A y, ÉR 


Dr 


a A WO N e 


©: L(¥) — L(y) (1.109) 


的 线性 映射 在 量子 信息 理论 中 发 挥 着 重要 作用 . 这 类 映射 的 集合 记 为 TX, YV) 它 本 身 是 一 
个 复 向 量 空间 , 我 们 直接 在 上 面 定 义 加 法 和 标量 乘法 : 
1. 加 法 : 给 定 两 个 映射 D, V € T(X,Y), 对 所 有 的 X EL(X), 映射 O4+UET( X,Y) 定义 为 


(© + W)(X) = 6(X) + W(X). (1.110) 


2. 标量 乘法 : 给 定 一 个 映射 © c T(X,Y) 和 一 个 标量 a c C， 对 所 有 的 X e L(Y), 映射 
að € T(X,V) 定义 为 

(a®)(X) = aB(X). (1.111) 

给 定 一 个 映射 D E T(X,Y), © 的 伴随 定义 为 唯一 的 上 映射 8* e TV, x) 对 所 有 的 X e 


L(X) MY € L(Y) 满足 
(6*(Y), X) = (Y, (X). (1.112) 


形式 如 式 (1.109) 的 映射 的 张 量 积 与 算 子 的 张 量 积 定义 类 似 . 具体 来 说 , 对 任意 给 定 的 
复 欧 几 里 得 空间 Xi, An 及 Vi ,Yn 和 线性 映射 


i E T(41,N1), +++, On € T(An, Yn); (1.113) 
我 们 定义 这 些 映射 的 张 量 积 
i @---@O, ETH 8- Xn Vi B® Yn) (1.114) 


为 唯一 的 线性 映射 , 对 所 有 的 算 子 Xi E€ L(K) ,Xn E L(An) 满足 
(#18 @OD,)(X1 ®--:@ Xn) = O1(X1) B® G,(X,). (1.115) 
与 向 量 和 算 子 一 样 , 记号 B88" 表示 映射 © 自身 的 n ERER. 
记号 T(x) 可 以 理解 为 T( 基 ,+) 的 缩写 . 对 所 有 的 X € L(Y), 单位 映射 luex) E€ T(t) 
定义 为 
lix)(X)=X. (1.116) 
作用 在 x 上 的 方 算 子 的 迹 函 数 可 以 定义 为 一 个 形式 如 下 的 线性 映射 : 
Tr: L(Y) + C. (1.117) 
& L(C) =C, 我 们 可 以 看 到 迹 函 数 是 一 个 形式 如 下 的 线性 映射 : 
Tre Tie, C). (1.118) 
对 于 第 二 个 复 欧 几 里 得 空间 V, 我 们 可 以 考虑 映射 
Tr@liy) € T(X 8 V, V). (1.119) 
根据 上 面 所 述 张 量 积 的 定义 ,这 是 唯一 的 映射 , 对 所 有 的 算 子 XeL(X) ALY € L(Y), 满足 
(Tr @ Ip) (X @Y) = Tr(X)Y. (1.120) 
这 个 映射 称 为 偏 迹 , 通常 记 为 Trx. 根 据 一 样 的 思想 , 映射 Try € T(X 9V, 8) 定义 为 
Try = Lyx) 8 Tr. (1.121) 


这 些 映 射 更 为 一 般 的 情况 可 以 定义 为 三 个 或 更 多 的 复 欧 几 里 得 空间 的 张 量 积 . 
本 书 将 会 详细 讨论 形 如 式 (1.109) 的 下 面 几 种 映射 : 
1. 保 Hermite 映射 . 一 个 映射 D c T(X,Y) Æ Hermite 上 映射 如 果 它 对 每 一 个 Hermite 
AT H € Herm() 满足 
®(H) € Herm(y). (1,122) 
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2. 正 映射 . 一 个 映射 Be T(x, V) 是 正 映射, 如 果 它 对 每 一 个 半 正 定 算 子 P E Pos(X) 满足 
(P) € Pos(]7). (1.123) 
3. 全 正 映射 . 一 个 映射 Oe T2, V) 是 全 正 映 射 , 如 果 它 对 每 一 个 复 欧 几 里 得 空间 Z 满足 
© 8 liz). (1.124) 
所 有 这 种 形式 的 全 正 映射 的 集合 记 为 CPX, V). 
4. 保 迹 映射 . 一 个 映射 D ETX, V) 是 保 迹 映射 , 如 果 它 对 每 一 个 X ELX) 满足 
Tr(®(X)) = Tr(X). (1.125) 
5. 保 么 映射 . 一 个 映射 D ETX, V) 是 保 么 映射 , 如果 
(lx) = 1y. (1.126) 
这 些 类 型 的 映射 将 在 第 2 和 4 章 中 详细 讨论 . 
11.214 ” 算 子 -向 量 对 应 
任意 给 定 复 欧 几 里 得 空间 X = C M y = CT, 空间 LV, X) 与 8 之 间 存 在 一 个 对 
应 关系 , 在 本 书 中 我 们 将 会 反复 用 到 这 一 概念 . 这 个 对 应 关系 可 以 由 如 下 线性 映射 给 出 : 
vec: L(V, ¥) > X QY, (1.127) 
对 所 有 的 acd AbET, 满足 
vec(Ea,b) = €a ® €b. (1.128) 
换 句 话说 , 这 种 映射 是 转换 基 , 把 LV, X) 的 标准 基 转 换 为 XOY 的 标准 基 . 根据 线性 性 ， 
对 所 有 的 ueEXx 与 ve 站, 满足 
vec(uv*) = u@d. (1.129) 
通过 分 别 设 定 v = 1 和 = 1, 我 们 有 特别 的 情况 
vec(u) =u 和 vec(v*) =. (1.130) 


映射 vec 是 一 个 线性 双 射 , 这 意味 着 每 一 个 向 量 u c gy 唯一 地 确定 一 个 算 子 A < 
L(Y, X) 使 得 vec(A) =u. 它 也 是 等 距 的 ,因为 对 所 有 的 A, B E€ L(Y, X), A 


(A, B) = (vec( A), vec(B)). (1.131) 


在 本 书 中 ， 一 些 有 关 vec 映射 的 特定 等 式 将 会 有 特别 有 用 . 一 个 这 样 的 等 式 是 ， 对 所 

有 的 算 子 Ao € L(%, Yo) Ar E L(&, V1) 及 已 ELEL( 大 ,各 ) 和 任意 给 定 的 复 欧 几 里 得 空间 
Xor Xi Vo 及 Vi, 满足 

(Ao ® Aj) vec(B) = vec( Ao BA] ). (1.132) 
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另外 的 两 个 等 式 是 , 任意 给 定 复 欧 几 里 得 空间 X 与 7》, 对 所 有 的 A, B e L(Y, ¥), 满足 


Try(vec(4) vec(B)*) = AB*, (1.133) 
Trx (vec(A) vec(B)*) = A'B. (1.134) 


1.1.3” 算 子 的 分 解 与 范 数 

在 本 小 节 中 ， 我 们 将 讨论 算 子 的 两 种 分 解 一 谱 分 解 和 奇异 值 分 解 ， 以 及 一 些 相关 的 概 
D. 在 这 些 概念 中 , 有 一 类 算 子 的 范 数 , 称 为 Schatten 范 数 , 包括 迹 范 数 、Frobenius 范 数 和 
谱 范 数 . 这 三 种 范 数 在 本 书 中 将 会 常常 使 用 . 
1.1.3.1 WEF 


谱 定理 指出 , 每 一 个 正规 算 子 都 可 以 表示 为 其 正 交 子 空间 上 的 投影 的 线性 组 合 . 正式 的 
谱 定 理 陈述 如 下 . 

定理 1.3 ( 谱 定 理 ) 令 闭 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 ，X e LX) 为 一 个 正规 算 子 .存在 
一 个 正 整 数 m、 不 同 的 复数 Xi Am EC 和 非 零 投 影 算 子 lh,- Tm E Proj(&) 满足 
Hi 十:…: 十 I = Lx, 使 得 


i (1.135) 
k=) 


如 果 我 们 不 考虑 排序 ， 则 标量 Xi,…… Am 和 投影 算 子 Ih,- Dn 是 唯一 的 : 每 一 个 标量 
Ay Æ X HAA, CHERST II HA, AHO, 是 投影 到 X HARA, 对 应 的 本 征 
向 量 张 成 的 子 空间 的 算 子 . 

正规 算 子 X 形 如 式 (1.135) 的 分 解 称 为 X 的 谱 分 解 . 

谱 分 解 定理 的 一 个 简单 的 推论 如 下 . 它 表 达 的 内 容 基本 上 与 谱 定理 相同 , 但 是 其 形式 稍 
WARDAH, 本 书后 面 的 部 分 有 时 将 会 使 用 到 . 

推论 1.4 令 革 为 一 个 nn 维 复 欧 几 里 得 空间 , XEL) 为 正规 算 子 , 假设 


spec(X) = {A1 An}. (1.136) 
则 X 中 存在 一 组 规范 正 交 基 {7z1,… ,Zn} 使 得 


X= S Anag (1.137) 
k=1 

根据 式 (1.137) 和 集合 {z1,… ,zn} 是 一 组 规范 正 交 基 的 要 求 , 我 们 可 以 明显 看 出 每 一 
个 cp 都 是 X 的 本 征 向 量 , 其 对 应 的 本 征 值 为 Xx. 同时 , 我 们 也 可 以 知道 任意 一 个 可 以 表 
示 成 形式 如 式 (1.137) WAT X 是 正规 的 , 意味 着 正规 性 和 由 本 征 向 量 组 成 的 规范 正 交 基 

的 存在 性 是 等 价 的 . 
在 本 书 的 一 些 地 方 , 为 了 方便 , 我 们 用 字母 表 里 的 符号 标示 给 定 正 规 算 子 X ELC?) 
的 本 征 向 量 和 本 征 值 , 而 不 是 集合 {1, ,n} (其 中 n= |E) 里 的 整数 . 根据 推论 1.4, 我 们 
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马上 得 出 , 一 个 正规 算 子 X e L(C™) 可 以 分 解 成 


X = x. h E (1.138) 
aed 
其 中 {ra : ac D} AC» 的 某 些 规范 正 交 基 , {X。: a € 2} 为 一 组 复数 . 确实 , 这 组 表达 式 
可 以 由 式 (1.137) 得 到 , 我 们 只 要 用 任意 的 双 射 把 字母 表 的 符号 与 集合 {1…… ,n} 中 的 整数 
关联 起 来 . 

我 们 称 形式 如 式 (1.137) RA (1.138) 的 算 子 表达 式 为 谱 分 解 ， 尽 管事 实 上 它们 与 式 
(1.135) 的 形式 略微 不 同 . 不 像 式 (1.135), I (1.137) 和 式 (1.138) 的 形式 通常 是 不 唯一 的 . 沿 
着 这 个 思路 , 术语 谱 定 理 有 时 指 的 是 推论 1.4 的 陈述 , 而 不 是 定理 1.3 的 陈述 . 在 不 会 产生 
任何 混淆 的 危险 的 条 件 下 , 这 些 惯例 贯穿 了 本 书 . 

下 面 的 重要 定理 指出 , 当 两 个 正规 算 子 可 对 易 时 , 我 们 可 以 选择 本 征 回 量 的 相同 规范 正 
交 基 . 

定理 1.5 令 革 为 n 维 复 欧 几 里 得 空间 ,X,Y €L(X) 为 满足 [X,Y]=0 的 正规 算 子 . 
FE X 的 一 组 规范 正 交 基 {11, an}, 使 得 


A = > QkTETE Fe Y= S_ Brn (1.139) 
k=1 k=1 


其 中 人 Ans G1,*** ,Or 为 满足 
spec(X) = {a1,--+,Q@n} 和 spec(Y) = {f1,--- , Bn} (1.140) 


的 一 些 复数 . 
1.1.3.2 Jordan-Hahn 分 解 
每 一 个 Hermite 算 子 都 是 正规 的 且 有 实 本 征 值 . 因此 ， 对 每 一 个 Hermite 算 子 H € 


Herm( 世 )， 我 们 从 谱 定 理 (定理 1.3) 可 以 得 到 下 面 的 结论 : 存在 一 个 正 整 数 m 和 非 零 的 投 
影 算 子 Ii,- » Tins 满足 


Il, +---+Iln = lx, (1.141) 
以 及 实数 Ar Am 使 得 
H = ll (1.142) 
k=1 
通过 定义 算 子 M a 
已 = > max{rx,0}T 和 Q= >》 max{—dx, 0} Tk, (1.143) 
k=1 k=1 
我 们 可 以 发 现 


H = P=-Q, (1.144) 
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其 中 P,Q € Pos(¥) HÆ PQ = 0. 给 定 一 个 Hermite 算 子 H, 其 如 式 (1.144) 的 分 解 称 为 
Jordan-Hahn 分 解 . 对 给 定 的 算 子 H e Herm(), 只 存在 一 种 这 样 的 分 解 ; AT PHQ 是 
H P,Q € Pos(¥), PQ=0 Al H = P -Q 唯一 定义 的 . 
1.1.3.3 ”正规 算 子 的 函数 
对 给 定 的 复 欧 几 里 得 空间 x, 根据 谱 定 理 (定理 1.3), 每 一 个 形式 如 f :C 一 C 的 函数 
都 可 以 扩展 到 正规 算 子 集合 L(Y) E. 具体 地 , 若 Xe L(V) 是 正规 的 且 有 谱 分 解 (1.135)， 
则 我 们 可 以 定义 
F(X) = Y T Orie (1.145) 
k=l 
自然 地 ,只 定义 在 C 的 子 集 上 的 函数 可 以 相应 地 扩展 到 对 本 征 值 作 约束 的 正规 算 子 上 . 
以 下 将 标量 函数 扩展 到 算 子 的 例子 将 在 此 书 中 有 很 重要 的 作用 : 
1. Ber > 0, 对 所 有 的 入 e [0,co), 定义 函数 AK A". 给 定 半 正 定 算 子 P € Pos(¥), CA 
谱 分 解 
P=} ,Ml (1.146) 
k= 


其 中 对 所 有 的 Ke {1,… ,m} 满足 A, 20, 我 们 可 以 定义 
P= Fa Ik: (1.147) 
k=1 


对 给 定 的 正 整数 r 显然 P" 与 通常 意义 下 算 子 乘积 的 表示 是 一 致 的 . 
r= 1/2 是 一 种 特别 常见 的 情况 ,在 这 种 情况 下 ,我 们 可 以 用 VP 来 表示 P. 算 
T VP 是 唯一 满足 以 下 方程 的 半 正 定 算 子 . 


VPVP =P. (1.148) 


2. 沿 着 与 上 述 例子 相似 的 思路 ， 给 定 任意 的 实数 rs 及 ， 对 所 有 的 入 € (0,00) 定义 函数 
Aw". 给 定 一 个 正定 算 子 Pe Pd(X), 其 有 一 个 如 式 (1.146) 的 谱 分 解 ,， 其 中 对 所 有 的 
ke {1,… m} 满足 入 > 0, 我 们 可 以 用 类 似 式 (1.147) 的 形式 定义 Pr. 

3. 对 所 有 的 A € (0,00), 可 以 定义 ( 底 为 2 的 ) 对 数 函 数 入 log) 给 定 正定 算 子 P € 
Pd(X), 其 有 如 式 (1.146) 的 谱 分 解 , 我 们 可 以 定义 


log(P) = X log(Ax) I. (1.149) 
k=l 


1.1.3.4 ”奇异 值 定理 


奇异 值 定理 与 谱 定理 有 非常 紧密 的 关系 . 然而 与 谱 定 理 不 同 ， 奇异 值 定理 是 对 任意 的 
( 非 零 ) 算 子 都 成 立 的 , 而 不 仅仅 是 正规 算 子 . 


定理 1.6 (奇异 值 定理 ) 对 给 定 的 复 欧 几 里 得 空间 X 5 Y, FAECL(A,Y) 为 一 个 非 
S1,°°* Sry 使 得 


A=) Skyerh. (1.150) 
k=1 


给 定 算 子 A, 一 个 如 式 (1.150) 的 表达 式 称 为 4 的 一 个 奇异 值 分 解 . 数值 s1,:… ,sr 称 
为 奇异 值 , HE zi…… tp 和 yr ,yr 分 别称 为 右 奇 异 向 量 和 左 奇 异 向 量 . 

在 不 考虑 顺序 的 情况 下 , 一 个 算 子 4 的 奇异 值 s, ,sr 是 唯一 确定 的 . 因此 ， 从 这 里 
开始 , 我 们 假定 奇异 值 总 是 从 大 排 到 小 的 : si > … > sr. 当 需 要 指出 这 些 奇异 值 在 算 子 中 是 
第 几 个 奇异 值 时 , 我 们 用 s1(A),--- ,sr(4) 标记 . 尽管 正式 来 讲 , 0 并 非 任何 算 子 的 奇异 值 ， 
但 是 为 了 方便 , 对 大 > rank(A), 我 们 也 定义 了 s,(A) = 0. WR 4 = 0, 那么 对 所 有 的 大 > 1, 
有 s(4) = 0. 记号 s(4) 用 来 表示 奇异 值 的 向 量 : 


s(A) = (81(A),--- , Sr(A)), (1.151) 


或 者 这 个 回 量 的 一 个 扩充 : 
s(A) = (s1(A),-++ ,sm(A)), (1.152) 


其 条 件 是 我 们 方便 把 它 看 成 R” 的 一 个 元 素 , 其 中 m > rank(A). 
如 上 所 述 , 奇异 值 定 理 与 谱 定 理 之 间 存 在 密切 的 关系 . 具体 地 说 , 一 个 算 子 4 的 奇异 值 
分 解 和 算 子 4*4 及 44* 的 谱 分 解 有 着 如 下 关系 : 对 1 入 KR 和 rank(4)， 满 足 


Spl A) = V ARAA") = V Akl A*A), (1.153) 


而 且 4 的 右 奇异 癌 量 就 是 AA 的 本 征 向 量 ，A4 的 左 奇异 向 量 就 是 44* AER. 事实 
E, 我 们 可 以 目 由 地 选择 44* 的 任意 非 零 本 征 值 对 应 的 规范 正 交 的 本 征 向 量 集合 为 4 的 
EFAS, 而 一 旦 确定 以 后 , 右 奇 异 癌 量 也 被 唯一 确定 下 来 同样 , 我 们 可 以 自由 地 选择 
A*A 的 任意 非 零 本 征 值 对 应 的 规范 正 交 的 本 征 疝 量 集合 为 4 的 右 奇异 向 量 , 而 一 旦 确定 以 
后 , 左 奇异 问 量 也 被 唯一 确定 下 来 . 

E X ELX) 为 正规 算 子 的 特殊 情况 下 , 我们 可 以 直接 从 其 谱 分 解 


K = 》 Apnoea (1.154) 
k=l 


中 得 到 它 的 一 个 奇异 值 分 解 . 具体 地 , 我 们 可 以 定义 S = {ke {1, n}: Ap FO}, HOT 
一 个 kes, É 

se = |A] FL ye = rans (1.155) 
只 要 我 们 把 求 和 的 标记 调整 一 下 ,表达 式 


A= J SkYk T] (1.156) 
kes 
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就 是 X 的 一 个 奇异 值 分 解 . 

下 面 的 推论 是 奇 弄 值 定理 的 男 一 种 表示 形式 , 在 有 些 情况 下 ,这 种 表示 会 很 有 用 . 

推论 1.7 令 写 与》 是 复 欧 几 里 得 空间 ，A € L(X,y) 是 非 零 算 子 , r= rank(A). 
存在 一 个 对 角 且 正定 的 算 子 D E Pd(C") 和 等 距 算 子 U € U(X) HV e U(C, Yy) 使 得 
A=VDU". 


1.1.3.5 tha 


对 每 一 个 方 算 子 X ELX), 我 们 可 以 选择 一 个 半 正 定 算 子 Pe Pos(X) 和 一 个 西 算 子 
W e U(X) 使 得 等 式 
X=WP (1.157) 


成 立 . 根据 推论 1.7, 取 W =VU* A P=UDU*, 我 们 就 可 以 得 到 上 面 的 结论 . 同样 , 通过 
相似 的 推导 , 我 们 可 以 得 到 
X = PW, (1.158) 


其 中 算 子 (一 般 这 些 算 子 与 式 (1.157) 的 不 同 ) P e Pos(X) AW e U(X). 式 (1.157) MA 
(1.158) PKA X 的 极 分 解 . 


1.1.3.6 Moore-Penrose 伪 逆 


对 一 个 给 定 的 算 子 Ac (4,7)， 我 们 可 以 定义 一 个 算 子 At € L(Y, æ), BA 4 的 
Moore-Penrose 伪 逆 ， 它 是 唯一 满足 下 列 属性 的 算 子 . 
1. AATA = A. 
2; ATAAT = AT. 
3. AA+ 和 AtA 都 是 Hermite 的 . 
显然 至 少 存在 一 个 这 样 的 A+， 因 为 车 


A= S> SkYkLy, (1.159) 
k=l 


是 非 零 算 子 4 的 一 个 奇异 值 分 解 ， 则 


AT = 3 T (1.160) 

满足 上 面 所 列 的 三 个 属性 . 我 们 可 以 发 现 AA+ 和 AtA 是 投影 算 子 , 它们 分 别 投影 到 由 A 
的 左 奇异 向 量 和 右 奇 异 向 量 所 张 成 的 空间 . 

事实 上 At 是 唯一 由 上 述 等 式 确定 的 , 我 们 验证 如 下 . 假定 B,C e L(Y, X) 同时 满足 上 
面 的 属性 : 
1. ABA = A = ACA. 
2. BAB =B H CAC =C. 
3. AB, BA, AC 和 CA 都 是 Hermite 的 


我 们 可 以 得 到 
B = BAB =(BA)*B = A* B* B = (ACA)*B*B 
= A*C* A* B* B = (CA)*(BA)*B = CABAB rset) 
= CAB = CACAB = C(AC)*(AB)* = CC* A* B* A* 
= CC*(ABA)* = CC* A* = C(AC)* = CAC =C, 
这 就 表明 B= C. 


1.1.3.7 Schmidt 分 解 


令 革 和 7 是 复 欧 几 里 得 空间 , 同时 假定 we xX @ 7 是非 零 向 量 . 给 定 双 射 vec, 存在 
一 个 唯一 的 算 子 A c L(Y, X) 使 得 = vec(A). 对 任意 的 奇异 值 分 解 


A= > teti (1.162) 
k=1 
它 满足 
u = vec(A) = vec (> nani = RA Skk Q Yk- (1.163) 
k=1 k=1 


{1,… ,yr} 的 规范 正 交 性 意味 着 { 页 …… Or} 也 是 规范 正 交 的 . 从 而 我 们 可 以 得 到 每 一 个 
ESN A ue Xoy 都 可 以 写成 这 种 形式 : 


= J SETk 四 Zk, (1.164) 
k=l 
其 中 si ,sr JEX, {11, ,Zr C Æ 5 {z2 ,Zr} CY 为 规范 正 交 集 . u 的 这 种 形 
式 的 表示 称 为 的 一 个 Schmidt 分 解 . 


1.1.3.8 ” 算 子 的 范 数 


对 于 复 欧 几 里 得 空间 X Sy, 其 算 子 空间 L(x, V) 上 的 一 个 范 数 是 满足 下 面 属性 的 .| 
函数 : 
1. FERE: 对 所 有 的 A cL, Y), 有 |All >0; 当 且 仅 当 4 =0 时 4l|=0. 
2. 齐 次 性 : 对 所 有 的 A cL, YV) 与 weC, 有 |a4| = |al|| A]. 
3. 三 角 不 等 式 : 对 所 有 的 A, B € L(¥, VY), A || A+ Bll < || Al] + || BI. 

在 算 子 空间 上 可 以 定义 很 多 有 趣 且 有 用 的 范 数 ， 但 是 在 本 书 中 ,我们 主要 关心 一 类 范 
数 , 它 叫 Schatten p- 范 数 . 这 类 范 数 包含 了 我 们 在 量子 信息 理论 里 面 最 常用 的 三 种 范 数 : 谱 
范 数 、Frobenius 范 数 和 迹 范 数 . 

任意 给 定 算 子 ACL(X,Y) 和 实数 p > 1, 我 们 可 以 定义 4 的 Schatten p- 范 数 为 


1 


| All, = (Tr ((4*A)#))”. (1.165) 
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Schatten o- 范 数 定义 为 
|| Alloo = max {|/Au|| : we ¥, ||ull < 1}, (1.166) 


它 与 limy_,w||4lly 一 致 ,， 这 就 是 我 们 要 用 下 标 oo 的 原因 . 一 个 算 子 A 的 Schatten p- 范 数 
与 4 的 奇异 值 向 量 的 一 般 向 量 p- 范 数 是 一 致 的 : 


| 4 = || (A) ||p- (1.167) 


Schatten p- 范 数 有 很 多 属性 ,总 结 如 下 : 
1. Schatten p- 范 数 是 不 随 p 递增 的 : SERA A M1 <p<q<oo, 满足 


Ally > Alla: (1.168) 
2. 对 每 一 个 非 零 算 子 A4 和 1<p<g< oo, 满足 
| Allp < rank(A)?~*|| Allg. (1.169) 
特别 是 , 我们 有 
|All < Vrank(A)||All2 || Allo < Vrank(A)Allx. (1.170) 


3. 对 每 一 个 p € [1,00], p- 范 数 是 等 距 不 变 的 (当然 也 是 西 不 变 的 ): 对 每 一 个 A € L(V, Y) 
U €U(Y,Z) 和 Ve U(x, W) 满足 


|Allp a || UAV" |p- (1.171) 
A. 对 每 一 个 pe [1,00], 我 们 可 以 用 下 面 的 等 式 定 义 p* € [1, co]: 
1 ] 
sheet. (1.172) 


对 每 一 个 算 子 Ac L(¥,Y), 它 的 Schatten p- 范 数 与 p*- 范 数 是 对 偶 的 ,也 就 是 
|| All, = max{|(B, A)| : BE L(¥,y), ||Bllp- < 1}. (1.173) 
式 (1.173) 一 个 后 续 的 结论 就 是 不 等 式 
I(B, A)| < ||Allpll Blips, (1.174) 


‘CRRA Schatten 范 数 的 Holder 不 等 式 . 
5. MAF ACL(Z,W). BEL(Y,Z) SCEL(A,Y), 给 定 任意 € [1,00], 满足 


| ABC |p < ||Allooll Bllpl|C Ilo- (1.175) 
因此 Schatten p- 范 数 是 子 乘 性 的 : 


|ABllp < Allyl] Bly. (1.176) 
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6. 对 每 一 个 pe [1,0] 和 A ELX, YV) 满足 


lAl = ||4*| 





» = lE = lAl (1.177) 


Schatten 1- 范 数 通常 称 为 迹 范 数 ，Schatten 2- 范 数 称 为 Frobenius $k, Schatten oo- 范 
数 称 为 谱 范 数 或 者 是 算 子 范 数 . 这 三 个 范 数 的 一 些 其 他 属性 如 下 : 
1. 谱 范 数 . 谱 范 数 ||-\|. 在 几 点 上 是 特别 的 . 根据 谱 范 数 的 属性 (1.166), 我 们 容易 看 出 它 
是 从 欧 几 里 得 范 数 中 引导 出 来 的 . 它 同时 也 有 下 面 的 属性 : 对 每 一 个 A € L,Y) 


4’Alls = || AA" Joo = || Allee: (1.178) 


从 这 里 开始 , 在 本 书 中 , 我 们 记 一 个 算 子 4 的 谱 范 数 为 4|| 而 不 是 Allo, 这 也 表明 这 
种 范 数 是 非常 重要 的 . 
2. Frobenius 范 数 . 把 bp = 2 代入 | 的 定义 中 ,我们 看 到 Frobenius 范 数 上 > 可 以 由 下 
面 的 式 子 给 出 : 
| Allo = (Tr(4*4))? = VA, A), (1.179) 
因此 它 与 向 量 的 欧 几 里 得 范 数 相似 ， 只 是 定义 在 L(V, V) 的 内 积 上 . 
AME, Frobenius 范 数 就 是 对 应 地 把 欧 几 里 得 范 数 里 的 算 子 看 成 向 量 : 


Alla = IIvec(A) | = , [S~|A(a, 6)|?, (1.180) 
a,b 


其 中 a Alb A 4 矩阵 表示 的 索引 . 
3. 迹 范 数 . 将 p= 1 A | |p 的 定义 中 , 我 们 得 到 迹 范 数 ||- WE: 


Alli = Tr( VAA), (1.181) 


CST 4 的 奇异 值 之 和 . 对 给 定 的 两 个 密度 算 子 p,o © D(X), BUE ||p—o|l1 一 般 是 指 p 
与 o 的 迹 距 离 . 
对 任意 的 方 算 子 X ELX), |X 的 一 种 非常 党 用 的 表示 形式 是 
IXlli = max{|(U, X)| : Ue U(X)}, > (1.182) 
它 是 由 式 (1.167) 和 奇异 值 定理 (定理 1.6) 得 到 的 . 由 上 述 表 示 , 我 们 可 以 得 到 迹 范 数 在 
取 偏 迹 的 作用 下 是 非 增 的 : 对 每 一 个 算 子 X e L(V @Y), 满足 
|| Try(X)|]1 = max{|(U @1y, X)| : Ve U(X)} 
(1.183) 
< max{|(V, X)| : V € U(X @Y)} = ||X |lı- 


等 式 
|| auu* — Bvv*||, = y (a+ B)? — 4ap| (u, v)|? (1.184) 
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对 所 有 的 单位 向 量 u,v 与 非 负 实数 a, 6 成 立 , 我 们 在 本 书 中 将 会 多 次 用 到 这 个 等 式 . 我 
们 可 以 通过 考虑 auu* 一 Bvv* 的 谱 来 证 明 上 面 的 式 子 ; 这 个 算 子 是 Hermite 的 ,并且 最 
多 有 两 个 非 零 的 本 征 值 ,， 表示 如 下 : 





ro + (a + 3)? — 4aB|(u, v)|?. (1.185) 
特别 指出 , 对 单位 向 量 w 和 wv, 我 们 有 
| — vu" iF = 2,/1— |(u, v)|?. (1.186) 


1.2 ”分析 、 凸 性 和 概率 论 

本 书 将 要 展示 的 证 明 中 的 一 部 分 将 要 用 到 分 析 、 凸 性 和 概率 论 中 的 概念 . 下 面 的 概述 给 
出 了 这 些 概 念 的 综述 , 这 一 综述 主要 关注 本 书 的 需要 . 

1.2.1 分 析 和 凸 性 

本 着 同上 一 节 关 于 线性 代数 的 内 容 相同 的 精神 ， 我 们 假设 读者 熟悉 数学 分 析 中 最 基本 
的 概念 , 包括 实数 集 的 上 确 界 和 下 确 界 、 数 列 和 极限 ， 以 及 实数 上 的 标准 单 变量 微 积分 . 

下 面 的 讨论 限制 在 有 限 维度 的 实 同 量 空间 及 复 问 量 空间 上 一 一 并 且 读 者 需要 注意 , 所 述 
事实 的 一 部 分 依赖 于 在 有 限 维 空间 上 这 一 假设 . 在 本 小 节 的 剩余 部 分 , V 和 W 将 表示 有 限 
维 的 实 或 复 同 量 空间 ,在 这 些 空间 上 我 们 定义 了 某 些 范 数 | 上 .||、 除 非 有 另外 特别 说 明 ， 和 否则 
该 范 数 可 以 是 任 选 的 一 一 因此 在 本 节 中 , 符号 ||-|| 并 不 必须 表示 欧 几 里 得 范 数 或 谱 范 数 . 
1.2.1.1 ” 开 集 和 闭 集 

如 果 对 于 每 一 个 ue A. 存在 < > 0 使 得 


{vEV: |lu-v|<e} CA (1.187) 





则 集合 ACY 是 开 的 . 
如 果 定 义 为 
V\A={vEV:v¢gA} (1.188) 
的 V\A 中 的 元 素 是 开 的 , 那么 集合 ACV 是 闭 的 . 
给 定子 集 4A C 8 CY, WR A 是 BAY 中 的 某 些 开 或 闭 的 集合 的 交集 , 那么 我 们 可 以 
相应 地 定义 A 相对 于 8 是 开 或 闭 的 . 等 价 地 ， 如果 对 于 每 一 个 uce A, 存在 s > 0 使 得 


{veB:lu—vl<e} CA, (1.189) 
那么 A 相对 于 8 是 开 的 , 并 且 如 果 B\A 相对 于 B 是 开 的 , 那么 4 相对 于 B 是 闭 的 . 
对 于 子 集 A C B85 Cy, 我 们 可 以 定义 4 相对 于 B 的 闭 包 JWE ACCCBAIC 相对 


于 B 是 闭 的 这 两 个 条 件 的 所 有 子 集 C 的 交集 . 换 句 话说 , 这 是 包含 4 的 最 小 集合 且 相 对 于 
B 是 闭 的 . 如 果 .4 相对 于 B 的 闭 包 是 BAR, 那么 称 集合 4 是 在 B 中 稠密 的 . 
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1.2.1.2 ”连续 函数 


S 了 :A 一 W 为 一 个 定义 在 某 些 子 集 ACV 上 的 函数 . 对 于 任意 网 量 ve A, WRF 
面 的 说 法 成 立 , 那么 函数 f 称 为 在 u 上 连续 : 对 于 每 一 个 。 > 0 存在 6 > 0 使 得 


I f(v) — flu)|| < e (1.190) 


对 于 所 有 满足 |u- vll < s 的 ve ARRIE. 如 果 f 在 每 一 个 4 中 的 向 量 上 都 是 连续 的 , 那 
么 我 们 可 以 说 f 是 在 A 上 连续 的 . 
对 于 定义 在 某 些 子 集 ACV 上 的 函数 f :A 一 W, 集合 BC W 的 前 像 定义 为 


f (8)= {ue A: f(u)e B}. (1.191) 


当日 仅 当 w 中 每 一 个 开 集 的 前 像 相 对 于 A 都 是 开 的 时 候 , 这 样 的 函数 f 在 A 上 是 连续 的 . 
等 价 地 ,， 当 且 仅 当 W 中 每 一 个 闭 集 的 前 像 相 对 于 A 都 是 闭 的 时 候 , f 在 A 上 是 连续 的 . 
对 于 一 个 正 实 数 x， 定义 在 子 集 4 Cc yy 上 的 函数 f: A 一 W 被 称 为 k-Lipschitz % HK, 
如 果 
f(u) — fF) < sllu mw (1.192) 


对 于 所 有 的 u,v eA 都 成 立 . 每 一 个 k-Lipschitz 函数 都 必须 是 连续 的 . 
1.2.1.3 Re 


如 果 .A 中 的 每 一 个 序列 都 有 收敛 到 向 量 ve A 的 子 序列 , 那么 集合 ACV 是 紧 的 . 由 
于 我 们 假设 V 是 有 限 维 的 , 所 以 当 且 仅 当 集合 4 是 闭 的 且 有 界 时 集合 ACV 是 紧 的 一 一 这 
一 事实 称 为 Heine-Borel 定理 . 

在 本 书 中 特别 值得 注意 的 两 个 关于 连续 函数 和 紧 集 的 性 质 如 下 : 

1. WR A 是 紧 的 且 :4 一 及 在 .4 上 连续 , 那么 了 在 A 上 可 以 取得 其 最 大 值 和 最 小 值 . 
2. 如 果 A CV 是 紧 的 且 1 :VV 一 W 在 4 上 连续 , 那么 


f(A) ={f(u) : we A} (1.193) 


也 是 紧 的 . 换 句 话说 , 连续 函数 总 是 将 紧 集 映射 到 紧 集 上 . 
1.2.1.4 多 元 实 函 数 的 微分 


在 本 书 的 后 面 我 们 会 用 到 基本 的 微分 计算 , 在 这 些 情况 下 我 们 只 需 考虑 实 值 的 函数 . 
假设 n 是 一 个 正 整 数 ，f : R" 一 及 是 一 个 函数 且 we R” 是 一 个 向 量 . 在 偏 微分 


f(ut aex) — f(u) 


Q 


存在 且 对 于 每 个 ke {1,… ,n} 都 是 有 限 的 这 一 假设 下 , 我 们 可 以 定义 六 对 u 的 梯度 向 量 为 


ðr f (u) = lim (1.194) 


V f(u) = (Or f (u), iiit Onf (u))- (1.195) 
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函数 f: R 一 RKE ve BR" 是 可 微 的 ， 其 条 件 是 存在 一 个 有 着 下 面 性 质 的 向 量 
v ER”: SFR" 中 癌 量 的 每 一 个 收敛 到 0 的 序列 (w, w) RITS 
jm [Et we) — flu) — tw, we) 
k—00 | wee || 
(此 处 | 表示 欧 几 里 得 范 数 ). 在 这 种 情况 下 v 必须 是 唯一 的 , 并 且 v= (Df)(w). 如 果 f 对 
u 是 可 微 的 ,那么 有 


=0 (1.196) 


(Df)(u) = V f(u) (1.197) 
成 立 ， 可 能 有 时 梯度 向 量 Vf(w) 是 关于 同 量 u 定义 的 且 f 是 不 可 微 的 , 但 如 果 函 数 u 让 
Vi(u) X u 是 连续 的 , 那么 f 必定 对 u 是 可 微 的 . 
WRA f: R” 一 R 既 可 微 又 是 k-Lipschitz MW, 那么 对 于 所 有 的 u c Re 且 对 于 表示 
欧 几 里 得 范 数 的 ||-||, 一 定 有 
IVf(wl sx (1.198) 
AMAT. 
最 后 , 假设 gi,:… ,gn :及 一 及 是 对 实数 a c R 可 微 的 函数 且 f: R 一 R 是 对 向 量 
(9gi(a)，… ,gn(Q)) 可 微 的 函数 . 微分 的 链 式 法 则 说 明定 义 为 


h(B) = 9) ,9gn(D)) (1.199) 
NMA A: ROR Xf a 是 可 微 的 ,其 微分 由 
h'(a) = (VF (g(a), ,gn(o)), (91(a) + ,gn (0))) (1.200) 
给 出 . 
1.2.1.5 网 


S 7 为 一 个 实 或 复 向 量 空 间 ， ACV 为 的 一 个 子 集 , .|| 为 了 上 的 一 个 范 数 , 并且 
e > 0 为 一 个 正 实 数 . 如 果 对 于 每 一 个 向 量 ve A, 存在 向 量 ve N 使 得 |lu—vl| <e BA 
HERAN CV 是 关于 A 的 e- 网 . WRN 是 有 限 的 且 A 的 e- 网 包含 至 少 |N| 个 向 量 ， 
那么 关于 A 的 e- WN 是 最 小 的 . 

下 面 的 定理 给 出 了 一 个 关于 复 欧 几 里 得 空间 中 的 单位 球 


B(X)= {uex :|ull<1} (1.201) 


的 关于 欧 几 里 得 范 数 的 最 小 e- 网 中 元 素数 量 的 上 界 . 
定理 1.8 (Pisier) A X A—An 维 复 欧 几 里 得 空间 且 使 = > 0 为 一 个 正 实数 . 关于 X 
上 的 欧 几 里 得 范 数 ， 存 在 一 个 关于 单位 球 B(X) 的 e- WN CBX) 使 得 


9 2n 
I} < (1+2) (1.202) 


RIF HFK a 31 


对 该 定理 的 证 明 不 需要 很 复杂 的 构建 . 我 们 可 以 取 N 为 从 单位 球 中 选取 的 对 于 所 有 的 
u,v EN (XF u £v) Ë |u- v] > c: 成立 的 辣 量 的 任意 最 大 集合 . 这 样 的 集合 对 于 B(X) 必 
然 是 一 个 e- W, 并 且 |W| 上 的 边界 可 以 通过 将 B(x) 的 体积 与 围绕 着 NV 中 的 向 量 的 s/2 球 
的 并 集 的 体积 相对 比 得 到 . 


1.2.1.6 Borel 集合 和 Borel 函数 


AL)" A CV All BOC W 将 分 别 表示 有 限 维 实 或 复 回 量 空间 7 和 W 的 固定 子 集 . 如 
果 下 面 归纳 定义 的 性 质 中 的 一 个 或 多 个 成 立 , 那么 称 集合 C C A 是 A 的 一 个 Borel 子 集 : 
1. C 相对 于 A 是 一 个 开 集 . 
2. C Æ AW Borel 子 集 的 元 素 . 
3. 对 于 A 的 Borel 子 集 的 一 个 可 数 集 {C1, C2,…},， AC 等 于 并 集 


c= | |e. (1.203) 
k=] 


A 的 所 有 Borel 子 集 的 集合 可 以 表示 为 Borel(A). 

如 果 对 于 所 有 的 C E Borel(B) 都 有 广 !(C) € Borel(A), 那么 f :A 一 B 是 一 个 Borel 函 
数 . 也 就 是 说 , Borel 函数 是 使 每 一 个 Borel 子 集 的 前 像 也 是 Borel 子 集 的 函数 . WR f 是 一 
个 连续 函数 , 那么 f 也 必然 是 一 个 Borel 函数 . Borel 函数 的 另 一 个 重要 类 型 是 对 于 任意 的 
ve B, 形式 为 


ftu) = xe(u) v (1.204) 
的 任意 函数 , 其 中 
l uec 
xc(u) = | (1.205) 
0 w¢C 


为 Borel FÆ C € Borel(A) 的 特征 函数 . 
所 有 Borel 函数 f : A 一 B 的 集合 有 着 各 种 闭 包 性 质 , 包括 : 
1. WR B 是 一 个 向 量 空间 , f,g : A 一 B 是 Borel 函数 , Ha 是 一 个 标量 ( 实 或 复 的 , 取决 
于 B 是 实 或 复 的 向 量 空间 ), 那么 函数 af 和 f +g 也 是 Borel 函数 . 
2. WR B Æ LZ) 的 一 个 子 代数 , 其 中 Z 为 一 个 实 或 复 欧 儿 里 得 空间 , H f,g: A 一 8 为 
Borel RIAL, 那么 对 于 所 有 的 ve.4, 由 


h(u) = f(u)g(u) (1.206) 


Are MAN Ph: A 一 8 也 是 一 个 Borel 函数 (这 包含 了 特殊 情况 fg: A> RA 
fig: AC). 


1.2.1.7 Borel 集 上 的 测度 
定义 在 Borel(A) 上 的 一 个 Borel 测度 (或 简称 一 个 测度 ) 是 函数 


u : Borel(.A) — [0, oo], (1.207) 
它 有 看 两 个 性 质 : 
1. p(s) = 0. 
2. 对 于 A 的 成 对 Borel 不 相交 子 集 的 任意 可 数 集合 {C1, C2, } C Borel(A), A 
„(Ü c) = 》 (Cx) (1.208) 
k=1 k=1 
BOX. 


如 果 有 (A) = 1 成立 , 那么 称 定义 在 Borel(A) 上 的 测度 wp 为 规范 的 . 术语 概率 测度 也 
指 规范 测度 . | 
存在 定义 在 Borel(R) 上 的 测度 v, KAHE Borel 测度 了 ， 它 对 于 所 有 使 a <8 的 
a,b Ee 民有 看 性 质 
v([a, b] = B-a. (1.209) 


WR A1,:… ,An 是 有 限 维 实 或 复 向 量 空间 的 (并 不 必须 相等 的 ) TR, H 
lik : Borel( Ak) 一 [0, co] (1.210) 
是 关于 每 个 ke {1,--- ,n} 的 测度 , 那么 有 一 个 唯一 定义 的 积 测度 
Hi X +++ X Hn : Borel(A, x --+ x An) — [0, 00] (1.291) 
使 
(u1 X +++ X fn)(Bi x +++ x Bn) = p(B1) Hn(Bn) (1.212) 
对 于 所 有 的 By € Borel(.A1),… , Bn € Borel( An) 成 立 . 
1.2.1.8 Borel 函数 的 积 


对 于 某 些 (但 并 非 所 有 ) Borel 函数 f: A 一 B， 以 及 形式 是 u: Borel(A) 一 [0,00] 的 
Borel 测度 u, 我们 可 以 定义 积分 
| rant), (1.213) 


它 在 定义 之 始 就 是 B 的 一 个 元 素 . 


O 标准 Borel 测度 在 每 一 个 R 的 Borel 子 集 上 与 著名 的 Lebesgue 测度 相同 . Lebesgue 测度 也 有 关于 R 的 非 
Borel 子 集 的 定义 , 这 使 它 拥 有 一 些 额 外 的 性 质 , 而 这 些 性 质 与 本 书 的 内 容 无 关 . 
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理解 这 种 积分 定义 的 细节 在 本 书 的 上 下 文中 并 不 重要 , 但 是 一 些 读 者 可 能 会 发 现 定义 
的 高 级 概述 有 助 于 将 直观 含义 与 实际 出 现 的 积分 关联 起 来 . 简 而 言 之 , 我 们 定义 了 越 来 越 大 
的 函数 集合 的 积分 意味 着 什么 . 我 们 从 采用 非 负 实数 值 的 函数 开始 , 然后 通过 取 线 性 组 合 前 
WEF [a] ee (或 算 子 ) 函数 上 . 
1. 非 负 简单 函数 . 函数 g: .A 一 [0,cc) 是 一 个 非 负 简 单 函数 , 如果 它 可 以 写作 


g(u) = D Ok Xk (U) (1.214) 
k=ł 


这 一 形式 ， 其 中 包括 一 个 非 负 整 数 m、 离 散 正 实数 a, ,am， 以 及 对 于 Borel 不 交集 
Ci,- ,Cm € Borel(A) 由 


1 ECA 
Xk (u) = | (1.215) 
0 u Z Ck 


所 给 出 的 特征 函数 x1,:… ,x (需要 理解 在 m = 0 时 这 个 求 和 是 空 的 , 这 对 应 于 g 全 部 
A). 

如 果 (Cy) 对 于 每 一 个 ke {1,:… ,m} 都 是 有 限 的 , 那么 形式 为 式 (1.214) 的 非 负 简 
单 函数 g 关于 测度 u: Borel(A) 一 [0,00] 是 可 积 的 , 在 这 一 情况 下 9 关于 的 积分 定义 
为 


fo du(u) = 》 ax u(Cr). (1.216) 
k=1 


这 是 一 个 定义 明确 的 量 , 因为 式 (1.214) 对 于 一 个 给 定 的 简单 函数 g 恰好 是 唯一 的 . 
2. 非 负 Borel BR. 关于 一 个 给 定 测 度 u: Borel(A) 一 [0,0]; 形式 是 小 :4 一 [0,oeo) 的 
Borel 函数 的 积分 定义 为 


| fw du(u) = sup | gC) dulu), (1.217) 


其 中 上 确 界 是 在 所 有 使 glu) < f(u) (对 于 所 有 ve A) 成 立 的 形式 为 g : A 一 [0,o0) 的 非 
负 简 单 函 数 上 选取 的 . WRR (1.217) 中 的 上 确 界 值 是 有 限 的 , 那么 我 们 称 f 是 可 积 的 . 
3. 实 和 复 Borel 函数 . 如 果 存 在 可 积 Borel 函数 fo, fi: A — [0,00) 使 得 g= fo— fi» ABA 
Borel 函数 g : A 一 R 关于 测度 pw: Borel(A) 一 [0,00] 是 可 积 的 , 在 这 种 情况 下 g 关于 
的 积分 定义 为 
| oant) = | foto antu) = | CW) dutu). (1.218) 
相似 地 ， 如 果 存 在 可 积 Borel 函数 go,g1 : A 一 R 使 得 h = go 十 igy， 则 Borel 函数 
h: A> C 关于 测度 u: Borel(A) 一 [0,00] 是 可 积 的 , 在 这 种 情况 下 h 关于 u 的 积分 定 
义 为 
| re) antu) = | gotu) antu) + i | gto) dn. (1.219) 
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4. 任意 Borel BR. MRA TARAS) W 使 得 8 Ccw, FEW 的 一 个 基 
{wi,-::,Wm}, UR RRA g1,- ,gm :4 一 及 或 9 ,gm :A 一 C (MRF W 是 一 
个 实 辐 量 空间 还 是 复 同 量 空间 ) 使 得 | 


f(u) = 》 ge(u)we. (1.220) 
Al 


则 任意 Borel 函数 f: 4 一 B 关于 给 定 测度 u: Borel(A) 一 [0, co] 是 可 积 的 . 在 这 种 情况 
F, f 关于 /的 积分 定义 为 


| fan) = > | | wa 70 we. (1.221) 


k=} 


上 述 第 3、4 项 会 导 问 可 积 函 数 唯 一 定义 的 积分 , 这 一 事实 并 不 直观 且 需 要 证 明 . 

下 面 我 们 将 挑选 出 一 些 关 于 以 这 种 方式 定义 的 积分 的 性 质 和 约定 ， 目 标 都 是 满足 本 书 
的 特定 需要 . 
1, 线性 . 对 于 可 积 函 数 f Ag, 以 及 标量 值 a 和 8, 我 们 有 


[lart + Bg(u)) du(u) = a | f(u) du(u) + 8 | g(u) du(u). (1.222) 


2. 上 默认 的 标准 Borel 测度 . 在 本 书 中 , 4 fs: RR 是 一 个 可 积 函 数 且 v 表示 R 上 的 标准 
Borel 测度 时 , 我 们 将 采用 简化 符号 


| ra da = | ro) dv(a). (1.223) 


事实 上 , 在 f 是 一 个 使 广泛 研究 的 Riemann 积分 被 定义 的 可 积 函 数 时 ，Riemann 积分 将 
与 前 面 对 标 准 Borel 测度 所 定义 的 积分 一 致 一 一 所 以 这 一 简化 不 可 能 导致 混 消 与 歧义 . 
3. 子 集 上 的 积分 . 对 于 一 个 可 积 函 数 f: A BAI—* Borel FE C € Borel(A), 我 们 定义 


| fw du(u) = | sexe du(u), (1.224) 


C 


其 中 xc 是 C 的 特征 函数 . 符号 


| fla)da= | f(a)da (1.225) 
B [5,7] 


也 在 f Mf: R-BA Bye RM B <7 的 情况 下 使 用 . 

4. 积分 顺序 . 假设 Ao C Vos Al CV, AB CW 是 有 限 维 实 或 复 向 量 空间 的 子 集 , 为 简便 起 
见 , 我 们 假设 Vo AV, 都 是 实 的 或 复 的 . 如 果 uo: Borel(.40) 一 [0, 00] 和 ji : Borel( A1) 一 
[0, 00] 是 Borel WE, f : Ao x Ar 一 B 是 一 个 Borel 函数 , A f 关于 积 测 度 wo x wr 是 
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可 积 的 , 那么 (根据 Fubini 定理 ) 有 
[rev dyio(u) Jama (o) = | Fo) d(uo x ja) (u,v) 


[([ su v) da int 


(1.226) 


成 立 . 
1.2.1.9 DE., SMa 
令 y 为 实数 或 复数 上 的 向 量 空间 . 如 果 对 于 所 有 问 量 u,v  C 和 标量 Xe [0,1], 有 
Au+(1—A)vEC (1.227) 
成 立 , 那么 7 WFR C 是 凸 的 . 直觉 上 来 说 , 这 意味 着 对 于 C 的 任意 两 个 独立 元 素 信 和 v, 
终点 是 和 v 的 线段 完全 处 于 C 内 . 凸 集中 的 任意 集合 的 交集 也 是 凸 的 . 


wR VA WwW 是 向 量 空间 , 它们 或 者 都 在 实数 上 或 者 都 在 复数 上 , A ACV A BCW 
是 凸 集 , 那么 集合 


{u@Bv:uEA, ve B}CVawWw (1.228) 
也 是 凸 的 . 此 外 , 如 果 4 e L(V,W) 是 一 个 算 子 , 那么 集合 
{Au :ue AEW (1.229) 


也 是 凸 的 . 
如 果 对 于 选 定 的 所 有 uc kK AM ASO. A Aue K 成立 ,那么 集合 CV 是 一 个 锥 . 由 
集合 A Cy 所 生成 的 锥 定义 为 


cone(A) = {Au : u € A, À > 0}. (1.230) 


如 果 A 是 一 个 不 包含 0 的 紧 集 , 那么 cone(A) 必然 是 一 个 闭 集 . 凸 锥 就 是 一 个 凸 的 锥 . H 
仅 当 锥 K 在 加 法 下 是 闭 的 时 , 它 是 凸 的 , 这 意味 着 utv eck 对 于 所 有 u,v eK 都 成 立 . 
eH CCV 上 的 函数 f:C> REA ak, MRASH 


f(Au+ (1 — àw) < Af (u) + (1 — à) f(v) (1.231) 


对 于 所 有 的 u,v eC A Ac [0,1] 都 成 立 . 定义 在 凸 集 C C V 上 的 函数 f :C 一 及 是 一 个 中 
点 廿 函数 ， 如 果 不 等 式 
(A) < fet Fo) 

对 于 所 有 的 u,v eC 都 成 立 . 每 一 个 连续 的 中 点 凸 函数 都 是 凸 的 . 

如 果 -f 是 凸 的 , 那么 定义 在 凸 集 CCV 上 的 函数 f :C 一 到 是 一 个 止 函 数 . 等 价 地 ， 
如 果 不 等 式 (1.231) 的 道 向 对 于 所 有 的 u,v eC A A € [0,1] 都 成 立 , 那么 f 是 目的 . 相似 地 ， 
如 果 -f 是 一 个 中 点 凸 函 数 , MWA ENEE CCV 上 的 函数 Sf: CR Ær AM DK, 
此 每 一 个 连续 的 中 点 四 函数 都 是 四 的 . 


(1.232) 
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1.2.1.10 QB 
对 于 任意 字母 表 DS. 如 果 pla) > 0 对 于 所 有 的 acd 和 


> pla) =i (1.233) 


aed 
都 成 立 , 则 向 量 pe 了 2 称 为 概率 向 量 . 所 有 这 样 的 向 量 的 集合 表示 为 P(D). 
对 于 任意 向 量 空间 V AMER TRACY. A 中 辐 量 的 凸 组 合 是 形式 为 


>》 pla)ua (1.234) 


aed 
的 任意 表达 式 , 这 一 表达 式 是 对 于 选 定 的 某 些 字母 表 L RK pe P(E) 以 及 集合 4 中 
问 量 的 集合 
{ua : aEx}CA (1.235) 
而 言 的 . 

一 个 集合 ACV 的 凸 包 可 以 表示 为 conv(4)， 它 是 所 有 包括 A 的 凸 集 的 交集 .集合 
conv(A) 等 于 所 有 可 以 写作 A 的 元 素 的 凸 组 合 的 向 量 集 合 (这 即使 在 A 是 无 限 的 情况 下 也 
成 立 ). 一 个 闭 集 A 的 凸 包 conv(.4A) 并 不 需要 它 目 身 也 是 财 的 . 然而 , 如 果 ARAN, 那么 
conv(A) 也 是 紧 的 . 

下 面 的 定理 为 元 素数 量 建立 了 一 个 上 界 ， 在 这 些 元 素 上 我 们 必须 进行 凸 组 合 来 生成 给 
定 集合 凸 包 的 每 一 个 点 . 该 定理 使 用 了 仿 射 子 空间 的 概念 : 如 果 存 在 一 个 维度 是 n 的 仿 射 
FZE W CV 和 一 个 风量 ue V 使 得 


U={utv: ve W}, (1.236) 


那么 集合 U CY Æ V 的 维度 为 n 的 仿 射 子 空间 . 

定理 1.9 (Carathéodory 定理 ) A 为 一 个 实 向 量 空间 且 使 A AV 的 一 个 子 集 ， 此 
外 ， 假 设 4 包含 在 V 的 一 个 维度 为 n 的 仿 射 子 空间 内 . 对 于 A 的 凸 包 内 的 每 一 个 向 量 
v E€ conv( A), Æ m<n+1 EÈ ui,- ,Um € A 使 得 v Econv({ul,… ,Um}). 


1.2.1.11 极点 


如 果 对 于 每 一 个 表达 式 
w = àu + (1 — à)v, (1.237) 


Hp uvec H Ace (0,1), § u=v=w 成立， ME C 内 的 点 w EC 称 为 C 的 一 个 极点 . 
换 句 话说 , 极点 是 C 的 那些 没有 正确 处 于 C 的 两 个 不 同 点 之 间 的 元 素 . 

下 面 的 定理 说 明 每 一 个 在 实数 或 复数 上 的 有 限 维 癌 量 空间 的 凸 且 紧 的 子 集 等 于 它 的 极 
点 的 凸 包 . 

定理 1.10 (Minkowski) 4 了 为 一 个 在 实数 或 复数 上 的 有 限 维 向 量 空间 ， 令 C CT 为 
一 个 紧 且 凸 的 集合 , HEL ACC 为 C 的 极点 集合 . 有 C= 二 conv(A) 成 立 . 
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下 面 我 们 将 给 出 一 些 凸 且 紧 的 集合 的 例子 , 并 对 它们 的 极点 进行 识别 . 
1. 谱 范 数 单位 球 . 对 于 任意 复 欧 儿 里 得 空间 X, RE 


{XEeL(X) : ||X|| <1} (1.238) 


re SA RAWRG. 该 集合 的 极点 是 西 算 子 U(X). 
2. 迹 范 数 单 位 球 . 对 于 任意 复 欧 几 里 得 空间 X, 集合 


{X eL(X) : |X] <1} (1.239) 


是 一 个 凸 且 紧 的 集合 . 该 集合 的 极点 是 形式 为 uv* 的 算 子 , 其 中 u,v eS) 为 单位 问 量 . 
3. 密度 算 子 . 对 于 任意 复 欧 几 里 得 空间 x, 作用 在 x 上 的 密度 算 子 的 集合 D(X) 是 凸 且 紧 
的 . D(X) 的 极点 与 秩 为 1 的 投影 算 子 相同 . 它们 是 形式 为 ww* WAT, 其 中 ue s(a) 
为 单位 向 量 . 
4. 概率 向 量 . 对 于 任意 字母 表 ,概率 向 量 P) 的 集合 是 凸 且 紧 的 . 该 集合 的 极点 是 R? 
的 标准 基 {ea : a € E} 的 元 素 . 


1.2.1.12 ” 超 平面 分 离 定 理 和 最 大 -最 小 定理 


实 哆 几 里 得 空间 中 的 凸 集 有 着 一 个 重要 的 基本 性 质 : 每 一 个 处 在 给 定 实 欧 几 里 得 空间 
中 的 凸 集 外 的 向 量 可 以 通过 一 个 超 平面 将 其 和 那个 凸 集 分 离 . 也 就 是 说 , 如 果 下 面 的 欧 几 里 
得 空间 的 维度 是 n, 那么 存在 一 个 空间 维度 是 n — 1 的 仿 射 子 空间 , 这 一 仿 射 子 空间 会 将 整 
个 空间 分 为 两 个 半空 间 : 一 个 包含 该 凸 集 ， 另 一 个 包含 选 定 的 处 在 该 凸 集 外 的 点 . 下 面 的 定 
理 给 出 了 这 一 事实 的 一 个 特定 公式 . 

定理 1.11 ( 超 平面 分 离 定理 ) AV 为 一 个 卖 殉 见 里 得 空间 , CVAV 的 一 个 闭合 凸 
k, 并且 wu E VY 为 一 个 向 量 且 UC. 存在 一 个 向 量 vwEY 和 一 个 标量 a E 民 使 得 


(v, u) <a < (v, w) (1.240) 


对 于 所 有 的 Ww EC 都 成 立 . 如 果 C 是 一 个 锥 , 那么 我 们 可 以 选择 v 使 得 式 (1.240) 对 于 a = 
RÈ. 

在 量子 信息 理论 中 会 起 到 作用 的 男 外 一 个 关于 凸 集 的 定理 如 下 所 述 . 

定理 1.12 (Sion 最 大 -最 小 定理 ) 令 庆 和 小 为 实 或 复 欧 几 里 得 空间 ,ACX 和 BCY 
ADHEABAEYH, 并 且 f :AxB 一 民 为 一 个 连续 函数 ,使 得 
1. 对 于 所 有 VE B, Fuu) E A 上 是 一 个 凸 函数 . 
2. 对 于 所 有 uE A, ve flu, v) Æ B L-AU HK, 
有 


inf 1.241 
T ad a iii 


1.2.2 ”概率 论 


概率 论 中 的 概念 将 在 本 书 的 大 部 分 内 容 里 起 到 重要 作用 . 在 字母 表 或 其 他 有 限 集 上 的 
概率 分 布 有 着 根本 的 重要 性 , 在 考虑 信息 论 任务 和 设 定 时 它们 会 旦 然而 然 地 出 现 ， 我 们 假 
定 读者 熟悉 关于 包含 有 限 多 个 元 素 的 集合 上 的 分 布 的 基本 概率 论 . 利用 概率 论 的 语言 来 讨论 
Borel 测度 的 性 质 也 很 方便 . 


1.2.2.1 关于 概率 测度 分 布 的 随机 变量 


假设 A 是 有 限 维 实 或 复 向 量 空间 V 的 一 个 子 集 且 H : Borel( A) 一 [0,1] 是 一 个 概率 测 
BE (这 意味 着 u 是 一 个 规范 Borel 测度 ). 关于 分 布 的 随机 变量 X 是 形式 为 


X:A—-R (1.242) 


的 实 值 可 积 Borel 函数 , 它 通常 被 看 作 表示 某 种 随机 过 程 的 结果 . 
对 于 每 一 个 实数 上 的 Borel TÆ BCR, XB 中 取 值 的 概率 定义 为 


Pr(X € B)=p({ue A: X(u) € BS). (1.243) 
为 了 符号 上 的 方便 , 我 们 通常 将 表达 式 写 作 如 
Pr(X >) 和 Pr(|X — Bl Se) (1.244) 
的 形式 , 我 们 可 以 将 其 理解 为 用 Pr(X © B) 相应 地 表示 
B={aeR: a>} 和 Ba{faeR:|a- p>e), (1.245) 


这 一 形式 的 另 一 个 表达 式 可 以 用 一 种 相似 的 方式 进行 解释 
Boole 不 等 式 说 明 ， 对 于 任意 随机 变量 X 和 R 的 任意 Borel TÆ Bi Bas A 


Pr(X € Bi U---UBn) < Pr(X € Bi) +--+ Pr(X € Bn). (1.246) 


一 个 关于 概率 测度 u: Borel(A) 一 [0,1] 分 布 的 随机 变量 X 的 期 望 值 (或 平均 值 ) 定义 
为 


BX) = | xo) dy(w). (1.247) 


如 果 X 是 一 个 取 非 负 实 数值 的 随机 变量 , 那么 有 


E(X) = | Pr(X > \) da (1.248) 
0 
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1.2.2.2 ”离散 分 布 的 随机 变量 
对 于 一 个 给 定 的 字母 表 2 和 概率 向 量 pe P(Z)， 我 们 还 可 以 用 一 种 与 关于 Borel 测量 
分 布 的 随机 变量 相似 的 方式 定义 关于 p 分 布 的 随机 变量 X. 特别 地 ,这 样 的 随机 变量 是 形 
式 为 
X:x—-R (1.249) 


的 函数 ， 并且 对 于 每 一 个 子 集 DT CE, 我 们 可 以 写 出 


Pr(X €T) = > p(a). (1.250) 
aer 
在 这 种 情况 下 X 的 期 望 值 (或 平均 值 ) 是 
E(X) = 》 p(a)X (a). (1.251) 


aed 


在 某 种 意义 上 , 对 于 关于 形式 是 pe P(E) 的 概率 问 量 分 布 的 随机 变量 , 我 们 并 不 需要 
认为 它们 与 关于 Borel 概率 测度 分 布 的 随机 变量 有 根本 的 不 同 . 事实 上 , 对 于 茶 些 选 定 的 正 
整数 n, 我 们 可 以 考虑 集合 

{1,--- n} C R, (1.252) 


并 且 观 察 到 每 一 个 {1,…… ,n} 的 子 集 都 是 该 集合 的 一 个 Borel TÆ. Borel 概率 测度 
u : Borel({1,+-- ,n}) — [0, 1] (1.253) 


恰恰 与 所 有 概率 向 量 pe P({1,… ,n}) 的 集合 一 致 , 这 可 以 通过 对 于 每 一 个 B C {1, ,n} 
和 we {le ,n} 的 等 式 


u(B) = Dat) 和 pla) = w({e}) (1.254) 


看 出 . 
因此 , 通过 将 一 个 任意 的 字母 表 D 与 集合 {1,… ,J 联系 起 来 , 我 们 发 现 关 于 概率 向 
量 pe P(D) 分 布 的 随机 变量 是 由 关于 Borel 炉 率 测度 分 布 的 随机 变量 所 表示 的 . 


1.2.2.3 ”向 量 值 随机 变量 和 算 子 值 随机 变量 


有 些 时 候 定义 取向 量 或 算 子 值 的 随机 变量 , 而 非 实数 值 随机 变量 会 很 方便 . 这 种 随机 变 
量 在 本 书 中 将 总 会 用 普通 随机 变量 (例如 取 实 值 的 随机 变量 ) 明确 指定 . 例如 , 给 定 随机 变 


(X4,° aia Xn) E R” 和 (X1 + iY}, sets ME a -二 Ea) E C”. (1.255) 


我 们 应 该 把 术语 随机 变量 的 默认 含义 理解 为 实 值 的 随机 变量 ,而 术语 向 量 值 随机 变量 或 算 
子 值 随机 变量 指 用 刚才 描述 的 方法 获得 的 随机 变量 . 
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1.2.2.4 独立 与 同 分 布 随机 变量 


如 果 
Pr((X,Y) € Ax B) =Pr(X € .A)Pr(Y € B) (1.256) 


对 于 每 一 个 Borel TÆ A,B CR 都 成 立 , 那么 称 两 个 随机 变量 X AY 是 独立 的 , 并 且 如 果 
Pr(X € A) = Pr(Y € A) (1.257) 


对 于 每 一 个 Borel 子 集 ACR 都 成 立 , 那么 称 这 两 个 随机 变量 是 同 分 布 的 . WARE, 这 些 
条 件 并 不 要 求 X 和 Y 是 关于 相同 Borel 测度 定义 的 . 在 这 两 种 情况 下 ,这 些 概 念 可 以 用 一 
种 直接 的 方式 扩展 到 两 个 随机 变量 以 上 ， 以 及 问 量 值 随 机 变量 上 . 

假设 A 是 一 个 有 限 维 实 或 复 向 量 空 间 的 子 集 , u: Borel(A) 一 [0,1] 是 一 个 概率 测度 , 并 
上 且 了 :4 一 到 是 一 个 关于 /分 布 的 随机 变量 . 对 于 任 选 的 正 整 数 n, 我 们 可 以 考虑 独立 且 
同 分 布 的 随机 变量 X1,:… Xn 它们 每 一 个 都 以 与 Y 相同 的 方式 分 布 . 对 本 书 的 目标 而 言 ， 
我 们 可 以 假设 这 意味 着 Xi, ,X,, 是 Borel 函数 ,其 形式 为 


Xk $ A” 一 R (1.258) 
并 且 对 于 每 个 k 和 每 个 (wi,… ,wn) E AX 定义 为 
Xk(U1, wae Un) = Y (ux) (1.259) 


且 这 样 做 不 会 损失 普遍 性 . 此 外 , 我 们 认为 每 个 Xi 都 是 关于 在 A” 上 的 n ERWE px x 
分 布 的 . 本 质 上 ,这 一 形式 规范 代表 简单 县 直观 的 概念 : X1,… Xn 是 随机 变量 Y 的 不 相 
AR VM. 


1.2.2.5 “一些 基本 定理 


在 本 书后 面 的 部 分 , 我 们 将 要 用 到 关于 随机 变量 的 二 些 基 本 定理 . 尽管 这 些 定理 对 更 普 
遍 的 随机 变量 的 概念 成 立 , 但 我 们 应 该 认识 到 下 面 的 定理 应 该 应 用 到 关于 Bored 概率 测度 分 
布 的 随机 变量 上 (如 前 面 描述 的 那样 ,将 关于 形式 为 pe P(S) 的 概率 向 量 分 布 的 随机 变量 
作为 一 种 特殊 情况 ). 

本 小 节 将 要 痔 述 的 第 一 个 定理 是 Markov 不 等 式 , 它 为 一 个 非 负 随机 变量 超过 一 个 给 定 
国 值 的 概率 给 出 了 某 些 时 候 较 为 粗糙 的 上 界 . 

定理 1.13 (Markov 不 等 式 ) 令 义 为 一 个 非 负 实数 值 的 随机 变量 ,并且 > 0 为 一 个 


EZX. 有 wie 


Pr(X 2g) < = 





(1.260) 
成 立 . 

下 面 的 定理 称 作 Jensen 不 等 式 , 它 是 关于 一 个 凸 函 数 作 用 在 一 个 随机 变量 上 时 的 期 望 
值 的 定理 . 
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定理 1.14 (Jensen 不 等 式 ) 假设 X 是 一 个 随机 变量 且 fF: R-RA-+ADAK FA 
f(E(X)) < E(f(X)) (1.261) 
两 个 额外 的 定理 一 一 弱 大 数 定律 和 Hoeffding 不 等 式 
量 与 它们 平均 值 的 偏差 确立 了 边界 . 
定理 1.15 ( 弱 大 数 定律 ) 4X 为 一 个 随机 变量 且 a = E(X). 此 外 ,假设 对 于 每 一 个 
正 整数 Tl; Xi Pees =n An 是 与 X 同 分 布 的 独立 随机 变量 . 对 于 每 一 个 正 实 数 E> 0, 有 


rn a 
lim pr( |= - 


为 一 组 独立 且 同 分 布 的 随机 变 








a| > e) =0 (1.262) 





定理 1.16 (Hoeffding PEA) 4 X,---, Xn 为 独立 且 同 分 布 的 随机 变量 ， 其 取 值 范 
AA [0,1] 之 内 且 平 均值 为 a. 对 于 每 一 个 正 实 数 E>0, 有 
Pr( 
成 立 . 


1.2.2.6 Gauss 测度 和 正 态 分 布 随 机 变量 
在 及 上 的 标准 Gauss 测度 是 Borel 概率 测度 


Xit +Xn 
n 








一 Q| 2 e) < 2 exp(—2ne”) (1.263) 


7 : Borel(R) 一 |0, 1]. (1.264) 
对 于 每 一 个 A € Borel(R), 它 被 定义 为 
1 a? 
(A) = Ja |? (-5) da, (1.265) 


其 中 积分 是 关于 R 上 的 标准 Borel 测度 选取 的 . 这 是 一 个 定义 明确 的 测度 , 通过 观察 函数 


1 2 
—=exp(-—) acA 


are) yar (1.266) 
0 其 他 
对 于 每 一 个 Borel 子 集 ACR 都 是 可 积 Borel 函数 获得 , 并 且 从 Gauss 积分 
| ep(- 护 】 = (1.267) 


可 以 看 出 它 是 一 个 概率 测度 . 

如 果 Pr(X € A) = (A) 对 于 每 一 个 4 € Borel(R) 都 成 立 ， 那么 随机 变量 X 是 一 个 
标准 正 态 随机 变量 . 这 等 价 于 X 与 关于 标准 R 上 的 标准 Gauss 测度 y 分 布 的 随机 变量 
Y(a) =a 是 同 分 布 的 . 

下 面 的 积分 有 许多 相似 的 种 类 , 在 分 析 标 准 正 态 随机 变量 时 很 有 用 . 


1. 对 于 每 一 个 正 实数 A> 0 和 每 一 个 实数 GER, A 





一 Xaz da wif eee 
| el- Q + Ba) Q& 一 Tep E) (1.268) 
成 立 . 
2. 对 于 每 一 个 正 整 数 n, 有 
~、 23r( 十 *) 
| a” dy(a) = + (1.269) 
0 
成 立 , HFP T- 函数 可 以 定义 在 下 面 的 正 半 整 数 点 上 : 
VT m= 0 
(于 >] ss m=1 (1.270) 
m-1 r( 77) ms 
2 2 f 
3. 对 于 每 一 个 正 实数 A> 0 和 每 一 对 实数 bo, bı ER (bo < fi), 有 
By 
| a exp(—Aa”) da = = exp (8) 一 x exp( 一 Xi ). (1.271) 


Bo 
通过 目 然 的 解释 exp( 一 00) = 0 可 知 这 一 公式 对 bo 和 的 无 限 值 也 成 立 . 
对 于 每 一 个 正 整数 n, R” 上 的 标准 Gauss 测度 是 通过 取 y 的 n 重 积 测度 及 其 本 身 获 得 
的 Borel 概率 测度 
‘Yn : Borel(R”) — [0, 1]. (1.272) 
等 价 地 ， 
lul]? 


m( = 3 bes UE dvn(u), (1.273) 


其 中 mn 表示 与 其 自身 的 标准 Borel 测度 v 的 n 重 积 测度 ， 且 范 数 是 欧 几 里 得 范 数 . 
对 于 每 一 个 Borel 集 AC R” 和 每 一 个 正 交 算 子 U c L(R?")， 即 满足 UUT = 1 的 算 

T, R” 上 的 标准 高 斯 测量 在 正 交 变换 (包括 旋转 ) 下 是 不 变 的 : 

Yn(UA) = Yn(A). (1.274) 
因此 ， 对 于 独立 标准 正 态 随机 变量 Xi, Xn 向量 值 随 机 变量 (X1,… Xn) 与 对 于 每 个 
ke {1,---,n} 通过 

Ye = $ U(K, 9) X; (1.275) 

了 

定义 的 向 量 值 随机 变量 (Yi,… , Yn) 是 同 分 布 的 , 其 中 U € L(R") 为 任意 正 交 算 子 . 由 于 这 


个 事实 ， 如 果 标 准 Gauss 测度 投影 到 了 一 个 子 空间 上 , 那么 它 便 等 价 于 该 子 空间 上 的 标准 
Gauss 测度 . 
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命题 1.17 Amn ABR m< n EX, FHV c LR”, R”) 满足 V'V =1. 
对 于 每 一 个 Borel ACR”, 我 们 有 


yml A) =m({u E R” : Vive A}). (1.276) 


从 这 一 命题 我 们 可 以 得 出 , R" 的 任意 适当 子 空间 V 的 标准 Gauss 测度 (V) BAS. 
最 后 , 对 于 独立 标准 正 态 随机 变量 Xi1,…. Xn 我们 可 以 定义 一 个 随机 变量 


Y qi KP 4 op KB, (1.277) 


Y 的 分 布 称 为 Ah. Y 的 平均 值 有 如 下 解析 表达 式 : 





Jar m+ 
= "E (1.278) 
(5) 
从 这 一 表达 式 可 以 证 明 
RIY) = uym (1.279) 


其 中 (wi1,v2,…) 是 一 个 严格 递增 的 序列 ,其 起 始 为 


2 VT [8 
nays, mai Meee 全 (1.280) 


FF AE n 趋 近 于 无 穷 这 一 极限 下 收敛 到 1. 
1.2.3 EM 

半 定 规划 的 范例 在 量子 信息 理论 中 的 分 析 和 计算 上 都 有 着 大 量 的 应 用 .本 节 闸 述 半 定 
规划 的 公式 , 这 一 公式 迎合 了 半 定 规划 在 本 书 中 可 以 找到 的 (主要 是 分 析 的 ) 应 用 . 
1.2.3.1 ” 半 定 规划 的 相关 定义 

SX 站 为 复 欧 几 里 得 空间 , 令 e T, Yy) 为 一 个 保 Hermite 映射 ,并且 A < 
Herm(%) 和 B € Herm(Y) A Hermite 算 子 . 半 定 规划 是 一 个 三 元 组 (P, A, B) 下 面 的 这 对 
优化 问题 与 其 相关 联 : 


原始 问题 对 偶 问题 
最 大 化 : (A,X) 最 小 化 : (BY) 
条 件 : ©(X)=B, 条 件 : ©*(Y) > A, 
X € Pos(&). Y € Herm()). 


有 了 这 些 问题 , 我们 定义 (P, A, B) 的 原始 可 行 集 A 和 对 偶 可 行 集 BWF: 


A= {X € Pos(¥) : (X) = B}, 


(1.281) 
B= {Y € Herm()) : ®*(Y) > A}. 


相应 地 , 算 子 Xe A 和 Ye B 也 称 为 原始 可 行 的 和 对 偶 可 行 的 . 

从 Herm( X) 到 R 的 函数 X > (A,X) Æ (B, 4,B) 的 原始 目标 函数 ,而 从 Herm(Y) 到 
R 的 函数 了 > (BY) 是 (6, A, B) 的 对 偶 目标 函数 . 与 原始 问题 和 对 偶 问 题 相 关 的 最 优 值 
相应 地 定义 为 


a=sup{(A,X):xXeA} 和 B=inf{(B,Y): Y eB} (1.282) 


(如 果 A= Ø R B = Ø, 那么 我 们 相应 地 定义 a= 一 oo Al 8 = ov). 
1.2.3.2 EMRE 


半 定 规划 与 对 偶 性 这 一 概念 相关 联 , 这 是 指 原始 问题 与 对 偶 问 题 之 间 的 特殊 关系 . 

对 所 有 半 定 规划 都 成 立 的 弱 对 偶 性 的 性 质 是 ,原始 最 优 永远 不 会 超过 对 偶 最 优 . H E a 
洁 的 术语 来 说 , 必然 有 a <p 成立. 这 说 明 每 一 个 对 偶 可 行 算 子 Ye B 都 为 在 所 有 选择 的 原 
始 可 行 算 子 X c A 上 可 以 获得 的 值 (A,X) 上 的 (BY) 提供 了 上 界 . 同样 地 , 每 一 个 Xe A 
都 为 在 所 有 选择 的 对 偶 可 行 算 子 Y e 上 可 以 获得 的 值 (B,Y) 上 的 (A,X) 提供 了 下 界 . 

半 定 规划 (更 , A, B) 的 原始 最 优 和 对 偶 最 优 并 不 总 是 相同 的 , 但 是 对 于 许多 应 用 中 目 然 
出 现 的 半 定 规划 问题 ， 原 始 最 优 和 对 偶 最 优 是 相等 的 . 这 一 情况 称 作 强 对 偶 性 . 下 面 的 定理 
给 出 了 保证 强 对 偶 性 成 立 的 一 组 条 件 集 合 . 

定理 1.18 (Slater 半 定 规划 定理 ) AX fe VY ARKILEREW, ET, Y) 为 一 个 
保 Hermite 映射 , 并 且 A € Herm(’) f B € Herm(V) A Hermite #F. + A Bia fe BK 
于 半 定 规划 (©,A,B) 定义 如 上 ,， 则 我 们 有 下 面 两 个 结论 : 
1. 如果 a 是 有 限 的 且 存 在 一 个 Hermite 算 子 YE Herm()) 447 O*(Y) > A, 那么 a=, 

此 外 存在 一 个 原始 可 行 工 子 XEeJ4 使 得 (A,X) =a. 
2. 如 果 了 是 有 限 的 并 且 存 在 一 个 正定 算 子 X EPAX) 使 得 O(X) = B, 那么 a = 8， 此 外 
存在 一 个 对 偶 可 行 算 子 Y € B 使 得 (B,Y)= 8. 

在 最 优 的 原始 值 和 对 侦 值 相等 并 且 它 们 都 是 关于 选 定 的 某 些 可 行 算 子 获得 的 情况 下 , 一 
个 在 这 些 算 子 间 称 为 互补 松弛 性 的 简单 关系 一 定 成 立 . 

命题 1.19 ( 半 定 规划 的 互补 松弛 性 ) AX fy AARLE], ET, Yy) 为 一 
Atk Hermite 映射 并 且 A € Herm(&) 和 B € Herm(Y) 为 Hermite 算 子 . 令 A4 和 BB 为 
与 半 定 规划 (P, A, B) 相关 的 原始 可 行 集 和 对 偶 可 行 集 ， 并且 假设 XC APY CBARR 
(A,X) =(B,Y) HHT. 有 

b*(Y)X = AX (1.283) 


成 立 . 
1.2.3.3 ” 半 定 规划 的 简单 形式 及 其 另外 的 表达 式 


半 定 规划 通常 会 以 一 种 某 种 程度 上 相 比 对 于 三 元 组 (®, A, B) 的 详 述 不 那么 正式 的 方式 
展现 , 其 中 p ET, V) 为 一 个 保 Hermite PRAY A. A € Herm(%) 和 Be Herm(Y) A Hermite 


算 子 . 原始 和 对 偶 问 题 经 常 以 一 种 简单 的 形式 被 直接 陈述 出 来 , 并 且 有 时 需要 读者 自己 来 规 
定 对 应 于 该 简化 问题 陈述 的 三 元 组 (®, A, B). 

下 面 是 半 定 规划 的 两 个 例子 ,这 两 种 情况 都 包含 了 它们 的 正式 详 述 与 简化 形式 . 

例 1.20 ( 迹 范 数 的 半 定 规划 ) S 二 和 2) 为 复 欧 几 里 得 空间 且 使 K eL, YV) 为 任意 
算 子 . 对 于 所 有 的 X Ce L(Y’) 和 YeL(y), 定义 保 Hermite 映射 6 e T(V) 为 


下 一 (1.284) 
= Y o ¥ 
其 中 的 点 表示 LX, V) Al L(Y, X) 被 有 效 归 和 零 的 元 素 . 映射 更 是 自 伴 的 : OF = GB. 此 外 定 
M A, B € Herm(¥ 9 V) A 


and? s) 和 人 a (1.285) 
2 \K 0 0 ly 


在 一 些 简 化 之 后 , 半 定 规划 (©, A,B) 的 原始 问题 和 对 偶 问 题 可 以 表述 如 下 : 


原始 问题 对 偶 问 题 
最 大 化 : (K, Z) + >(K", Z* 最 小 化 : = Tr(X) 4 > Tr(Y) 
条 件 : É 7 => 0, 条 件 : (* w) >0 
Z ly -K Y 
Z EL(X,Y). X € Pos(&), 
Y € Pos(y). 


在 || K ||, 这 一 条 件 下 ， 原 始 最 优 条 件 和 对 偶 最 优 条 件 对 于 所 有 K 的 选择 都 相等 (给 定 的 
一 个 奇异 值 分 解 ,我 们 可 以 同时 建立 获得 这 个 值 的 原始 可 行 解 和 对 偶 可 行 解 )， 
表达 这 一 半 定 规划 的 标准 方式 是 只 列 出 上 面 给 出 的 简化 后 的 原始 问题 和 最 优 问题 ， 在 
此 我 们 暗中 指定 了 三 元 组 (®, A, B). 口 
例 1.21 ( 带 不 等 式 约束 的 半 定 规划 ) $ x, yA Z 为 复 欧 几 里 得 空间 , 更 T( 世 ,DJ7) 
Al Y Ee T(X, Z) 为 保 Hermite PRA}, 并 且 A e Herm(X)、 B € Herm(Y) 和 C € Herm(Z) 为 
Hermite 算 子 . 对 于 所 有 的 XeL(X) Al Ze L(Z), 定义 映射 


SeT(X@2,)92) (1.286) 


= = es 5 ) (1.287) 
.加 0 V(X)+2 


(与 前 面 的 例子 相似 , 对 E 的 论证 中 的 点 表示 LX, Z) A LZ, X) 的 任意 三 不 依赖 的 元 素 ). 
= 的 伴随 映射 
eT ez xoz) (1.288) 


= E (ere 9 — 
© Z 0 Z 


给 出 . 
由 映射 指定 的 半 定 规划 的 原始 问题 和 对 偶 问 题 ， 以 及 Hermite 算 子 
f ,| €Herm(4 @ Z) 和 k j € Herm()Y @® Z) (1.290) 
0 0 0 C 
可 以 用 下 面 的 简化 形式 表达 : 
原始 问题 对 偶 问 题 
最 大 化 : (A,X) 最 小 化 : = (B,Y) + (C,Z) 
条 件 : O(X)=B, 条 件 : 再 *(Y) + W*(Z) > A, 
W(X) <C, Y € Herm()), 
X € Pos(&). Z € Pos(Z). 
有 时 考虑 这 种 形式 的 半 定 规划 问题 会 很 方便 . 与 仅 有 等 式 约束 相 比 ,这 种 形式 既 包 含 了 原始 
问题 中 的 等 式 约 束 也 包含 了 其 中 的 不 等 式 约束 . 口 


1.3 ”推荐 参考 资料 


有 许多 教科 书包 含 了 本 章 总 结 的 线性 代数 的 材料 , 例如 Halmos (1978) 以 及 Hoffman 和 
Kunze (1971) 的 两 本 经 典 闭 作 . 对 有 限 维 空间 线性 代数 的 一 些 更 为 现代 的 发 展 感 兴趣 的 读者 
可 以 参考 Axler (1997) 的 书 . Horn 和 Johnson (1985) 以 及 Bhatia (1997) 的 书 也 包含 了 关于 
本 章 中 总 结 的 线性 代数 的 多 数 材料 (它们 还 包含 了 更 多 内 容 , 包括 本 书 随后 章节 中 要 证 明 的 
相关 定理 ), 它们 关注 这 一 主题 的 矩阵 理论 方面 . 

此 外 还 有 许多 主题 是 数学 分 析 的 教材 ， 包括 Rudin (1964) 和 Apostol (1974) 的 经 典 著 
E, 以 及 关注 测度 理论 的 Bartle (1966) 和 Halmos (1974) 的 书 . Rockafellar (1970) 的 书 是 凸 分 
析 的 标准 参考 书 , 而 Feller (1968, 1971) 的 两 卷 本 是 概率 论 的 标准 参考 书 . Wolkowicz Saigal 
和 Vandenberge (2000) 的 著作 讨论 了 半 和 定 规划 . 
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The Theory of Quantum Information 


量 于 信息 基本 概念 





本 章 将 介绍 量子 信息 理论 最 基本 的 对 象 与 概念 , 包括 寄存 器 (register)、 态 (state)、 信道 
(channel) 与 测量 (measurement). 本 章 还 将 研究 它们 的 一 些 基 本 性 质 . 


2.1 寄存 器 与 态 


AWW SABA. 寄存 器 是 一 种 对 可 以 储存 量子 信息 的 物理 设备 的 抽象 ， 而 寄存 天 
的 态 表 示 特 定时 刻 对 该 寄存 器 的 内 容 的 描述 . 


2.1.1 寄存 器 与 经 典 态 的 集合 


寄存 器 实际 上 指 计算 机 中 可 以 储存 并 操纵 有 限 数 据 的 一 种 组 件 . 虽然 这 种 关联 确实 有 助 
于 理解 这 个 概念 , 但 是 读者 应 该 记 住 , 所 有 可 以 储存 有 限 数据 ,并 且 状 态 可 以 随时 间 而 改变 
的 物理 系统 都 可 以 被 当 作 寄存 伏 . 例如 , 寄存 天 可 以 表示 从 发 出 着 到 接收 者 的 一 个 信息 传输 
媒介 . 直觉 上 来 说 , 寄存 器 最 关键 的 性 质 就 是 它 表 示 了 储存 信息 的 物理 对 和 象 , 或 者 说 物理 对 
象 中 储存 信息 的 部 分 . 


2.1.1.1 宵 存 器 的 定义 


下 面 的 寄存 器 的 形式 定义 是 为 了 捕捉 一 个 基本 但 重要 的 概念 : 多 个 寄存 器 合 起 来 可 以 
作为 一 个 寄存 器 处 理 . 为 了 表达 这 个 概念 , 这 里 我 们 自然 地 选择 了 一 种 归纳 性 的 定义 . 

定义 2.1 BEX 是 下 列 两 种 对 象 之 一 : 
1. 一 个 字母 表 E. 
2. 一 个 nn 元 组 X= (Yi ,Yn), RE n AEKR, 而 Y1,… ,Yn ZAFER. 

在 我 们 需要 区 分 它们 的 时 候 , 第 一 类 寄存 器 称 为 单 寄存 器 , 而 第 二 类 寄存 器 称 为 复合 寄 
存 器 . 

对 于 单 寄存 器 X =EL 而 言 , 字母 表 2 代表 该 寄存 器 可 存储 的 所 有 经 典 态 的 集合 . RR 
着 让 我 们 来 说 明 一 下 复合 寄存 器 存储 的 经 典 态 . 正如 我 们 在 定义 中 所 做 的 那样 , 寄存 器 由 黑 
体 的 大 写字 母 表示 , 例如 X.Y 与 Z. 当 需 要 引入 可 变数 量 的 寄存 器 , 或 者 由 于 其 他 原因 和 需 
要 以 某 种 简便 的 方式 命名 时 , 寄存 器 必须 带 有 下 标 , 例如 Xi,:… Xn. 

基于 定义 2.1, 对 于 一 个 给 定 的 寄存 器 ,我 们 可 以 自然 地 为 其 对 应 一 个 树 形 结构 ， 其 中 
每 一 个 叶子 节点 都 对 应 一 个 单 寄 存 器 . 如果 一 个 寄存 器 Y 对 应 的 树 是 X 对 应 的 树 的 子 树 ， 
WEK Y 为 X 的 子 寄存 器 . 
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例 2.2 ”定义 寄存 器 X、Y6gs Yi. Zi. Za 与 Zs MF: 


A= (Yo; Yi), Yo = {1,2,3,A4}, Zi = {0, L}, 
Yı = (Z1, Zo, Z3), Z = {0,1}, (2.1) 
Za = $0,1). 


寄存 器 X 所 对 应 的 树 显示 在 图 2.1 中 , BM Yo. Yi. Zi. Zo. Z3 及 (平凡 地 ) X AG. E 
X 
ý panny 


Z, 


Z, Z; 
图 2.1 例 2.2 中 的 寄存 器 所 对 应 的 树 


2.1.1.2 ”寄存 器 的 经 典 态 集 合 


每 一 个 寄存 器 都 会 对 应 一 个 由 下 列 定义 所 规定 的 经 典 态 集合 . 
定义 2.3 寄存 器 X 的 经 典 态 集合 由 下 式 所 决定 : 
1. X= 是 单 寄存 器 WX 的 经 典 态 集合 就 是 D. 
2. 如 果 久 二 (Yi1,:… ,Yn) 是 复合 寄存 器 , 则 X 的 经 典 态 集合 是 它们 的 笛 卡 儿 积 


per 1 P RE HK Dn (2:2) 


这 里 对 于 每 一 个 kE {1,… ,n}, Tk 代表 寄存 器 Ve 所 对 应 的 经 典 态 集合 . 
寄存 器 的 经 典 态 集合 中 的 元 素 称 为 寄存 器 的 经 典 态 . 

经 典 态 这 个 名 字 来 源 于 对 计算 机 科学 中 “ 态 ” 的 经 典 描 述 . 直觉 上 来 说 ， 可 以 清楚 地 识 
别 寄存 器 的 经 典 态 ， 就 像 单 比特 内 存 组 件 存 储 的 值 0 和 1 一 样 . 注意 , 请 不 要 混 消 经 典 态 与 
态 . 在 本 书 中 , 后 者 将 默认 指 量子 态 而 非 经 典 态 . 

如 果 一 个 寄存 器 的 经 典 态 集合 只 包含 一 个 元 素 , 则 它 是 平凡 的 . 虽然 从 信息 处 理 的 角度 
来 说 , 平凡 寄存 器 是 无 用 的 , 但 是 允许 平凡 寄存 右 的 存在 可 以 给 我 们 市 来 数学 上 的 便利 . 然 
而 , 读者 会 注意 到 , 该 定义 不 适用 于 寄存 器 的 经 典 态 集合 为 空 的 情况 . 这 与 寄存 髓 代表 物理 
系统 的 思想 是 一 致 的 . 虽然 一 个 物理 系统 也 许 只 有 一 个 可 能 的 经 典 态 , 但 是 一 个 没有 任何 态 
的 系统 是 坚 无 意义 的 . 


2.1.1.3 ”经 典 态 的 约 化 
我 们 可 以 找到 一 种 直接 的 方法 使 寄存 器 的 每 一 个 经 典 态 都 唯一 地 确定 其 每 一 个 子 寄 存 
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ar AAS. 更 准确 地 说 , 假设 
X= (Y1; ,Yn) (2.3) 


是 复合 寄存 器 . 将 寄存 器 Yi Yn 的 经 典 态 集合 对 应 地 记 作 Tl,… Tn, 使 得 X 的 经 典 
态 集 合 等 于 E = Ti xs: x In， 对 于 X 的 一 个 给 定 经 典 态 a = (bi; ;bn)， 以 及 每 一 个 
ke{l, ,nn}， 这 确定 了 YY; MAMA br E De. 通过 递归 地 使 用 上 述 定 义 , 我 们 可 以 确定 
X 的 每 一 个 子 寄 存 器 的 唯一 经 典 态 . 
反 过 来 , 每 一 个 寄存 器 的 经 典 态 也 是 由 它 包 含 的 单子 寄存 器 的 经 典 态 所 唯一 确定 的 . 
此 寄存 器 X 的 每 一 个 经 典 态 唯 一 确定 了 所 有 由 其 包含 的 单子 寄存 器 的 子 集 所 构成 的 寄存 器 
的 经 典 态 . 特别 地 ， 如 果 X 有 着 式 (2.3) 的 形式 ， 则 我 们 希望 选择 某 些 索引 1 < hi < …< 
km 入 m， 构 造 一 个 新 寄存 器 
Z = (Yes Yen). (2.4) 


m 


如 果 a = (bi, ,bn) 是 X 在 某 特 定时 刻 的 经 典 态 , 则 Z 所 对 应 的 经 典 态 是 (bk ,bx,,). 
2.1.2 ”寄存 器 的 量子 态 

在 本 书 中 , 我 们 将 会 对 比 概率 态 来 介绍 量子 态 ,并 且 假 设 读者 已 经 对 概率 态 有 所 了 解 . 
2.1.2.1 ”寄存 器 的 概率 态 


寄存 器 X 所 对 应 的 概率 态 代 表 该 寄存 器 上 所 有 经 典 态 的 一 个 概率 分 布 或 随机 混合 . 假 
设 X 的 经 典 态 集合 是 D, 则 X 上 的 一 个 概率 态 与 一 个 概率 癌 量 pe P(X) 对 应 , pla) 的 值 代 
表 特 定 经 典 态 a © D 所 对 应 的 概率 . 通常 我 们 会 将 概率 态 看 作 寄 存 器 所 含 内 容 的 一 种 数学 表 
示 , 或 者 一 种 理论 上 对 某 寄 存 器 特定 时 刻 的 内 容 的 认 知 . 

概率 态 与 量子 态 的 区 别 在 于 ， 概 率 态 是 由 概率 问 量 所 表示 的 ， 而 量子 态 是 由 密度 算 子 
( 见 1.1.2 节 ) 所 表示 的 . 不 同 于 概率 态 ， 量 子 态 并 没有 一 个 清晰 直观 的 意义 . 虽然 尝试 理解 
为 什么 自然 界 在 某 些 状态 下 能 够 被 量子 态 模型 非常 好 地 描述 是 一 个 自然 且 有 趣 的 方向 ， 但 
是 本 书 并 不 会 试图 对 此 加 以 解释 : 在 这 里 ,量子 态 仅仅 被 视 为 一 种 数学 对 象 , 不 包含 任何 其 
他 意义 . 
2.1.2.2 ” 宥 存 器 对 应 的 复 欧 几 里 得 空间 


对 于 用 数学 用 语 讨论 量子 态 , 接 下 来 我 们 介绍 的 术语 会 很 有 帮助 . 

定义 2.4 寄存 器 X 所 对 应 的 复 欧 几 里 得 空间 被 定义 为 CY. REY RX 的 经 典 态 集 
合 . 

给 定 寄存 器 所 对 应 的 复 欧 几 里 得 空间 会 使 用 与 寄存 器 相同 的 符号 标记 ， 但 其 字体 采用 
花 体 ,而 非 黑体 . 例如 , 寄存 器 X 所 对 应 的 复 欧 几 里 得 空间 记 为 t+, 而 寄存 器 Yi,… Yn 所 
对 应 的 复 欧 几 里 得 空间 记 为 Vi, Vn. 

读者 会 注意 到 , 复合 寄存 器 X = (Y1,… ,Yn) 所 对 应 的 复 欧 几 里 得 空间 + 将 由 张 量 积 


X =V 0: -Q Yn (2.5) 
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给 出 . 这 个 事实 源 于 经 典 态 的 定义 ,， 即 X 的 经 典 态 集合 由 了 = Ti x- xT, 所 定义 . 假设 
Yi ,Yn 对 应 的 经 典 态 集合 是 Ti, Pn. 因此 X. 对 应 的 复 欧 几 里 得 空间 是 


X = C? = Cx x = Vi @--- Oh, (2.6) 


这 里 Yy =C,- y, = C7". 
2.1.2.3 ”量子 态 的 定义 


正如 我 们 前 面 介绍 的 , 量子 态 是 由 密度 算 子 所 表示 的 . 为 了 更 准确 地 说 明 这 一 点 , 我 们 
使 用 下 列 定义 . 

定义 2.5 BTS pcD*) 形式 的 密度 算 子 . REX 是 一 个 选 定 的 复 欧 几 里 得 空 
间 . 

当 我 们 说 寄存 器 X 的 量子 态 的 时 候 , 事实 上 是 在 说 p © D(X) 中 的 态 , 这 里 七 是 X 对 
应 的 复 欧 几 里 得 空间 . 在 量子 信息 的 设 定 中 , 态 这 个 词 用 来 指 代 量子 态 , 因为 我 们 默认 在 这 
个 设 定 中 最 重要 的 对 象 是 量子 态 (而 非 经 典 态 与 概率 态 ). 


2.1.2.4 ”量子 态 的 凸 组 合 


对 所 有 复 欧 几 里 得 空间 x 而 言 , 集合 DE) 是 一 个 凸 集 . 这 意味 着 ， 对 于 从 字母 表 工 
中 选择 的 任意 量子 态 
{Pa “QE Ki C D(X) (2.7) 


以 及 一 个 概率 向 量 pe P(T), 它们 的 凸 组 合 


p= >》 p(a)pa (2.8) 


acl 


是 D(X) 中 的 元 素 . A (2.8) 所 定义 的 态 p MAA {pa : a ET} 相对 于 概率 问 量 p 的 混合 . 

假设 寄存 器 X 对 应 的 复 欧 几 里 得 空间 是 X. 则 根据 概率 向 量 pz， 随 机 选择 一 个 a ET, 
然后 将 X 制备 为 态 p。， 这 样 得 到 的 态 即 是 由 式 (2.8) 所 定义 的 态 p. 在 本 书 中 , 这 将 作为 一 
个 公理 存在 . 简明 扼要 地 说 , 我 们 假设 对 量子 态 的 随机 选择 可 以 用 密度 算 子 的 凸 组 合 表 示 . 
2.1.2.5 ”量子 态 的 系 综 

有 限量 子 态 集合 上 的 概率 分 布 这 个 概念 在 量子 信息 理论 中 非常 常见 . 上 述 分 布 可 以 简单 
地 表示 为 满足 

n( Eno) = (2.9) 


的 函数 
n:T — Pos(X). (2.10) 
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这 类 函数 7 称 为 态 的 系 综 . 态 的 系 综 n :TI 一 Pos(¥’) 可 以 理解 为 ,对 每 一 个 元 素 ET, 算 
T nla) 代表 一 个 态 与 该 态 所 对 应 的 概率 : 这 个 概率 是 立 (7(a))， 而 这 个 态 是 


7(a) 
Pa = "Te(n(a)) alle 


(当然 , MS nla) AOW, pa 才 会 被 确定 . 如 果 对 于 茶 个 a, nla) = 0,， 则 我 们 不 需要 特别 指 
E pa 是 什么 密度 算 子 , 因为 它 对 应 的 是 那些 概率 为 零 的 离散 事件 ). 


2.1.2.6 #78 


量子 态 pe D(X) 在 秩 为 1 的 时 候 称 为 纯 态 . 相对 地 , RAE ou © YO 
NS 





p= un", (2.12) 
WW p 是 一 个 纯 态 . 根据 谱 定理 (推论 1.4), 每 一 个 量子 态 都 是 纯 量子 态 的 混合 ,并 且 当 且 仅 
当 态 p © D(X) 是 集合 D(X) 上 的 一 个 极点 时 ; 它 是 纯 的 . 
通常 我 们 用 u TIE uu 来 表示 纯 态 (2.12). 但 是 这 种 简化 会 带 来 一 种 歧义 : 如 果 我 们 讨 
论 两 个 单位 同 量 与 v = au， 且 对 任意 选择 的 a c C 满足 |a| = 1， 则 它们 所 对 应 的 纯 态 
uu* 与 vw* 是 一 样 的 ， 因 为 
voy* = |a| uu* = uu*. (2.13) 
幸运 的 是 ,这 种 简化 一 般 并 不 会 带 来 混乱 . 我 们 要 记 住 , 每 一 个 纯 态 都 对 应 着 一 个 单位 向 量 
的 等 价 类 . 当 且 仅 当 对 于 某 些 |la| =1 的 aeC 有 w= aw 时 单位 癌 量 ww 和 w 等 价 , 因此 这 
个 等 价 类 中 的 所 有 单位 问 量 都 可 以 用 作 该 纯 态 的 表示 . 
2.1.2.7 扁平 态 


一 个 量子 态 ps D(X) 被 称 为 扁平 态 , 意味 着 它 对 一 个 非 零 投影 算 子 I € Proj) 满足 
II 





ri T (2.14) 
我 们 用 符号 w 表示 扁平 态 . 另外 , 我 们 有 时 也 用 符号 
ias iD (2.15) 


表示 那些 与 投影 到 非 零 子 空间 V C 上 的 投影 算 子 成 正比 的 局 平 态 . 局 平 态 的 例子 包括 纯 
态 与 完全 混合 态 
= lx 
Ww = dim(¥) 
其 中 纯 态 对 应 的 I 是 秩 为 1 的 投影 算 子 . 直观 上 , 完全 混合 态 代 表 对 态 完全 没有 认 知 ， 类 
似 于 均匀 概率 态 . 


(2.16) 


2.1.2.8 ”作为 量子 态 处 理 的 经 典 态 与 概率 态 


假设 X 是 一 个 寄存 器 , 而 2 是 X 的 经 典 态 集合 ， 则 X 所 对 应 的 复 欧 几 里 得 空间 为 
X =C. 在 X 对 应 的 态 的 集合 D) 中 , 我 们 可 以 用 下 列 方法 来 简单 表述 可 能 的 经 典 态 : 
对 于 每 一 个 aed, BF Eaa € D(X) 可 以 作为 寄存 器 X 处 于 经 典 态 a 的 一 个 表示 . 通过 这 
种 关联 , 寄存 器 的 概率 态 则 对 应 着 对 角 密 度 算 子 , 其 中 每 一 个 概率 态 pe PE) 都 可 以 由 对 
角 密度 算 子 表示 : 
》 p(a)Ea,a = Diag(p). (2.17) 
aed 
通过 这 种 方法 ， 一 个 给 定 的 寄存 器 的 概率 态 集合 构成 了 该 寄存 器 所 有 量子 态 集合 的 一 个 子 
集 (除非 该 寄存 器 是 平凡 的 ,否则 这 个 包含 关系 必然 为 真 包含 )2 
在 有 些 情况 下 ， 将 一 个 或 多 个 寄存 器 当 作 经 典 寄 存 器 是 有 必要 的 或 者 有 帮助 的 . 在 不 
需要 特别 严谨 的 情况 下 , 经典 寄存 器 可 以 被 理解 为 一 种 限制 于 前 面 所 述 的 经 典 (概率 ) 态 所 
对 应 的 那些 对 角 密 度 算 子 的 寄存 器 . 对 这 个 术语 更 严格 而 精确 的 解释 必须 推迟 到 2.2 节 才 能 
介绍 . 


2.1.2.9 REA 


设 X= (Yi1,… Yn) 为 一 个 复合 寄存 器 . 则 如 下 形式 的 态 p € D(X) 称 为 X 的 乘积 态 : 
0 =01 Q: Qn, (2.18) 


其 中 , o € D(V1), +++, On E DVn) 分 别 为 Yi ,Yn 上 的 态 . 乘积 态 意味 着 寄存 器 的 态 之 
间 有 着 独立 性 ,并 且 如 果 复 合 寄存 器 X = (Yi, Yn) 处 于 式 (2.18) 形式 的 乘积 态 p, 则 寄 
存 器 Yi ,Yn 称 为 独立 的 . 反之 , Yi … ,Yn 是 非 独 立 的 , 这 时 它们 被 称 为 关联 的 . 
例 2.6 考虑 一 个 X= (Y,Z) 形式 的 复合 寄存 器 . 这 里 寄存 器 Y 和 Z 有 着 相同 的 经 典 
态 集合 {0,1} (使 用 经 典 态 集合 {0,1} 的 寄存 器 通常 称 为 量子 比特 (quantum bit, qubit)). 
如 下 定义 的 态 pe DO @ 2) 可 以 作为 乘积 态 的 一 个 例子 : 


$ ] 1 1 
p= q £0.0 ® Eo.o + q 0.0 @ E11 + gous ® Boo + Ia ® Fi, (2.19) 
因为 它 可 以 写成 
= | iat oP lel Rotta (2.20) 
p= 9 0,0 9 1,1 7 0,0 5 1,1 j- . 


O 本 章 讨论 的 一 些 其 他 概念 也 有 类 似 的 性 质 , 概率 论 中 的 一 些 概念 可 以 被 当 作 它们 的 特殊 情况 . 一般 而 言 ， 量子 
信息 论 可 以 被 看 作 经 典 信息 论 的 一 种 拓展 , 包括 对 随机 过 程 、 协 议 与 计算 的 研究 . 
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在 窍 阵 形式 下 , 这 可 以 等 价 地 表示 为 


1 
F 0 0 0 
1 1 1 
0 - 0 0 一 0 一 0 
p= = 4 =|2 lol? al (2.21) 
= H p £ E 
0 0 了 | 5 0 5 
0 0 0 = 
4 
而 由 
1 1 
c= 5 10,0 8 Eo,o + sb ® E11 (2.22) 
与 
1 ji 1 1 
T= z bo,0 8 Eo,o + 5 0,1 ® Fo + 5 E10 8 E1,0 + sb ® Ei, (2.23) 


定义 的 态 o,r € D(V @ Z) 则 是 非 乘 积 态 的 示例 . 因为 它们 不 能 写 为 张 量 积 的 形式 ， 进 而 意 
味 着 寄存 器 Y 与 Z 之 间 存 在 关联 性 . 它们 的 矩阵 形式 如 下 : 


] ] 1 
5 0 0 0 5 0 O 5 
0 0 0 0 0 
g= , “x (2.24) 
0 0 0 0 0 0 0 O 
1 ] | 
0 0 0 5 5 0 0 5 


AAS p 与 o 者 是 对 角 的 ,所 以 它们 都 对 应 着 概率 态 . p 代表 Y 与 Z 储存 着 独立 的 随 
机 比特 的 情况 , 而 o 代表 Y 与 Z 储存 着 完全 关联 的 随机 比特 的 情况 . AS 7 不 表示 概率 态 ， 
更 具体 地 说 , 它 是 一 个 纠缠 态 的 例子 . 纠缠 是 量子 信息 论 中 一 种 极其 重要 的 关联 , 它 将 是 第 
6 章 的 主要 内 容 . 口 


2.1.2.10 ”密度 算 子 的 基 
复 欧 几 里 得 空间 存在 一 个 很 基础 但 是 很 有 用 的 事实 , 即 对 任 一 复 欧 几 里 得 空间 X, 存在 
一 个 能 张 成 整个 空间 L(V) 的 密度 算 子 集合 . 这 个 事实 的 一 个 结果 是 , 每 一 个 
4 :L(4) +C (2.25) 
形式 的 线性 映射 都 唯一 地 由 其 在 D) 上 的 行为 所 确定 . 这 意味 着 ,例如 信道 与 测量 皆 由 它 
们 在 密度 算 子 上 的 行为 唯一 地 确定 . 下 面 的 示例 描述 了 构造 这 样 一 个 集合 的 方法 . 


例 2.7 设 字 母 表 上 存在 一 个 全 序 关 系 . 对 每 一 对 (a,b) € Ux ,定义 密度 算 子 
pab E D(C?) WF: 


Eaa a= 
1 
Pa,b = 5 (ea + ep) (€a + ep)* a <b (2.26) 


1 
可 (ea + ie,)(€a 十 ieb* a >b. 
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对 于 每 一 对 满足 a <b HI (a,b) CD x D WBS 


1 | 1 _ a 
Pa,b 一 Pa ~ 9 Pb.b 1| Pba 9 Pa.a oPb,b = f4q,b) 
(2.27) 
- PN, EE ee PE- E 
Pa,b 一 gPa, a g Pbb pb,a 9 Pa,a oPb,b = Dba; 
由 这 些 等 式 可 以 得 出 
spanfpa5 : (a;b) € E x E} =L(C*). (2.28) 
LJ 


2.1.3 ”量子 态 的 约 化 与 纯化 

考虑 一 个 由 复合 寄存 器 去 掉 一 个 或 多 个 子 寄存 器 所 得 到 的 新 寄存 器 . 通过 这 个 过 程 得 
到 的 新 寄存 器 , 在 与 被 去 除 的 寄存 器 分 离开 的 新 系统 中 , 它 的 量子 态 唯 一 地 由 原 复合 寄存 器 
的 态 所 确定 . 本 节 所 讨论 的 便 是 新 的 态 是 如 何 被 确定 的 . 原 态 为 纯 态 的 情况 是 极其 重要 的 ， 
因而 我 们 会 更 细致 地 讨论 这 种 特例 . 
2.1.3.1 量子 态 的 偏 迹 与 约 化 

MW n>2, 设 X= (Yi1,… ,Yn) 为 复合 寄存 器 . 对 于 任 选 的 Ke {1,--- ,n}, 通过 从 X 中 
去 除 寄存 器 Ye, 同时 保持 其 他 寄存 器 不 变 , 我 们 可 以 构造 一 个 新 的 寄存 器 

ayeee p Yie Yieee Yn): (2.29) 


对 于 X 上 的 每 一 个 态 p e D(X), 寄存 器 (2.29) 上 由 这 个 过 程 决定 的 态 称 为 p 在 寄存 器 (2.29) 
上 的 约 化 态 , 记 为 PN e ,Yk_1;Yk41)… ,Yn]. 它 被 定义 为 
PUY Ls ;ds Wty! Yn] = Try, (P), (2.30) 
这 里 
Try, E T(V @ +++ @ Vn, Vi @ +++ Q Ve_-1 O Vez @ +++ @Dn) (2.31) 


表示 偏 迹 映射 ( 见 1.1.2 节 )”. 这 是 唯一 一 种 对 所 有 算 子 Yi E€ L(V), Yn E€ L(V.) 都 满足 
等 式 
Try, (Yi Q- Q Yn) = Tr(¥x) Yi Q- O Yk-1 @ Yeni Q Q Yn (2.32) 


的 线性 映射 . 相应 地 , 我 们 可 以 把 它 定义 为 
Try, = lro) ®--- @ ly 1) 8 Tr @ lko) @-- ly,,), (2.33) 
这 里 等 式 右 边 的 迹 映 射 是 作用 在 L(y) 上 的 . 


O 值得 注意 的 是 , 通过 偏 迹 来 确定 态 的 约 化 有 其 必要 性 一 一 没有 其 他 的 选择 能 与 接 下 来 我 们 要 讨论 的 信道 与 测量 
的 概念 保持 一 致 . 


如 果 Yi1,… Yn 所 对 应 的 经 典 态 集合 为 1,… ,TIT， 则 对 于 任意 的 aj, bj €r; 我 们 可 
以 用 ((a1,*…: CQK 一 1 QK 二 1 ,人 办 IT， bkt" , pn ) ) 把 态 oY, D i E S TEEL ; 
Yn] 确切 地 写成 
3 p((al,…: 1 CQK 一 1 CQK 二 LI Ni Oi CO Hid) (2.34) 
cel, 
这 里 j 的 取 值 范围 为 {1,… ,n}\{k}. 
例 2.8 SFF Y 与 Z 有 相同 经 典 态 集合 D, 设 X= (Y,Z). 定义 ueEX=)》@2Z 为 


a @ Ea, 2.35 
== du e ( ) 

则 有 
uu* = LY Hab ® Bab. (2.36) 

Z| | a,bEed 

并 且 
(wu*)[Y] = 5 | 2 M (Ea b)Ea b = ly (2.37) 
AS wu* 是 两 个 寄存 器 共享 经 典 态 集合 台 而 达到 好 大 纠缠 态 的 标准 例子 . = 


WIA Ra EI EM, 我 们 可 以 发 现 寄存 器 (Yi…… Yn) 的 每 一 个 态 p 都 唯一 地 
确定 了 
人 (2.38) 


的 态 . 这 里 ki ,km 可 以 是 任意 满足 1 < ki <… < km Sn 的 系数 . 由 这 个 过 程 所 决定 的 
态 记 为 p[Yk,,… , Yi,]. 同样 ， 它 被 称 为 p 在 (Yk,,… Yen) 上 的 约 化 态 . 

上 述 定 义 可 以 自然 地 推广 到 从 一 个 给 定 的 复合 寄存 器 中 移 除 多 个 任意 的 子 寄存 器 之 后 
的 态 . 当然 这 里 假设 去 除 之 后 剩 下 的 是 一 个 有 效 的 寄存 器 . 对 例 2.2 中 描述 的 寄存 器 , 例如 ， 
当 X WAN p 时 , 去 除 子 寄存 器 Zs 会 使 得 剩 下 的 寄存 器 上 的 态 变 为 


(ix) 8 Anz.) 8 Liz) 8 Tr))(p), (2.39) 


注意 , 这 里 的 迹 映射 是 作用 在 Z 上 的 . 本 例 中 ， 这 些 根据 考虑 的 寄存 器 结构 所 张 成 的 恒 等 
映射 与 迹 映射 的 形式 可 以 很 直接 地 推广 到 其 他 例子 中 去 .虽然 我 们 可 以 在 这 里 给 出 最 一 般 
的 形式 化 定义 , 但 是 这 个 定义 对 本 书 几 乎 没有 意义 : 所 有 值得 考虑 的 约 化 后 的 态 或 者 是 上 述 
的 形式 Ya, ,YA l 或 者 是 前 面 的 例 (2.39) 中 非常 简单 的 情况 . 
2.1.3.2 ASAT MAL | 

在 量子 信息 论 的 各 种 情形 中 , 当 我 们 考虑 一 个 寄存 器 X 时 , 将 X 假设 (或 仅仅 想象 ) 为 
复合 寄存 器 (X,Y) 的 一 个 子 寄存 器 , 并 将 X 上 的 态 pe D(X) 视 为 从 (X,Y) 的 态 o 上 约 化 
的 结果 是 很 有 用 的 : 

= olX] = Try(o). (2.40) 
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这 样 的 态 o RA p 上 的 扩张 . 一 个 非常 有 用 的 情况 是 ， 当 ce 是 纯 态 时 , 我 们 思考 有 哪些 X 
上 的 态 可 以 用 这 种 方法 从 (X,Y) 的 纯 态 上 得 到 . 这 个 问题 有 一 个 非常 简单 并 且 能 很 快 验证 
的 答案 : 当 且 仅 当 p 的 秩 不 超过 从 (X,Y) 中 去 除 的 寄存 器 Y 上 经 典 态 的 数量 时 ， 可 以 用 这 
种 方法 得 到 X 上 的 态 p € D(A). 

下 面 的 定义 就 是 上 面 所 说 的 情况 的 表述 ， 这 里 定义 的 纯化 概念 会 在 接 下 来 的 内 容 中 广 
泛 使 用 . 

定义 2.9 RX HV ARKLERE IW, P EPo(8) 为 半 正 定 算 子 , uc VXVQVAVH 
量 . 如 果 忆 满足 

Try(uu*) = P, (2.41) 

则 称 A P HAIL. 

这 个 定义 在 两 个 方面 与 我 们 之 前 设 定 的 有 些许 区 别 : 一 方面 , 我 们 不 要 求 P 的 迹 为 1; 
另 一 方面 , 纯化 的 对 象 是 向 量 v 而 非 算 子 uu*. 允许 P 是 一 个 任意 的 半 正 定 算 子 , 这 是 一 个 
有 用 的 推广 , 它 在 定义 纯化 这 个 概念 时 并 不 会 产生 什么 麻烦 (55 SPAR a SR HH ER 
式 被 推广 的 ). 事实 上 使 用 u 而 不 是 uu* 作为 P 的 纯化 态 仅 仅 是 为 了 方便 这 个 概念 通常 所 
使 用 的 方式 一 一 我 们 也 常 将 算 子 uu* 作为 纯化 态 . 

扩展 纯化 这 个 概念 是 非常 直接 的 . 比如 , 我 们 可 以 将 寄存 器 X 当 作 通过 从 任意 复合 寄 
存 器 Z 上 去 除 一 个 或 多 个 子 寄存 器 得 到 的 . 在 这 种 情况 下 , 给 定 态 pe D(X) 的 纯化 态 可 以 
对 应 为 2 上 约 化 到 X 后 约 化 态 为 p WAS. 然而 , 纯化 最 有 意思 的 地 方 就 在 于 定义 2.9. 因此 ， 
为 简单 起 见 ， 本 节 剩 下 的 内 容 将 专注 于 该 定义 . 但 是 , 你 要 明白 , 前面 讨论 的 各 种 需要 考虑 
到 纯化 的 事实 会 简单 直接 地 将 纯化 推广 到 更 一 般 的 概念 中 . 


2.1.3.3 ”纯化 态 存 在 的 条 件 


1.1.2 节 中 定义 的 vec 映射 对 于 理解 纯化 非常 有 用 .既然 该 映射 是 从 L(Y, x) BI XY @y 
上 的 线性 双 射 ， 则 每 一 个 向 量 ve Xoy 都 可 以 写 为 = vec(A), 其 中 4 e L(Y). 由 于 
对 应 关系 (1.133), 

Try(uu*) = Try(vec(A) vec(A)*) = AA* (2.42) 

成 立 . 对 于 一 个 给 定 的 P € Pos(X), 这 构建 了 下 列 的 对 应 关系 : 
1. FE P 的 纯化 态 UE X@Y. 
2. 存在 一 个 算 子 Ac L(Y, X) 使 得 P = AA’. 

基于 我 们 观察 到 的 上 述 事实 ， 下 一 个 定理 的 证 明 将 回答 给 定 算 子 的 纯化 态 存在 的 必要 
与 充分 条 件 是 什么 . 

定理 2.10 设 汪 与 》 为 复 欧 几 里 得 空间 ，P € Pos(X) 为 半 正 定 算 子 ， 当 且 仅 当 
dim(Y) > rank(P) eÈ uce IY ŽA Tryluu*) =P. 

证 明 从 上 面 可 以 看 到 ,存在 使 得 Try(wu*) = P 的 向 量 uc xoy 等 价 于 存在 满足 
P = 44* WRT A cL, 2) 在 这 样 的 算 子 4 存在 的 假设 下 ,rank(P) = rank(4) 必然 成 
VW, 因此 dim()) > rank(P). 
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相应 地 , 在 dim(Y) > rank(P) 的 假设 下 ,我 们 可 以 通过 下 面 的 方法 证 明 满 足 P = AA* 
的 算 子 AcLYV, X) FE. Kr = rank(P), 然后 根据 谱 定 理 (推论 1.4) 写成 


P= Y Ax P) 2,2; (2.43) 
| >| 
这 里 {xz1,… ,zx} CX 为 一 个 规范 正 交 集 . 假设 dim(Y) > rank(P)， 必 然 存 在 一 个 规范 正 交 
E {y ,yr} C 7， 对 于 这 个 集合 , AT 


A= 3° V(P)any; (2.44) 
k=1 


满足 AA* = P. 口 
推论 2.11 HX 5 YV AB dim()) > dim(X) 的 复 欧 几 里 得 空间 . 对 于 每 一 个 半 正 

RAF PE Pos(X), 都 存在 一 个 向 量 以 EX 名 站 使 得 Try(wu*) =P. 

2.1.3.4 纯化 态 的 本 等 价 


在 理解 了 给 定 半 正 定 算 子 的 纯化 态 存 在 的 简单 条 件 后 ， 我 们 目 然 会 考虑 给 定 算 子 的 不 
同 纯化 态 之 间 的 关系 . 接 下 来 的 定理 建立 了 纯化 态 之 间 必 然 始终 成 立 的 联系 . 
定理 2.12 (纯化 态 的 西 等 价 ) RX 5 YV AERLE, uve IY 为 向 量 ， 并 
且 假 设 
Try(uu*) = Try(vv"). (2.45) 
Wi) AB AF U EUY) 使 得 v= (Le @U)u. 
证 明 设 A,B c L(Y, æ) 为 满足 u = vec(A) Al v = vec(B) 的 唯一 算 子 , 并 且 Pe 
Pos(4’) 满足 
Ta = P = Try(vv"). (2.46) 
则 AA* = P= BB* 成 立 . & r =rank(P), 可 以 得 到 rank(A) = r = rank(B). 
接 下 来 ， 设 zi…,zr € 为 的 一 系列 规范 正 交 的 本 征 向 量 ， 对 应 的 本 征 值 为 
和 1(P),…: ,入 (P)， 由 于 AA* = P = BB*, 对 于 7》 上 的 一 些 规范 正 交 的 同 量 {y1 yr} 
与 {wi,… ,wr} (正如 1.1.3 节 所 介绍 的 ), 我 们 可 以 选择 4 与 B 的 奇 弄 值 分 解 


A= > VM(P)zaW 和 B= > VAx(P)rewj. (2.47) 
k=l k=1 


最 后 , WV e UV) 为 对 每 一 个 Ke {1,--- ,7} 都 满足 Vw = yk 的 西 算 子 . 则 AV =B, 
取 U=V", 正如 我 们 要 证 明 的 那样 , 这 将 得 到 


(Lx @U)u = (lx 8 V") vec(A) = vec(AV) = vec(B) = v. (2.48) 


口 
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2.2 BT aie 

(理想 情况 下 ) 量子 信道 代表 那些 被 认为 是 物理 上 可 实现 的 寄存 器 态 的 离散 变化 . 例如 ， 
量子 计算 中 的 一 步 , 或 者 量子 信息 的 任何 过 程 , 还 有 量子 寄存 器 上 错误 与 噪声 的 影响 ,都 可 
以 被 考虑 为 量子 信道 . 

2.2.1 ”信道 的 定义 与 基本 概念 

用 数学 的 语言 来 说 ， 量 子 信道 是 从 一 个 方 算 子 空间 到 另 一 个 方 算 子 空间 上 的 线性 映射 ， 
满足 全 正 与 保 迹 两 个 条 件 . 

定义 2.13 ”对 于 复 欧 几 里 得 空间 率 5 V, STIRE (简称 信道 ) 是 线性 映射 

®: L(V) > L(y) (2.49) 
( 即 元 素 eT, Yy), BLAH 
1. © 是 全 正 的 . 
2. 下 是 保 还 的 . 
式 (2.49) 中 的 所 有 信道 记 为 CX, Y). C(x, X) 简 记 为 CX). 

对 给 定 的 寄存 器 X 与 Y, 我 们 可 以 将 d e Clx, y) 形式 的 信道 看 作 从 X 到 Y 的 变换 . 
也 就 是 说 ， 当 这 个 变换 发 生 时 , 寄存 器 X 不 再 存在 ,取而代之 的 是 寄存 器 Y. 另外 , 这 时 Y 
上 的 态 是 向 X 上 的 态 p © D(X) 作用 了 映射 B 后 得 到 的 B(p) e DWV). 当 X=Y 时 , 我 们 可 
以 简单 地 将 其 看 作 寄 存 器 X 上 的 态 根据 映射 © 而 改变 . 

例 2.14 设 革 为 复 欧 几 里 得 空间 , U cU) AEAT. HA X eL), 由 

®(X) =UXU* (2.50) 
定义 的 映射 © ECx) 是 信道 的 例子 . 这 类 信道 称 为 酉 信道 . FU = 1x， 则 恒 等 信道 IL(x) 
也 是 一 种 酉 信道 , 直观 上 , 这 类 信道 代表 理想 的 量子 通信 信道 , 或 者 量子 计算 机 的 内 存 中 进 


行 作用 后 不 改变 寄存 器 X 上 的 态 的 完美 组 件 . 口 
例 2.15 设 忆 与 2 为 复 欧 几 里 得 空间 ,co e D(y) 为 密度 算 子 . WA X eL), 由 
G(X) = Tr(X)o (2.51) 


定义 的 映射 D © C(x, YV) 是 信道 . 该 信道 对 每 个 p € D(X) 有 tl) = o. 等 效 来 看 ， 这 个 信 
道 B 表示 丢弃 寄存 器 X， 然 后 将 其 替换 为 寄存 器 Y 并 初始 化 到 态 o 上 的 行为 . 这 种 形式 的 
信道 称 为 替换 信道 . 口 
前 面 两 个 例子 (与 其 他 信道 的 例子 一 起 ) 在 2.2.3 节 中 会 有 非常 详细 的 介绍 . 虽然 我 们 可 
以 直接 证 明 这 些 映射 都 是 信道 , 但 是 这 个 事实 将 从 2.2.2 节 所 给 出 的 更 一 般 的 结果 中 得 到 


2.2.1.1 ”乘积 信道 


假设 Rij?" Xn 5 Ya, 523 ; 都 是 寄存 器 ， sa， ep 和 Yje Va 是 这 些 寄 存 器 所 
对 应 的 复 欧 几 里 得 空间 . 将 (Xi1,… ,Xn) 变换 到 (Y1,… Yn) 的 信道 


P E C(I Q- Q Xn, Vi @--: @ Vp) (2.52) 


P= WY;. (2.53) 


乘积 信道 代表 在 一 系列 寄存 器 上 独立 作用 的 一 系列 信道 . 这 种 方式 类 似 于 用 乘积 态 表示 寄 
Far CIRM RIA. 

一 个 信道 只 作用 在 一 个 寄存 器 上 ， 而 完全 不 涉及 一 个 或 多 个 其 他 信道 的 情况 是 关于 独 
立信 道 的 重要 特例 (EWA 2.14 所 展示 的 那样 ， 对 寄存 器 不 做 任何 操作 的 行为 等 价 于 在 该 
寄存 器 上 作用 一 个 恒 等 信 道 ). 

例 2.16 假设 X、Y 与 Z 为 寄存 器 , 并 且 deC, y) 是 将 X 变换 到 Y 上 的 信道 . 同 
时 假设 复合 寄存 器 (X, Z) 在 某 个 时 刻 处 于 特定 的 态 p e D(X @ Z), 然后 用 信道 © 将 X 变换 
AY. 最 后 得 到 的 寄存 器 对 (Y,Z) EN AA 


(® 8 Iz) (P) E DY 8 Z), (2.54) 


可 以 认为 , 恒 等 信道 11(z) 已 经 独立 作用 在 寄存 器 Z E. 口 

例 2.16 展现 了 要 求 信道 全 正 的 重要 性 ， 即 对 于 任意 的 Z 和 每 个 密度 算 子 p € D(X @ 
2Z)，(E@lrz)(p) 是 密度 算 子 ， 这 与 O 的 线性 性 一 起 使 得 更 是 全 正 的 (在 保 迹 的 基 
础 上 ). 


2.2.1.2 ”作为 量子 信道 的 态 的 制备 


PR 2.1.1 节 所 说 ,如 果 一 个 寄存 器 的 经 典 态 集合 只 含有 一 个 元 素 ， 则 它 是 平凡 的 . A 
此 , 平凡 寄存 器 对 应 的 复 欧 几 里 得 空间 是 一 维 的 : 它 一 定 是 C 形式 的 , 这 里 {a} BRA 
存 器 的 一 元 经 典 态 集合 . 不 失 一 般 性 ， 可 以 将 这 样 的 空间 与 复数 域 C 联系 起 来 ， 并 使 标识 
L(C) =C. 我 们 会 发 现 , 这 种 情况 下 ,1 是 平凡 寄存 器 唯一 允许 的 态 . 正如 我 们 预期 的 那样 ， 
这 样 的 寄存 器 从 信息 处 理 的 角度 来 说 是 完全 没有 用 的 , 平凡 寄存 器 的 存在 仅 用 于 将 我 们 想 
处 理 的 态 张 成 标量 1. 

然而 在 讨论 量子 信道 的 性 质 时 考虑 平凡 寄存 器 是 有 指导 意义 的 . 特别 地 , 假设 X 是 平 
凡 寄 存 器 , 对 于 任意 的 Y, 考虑 一 个 8 € C(X,Y) 形式 的 从 X 变换 到 Y 的 信道 . 对 于 所 有 
a EC, 存在 某 p eDV), 使 得 更 必然 有 


(a) = ap, (2.55) 


因为 ® 一 定 是 线性 的 ,并且 O(1) 是 半 正 定 的 , 同时 迹 为 1. 由 式 (2.55) 定义 的 信道 更 可 以 
被 看 作 在 新 寄存 器 Y 上 对 量子 态 p 的 制备 . 平凡 寄存 器 X 基本 可 以 被 当 作 该 制备 过 程 的 占 
位 符 , 它 仅 在 信道 B 作用 时 出 现 . 这 样 , 态 的 制备 就 可 以 被 视 为 对 这 种 形式 的 信道 的 应 用 ， 

要 确认 式 (2.55) 形式 的 映射 是 不 是 信道 ， 可 以 检测 对 于 任何 密度 算 子 ps DY). 全 正 
性 与 保 迹 性 是 不 是 都 满足 . 式 (2.55) 给 出 的 映射 © 很 明显 对 于 Tr(p) = 1 都 是 保 迹 的 , 而 下 
面 这 个 简单 命题 导出 了 的 全 正 性 . 
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命题 2.17 YV 为 复 欧 几 里 得 空间 ， 而 P e Pos(]7) 为 半 正 定 算 子 .对 于 所 有 ac 
C, O(a) =aP 定义 的 映射 D ETC, V) 是 全 正 的 . 

证 明 设 Z 为 复 欧 几 里 得 空间 . 将 映射 © @lyz) 作用 到 算 子 Z ELZ) = L(C ®@ Z) 
的 行为 由 


给 出 . 如 果 2 是 半 正 定 的 , 则 Pez 也 是 半 正 定 的 , 因而 B 是 全 正 的 . 口 


2.2.1.3 ”作为 信道 的 迹 映射 


信道 § 涉及 平凡 寄存 器 的 另 一 种 情况 是 ,寄存 器 将 一 个 任意 寄存 器 X 变换 到 平凡 寄存 
器 Y E. 正如 前 面 一 样 , 者 将 复 欧 几 里 得 空间 Y RRA C, 则 信道 更 必须 采取 p € C(X,C) 
的 形式 . 

唯一 有 保 迹 性 的 这 种 形式 的 映射 只 有 和 迹 映射 本 身 ， 因此 对 于 所 有 X © L(V) 都 有 


G(X)= Tr(X). (2.57) 


将 寄存 器 X 转化 为 一 个 平凡 寄存 器 Y 等 同 于 X HER. ER, 或 只 是 被 忽略 . 这 个 信道 实 
际 上 就 像 2.1.3 节 中 定义 量子 态 的 约 化 时 所 介绍 的 那样 . 

为 了 证 明 迹 映射 确实 是 一 个 可 行 的 信道 , 我 们 必须 确定 它 是 全 正 的 . 证 明 这 个 简单 事实 
的 一 个 方法 是 将 下 面 的 命题 与 命题 2.17 结合 起 来 . | 

命题 2.18 HET, V) 是 一 个 关于 复 欧 几 里 得 空间 X SY 的 正 映 射 . 则 更 * 也 是 
正 的 . 

证 明 BF o WEE, 所 以 对 于 所 有 半 正 定 算 子 Pe Pos(X) 都 有 B(P) € Pos(V). 这 
等 价 于 对 于 所 有 P € Pos(¥) 与 Q € Pos(y), 


(Q, B(P)) > 0. (2.58) 
这 使 得 对 于 所 有 P © Pos(¥) 4 Q € Pos(y), 
(&*(Q), P) = (Q, ®(P)) > 0. (2.59) 


这 等 价 于 对 于 所 有 Q es Pos(V) 都 有 O*(Q) € Pos(X). 因此 映射 B* 是 正 的 . 口 

注 : 由 命题 2.18 可 以 推导 出 ,， WREECP(X,V) 是 全 正 的 映射 ， 则 伴随 映射 OF 也 是 
全 正 的 . 这 是 因为 , 如果 更 是 全 正 的 , 则 对 所 有 复 欧 几 里 得 空间 Z, 9l) 是 正 的 ， 因 而 
(® @ 1riz))* = © @lyz) 也 是 正 的 . 

推论 2.19 对 于 任 选 的 复 欧 几 里 得 空间 XY, 迹 映 射 Tre T(X,C) 是 全 正 的 . 

证 明 ”对 于 所 有 acc, 迹 的 伴随 映射 是 Tr*(a) = oly. 由 命题 2.17 可 知 该 映射 是 全 
正 的 , 因此 根据 前 面 的 注 中 所 说 , 迹 上 映射 是 全 正 的 . 口 


2.2.2 ”信道 的 表示 与 特征 
假设 Be C(X, V) 是 关于 复 欧 几 里 得 空间 x 与 7 的 一 个 信道 . 可 能 在 有 些 情 况 下 , 将 
信道 抽象 地 看 作 一 个 B :L(X) > L(Y) 形式 的 全 正 且 保 迹 的 线性 映射 就 足够 了 . 在 其 他 情况 
下 , 用 一 个 更 具体 的 表示 来 研究 信道 会 非常 有 用 . 
本 小 节 将 讨论 信道 (6 es T(V) 形式 的 关于 复 欧 几 里 得 空间 与 》 的 任意 映射 ) 的 
四 种 具体 表示 . 这 些 不 同 的 表示 能 揭示 信道 有 趣 的 性 质 , 并 且 在 本 书 中 的 不 同情 况 下 有 着 各 
自 的 用 途 . 一 般 来 说 这 些 表 示 间 的 简单 关系 可 以 让 我 们 将 一 个 表示 转换 成 另外 一 个 , 并 且 根 
据 特 定 情况 选择 最 合适 的 表示 . 
2.2.2.1 自然 表示 
对 于 任意 的 复 欧 几 里 得 空间 X 5 y, eT, YV) 是 线性 映射 , 这 等 价 于 映射 
vec(X) ++ vec(B(X)) (2.60) 
是 线性 的 ， 因 为 它 可 以 表示 为 线性 映射 的 组 合 . 因此 对 所 有 Xe L(Y), DEERE ST 
K() EL(X @ X,Y @ 7), 满足 
K(®) vec(X) = vec(B(X)). (2.61) 


对 所 有 Xe L(Y) 都 唯一 满足 式 (2.61) WAT KO) 是 更 的 自然 表示 . CHRE $B 的 行为 
表示 为 一 个 线性 映射 (ERT MENMAN F). 
读者 可 能 注意 到 ， 对 于 所 有 a Be CM OWE T(X,Y), RK: T(X,y) > L8 


X,Y @Y) 是 线性 的 : 
K(a® + BV) = aK (6) + BK(¥). (2.62) 


另外 , 因为 任何 映射 © 都 可 以 从 KD) 恢复 ,所 以 天 是 一 个 双 射 . 对 于 任意 的 算 子 X EL), 
Y = P(X) 是 唯一 满足 vec(Y) = K(®) vec(X) HET. 

自然 表示 保留 了 伴随 的 概念 , 也 就 是 说 , 对 于 所 有 了 映射 ET, YV) 

K(®*) = (K(®))*. (2.63) 

这 里 等 式 左边 的 K 代表 通过 交换 x 5 y 在 上 面 定 义 中 的 角色 所 得 到 的 从 TV, X) 到 
L(Y 8 Y, X Q X) 的 一 个 映射 

虽然 映射 © 的 自然 表示 KO) 确实 是 将 更 直接 用 线性 映射 表示 , (AIK SEAT 
讨论 的 四 个 表示 中 与 全 正 性 和 保 迹 性 的 相关 性 最 弱 的 表示 . 正 因 如 此 ， 从 本 书 的 角度 来 说 ， 
它 是 四 个 表示 中 最 没有 用 的 . 对 此 的 一 个 解释 是 ， 映射 更 的 输入 与 输出 参数 的 算 子 结构 并 
没有 被 K) 以 方便 或 者 易 读 的 形式 表示 出 来 . 算 子 -向 量 对 应 有 着 忽 视 这 种 结构 的 效果 . 
2.2.2.2 Choi 表示 


对 于 任意 的 复 欧 几 里 得 空间 X 与 7)， 对 于 每 一 个 更 e TX, V) 我 们 可 以 定义 映射 
了 :证 yia LDSN 为 


J(®) = (® 8 1yxy) (vec(1 x) vec(1x)*). (2.64) 
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相应 地 , 假设 x = C>, 我 们 可 以 把 它 写成 


J(®)= 》 B(Ea») ® Bo. (2.65) 
Qa,bEY 
AT JE) 称 为 更 的 Choi 表示 (或 者 Choi 算 子 ). 
式 (2.65) 表明 , 映射 是 线性 双 射 . 证 明 映 射 yj 是 双 射 的 另 一 种 方法 是 使 用 等 式 


(X) = Try(J(®)(1y @ X")). (2.66) 


我 们 发 现 映射 更 的 行为 可 以 通过 该 等 式 由 算 子 J(@) 复 现 出 来 . 

JS) 的 算 子 结构 与 更 的 输入 和 输出 参数 的 算 子 结构 有 着 紧密 的 关系 . 这 种 关系 的 一 个 
核心 部 分 就 是 , SANS J(o) 是 半 正 定 的 , 给 定 的 映射 © 是 全 正 的 (正如 后 面 的 定理 2.22 
所 示 ). 

对 于 一 个 给 定 的 映射 更 ETX, Y) 其 Choi 表示 的 秩 称 为 更 的 Choi 秩 . 
2.2.2.3 Kraus 表示 


对 于 任意 的 复 欧 几 里 得 空间 X 5D, 字母 表 2 和 从 空间 L(V, YV) 中 抽取 的 一 些 算 子 
{A,:ac€X} 和 {B :aez2l， (2.67) 
对 每 个 Xe L(V), 我 们 可 以 定义 一 个 线性 映射 8 ET, V) 为 


D(X) = 》 A,X Bi. (2.68) 
aed 
式 (2.68) 即 是 映射 © 的 Kraus 表示 . 我 们 很 快 可 以 得 到 ， 对 于 每 一 个 下 eT, Yy) 形式 的 
映射 , 都 存在 一 个 Kraus 表示 . 然而 , 不 同 于 自然 表示 和 Choi 表示 ，Kraus 表示 并 不 是 唯一 
的 . 
在 更 HA (2.68) 所 决定 的 假设 下 ， 


®*(Y)= J AYB, (2.69) 
QE 
RA. 如 下 是 基于 迹 的 循环 特性 的 计算 : 对 每 一 个 XeL(X) 和 YY € L(Y), 
(x > 4.XB;) =% T AXB) 


aed aed 


=) (ey A,X) = (x AY BX), 


aed aed 


(2.70) 


在 量子 信息 理论 中 , Kraus 表示 通常 会 使 对 于 每 个 waE 了 2, 都 有 A, = Ba. 正如 定理 2.22 
所 揭示 的 那样 ， 如 果 考 虑 的 映射 是 全 正 的 , 则 这 样 的 表示 总 是 成 立 的 . 
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2.2.2.4 Stinespring 表示 


假设 Z. Y 与 2 是 复 欧 几 里 得 空间 , 而 AB e L, Yoz) 是 算 子 ， 对 于 每 一 个 
X €L(X), 我 们 可 以 定义 映射 © eC T(x, Yy) 如 下 : 


6(X) = Trz (AX B*). (2.71) 


式 (2.71) 即 是 映射 更 的 Stinespring 表示 . 类 似 于 Kraus 表示 , 对 于 给 定 的 映射 ©, Stinespring 
表示 总 是 存在 的 且 不 唯一 
如 果 映 射 D ETX, YV) 有 着 式 (2.71) 形式 的 Stinespring 表示 ， 则 对 所 有 Y € L(Y) 有 
*(Y) = A*(Y @1z)B. (2.72) 
我 们 观察 到 的 这 个 性 质 来 自如 下 计算 : 对 于 每 一 个 XeL(X) AY € L(Y), 
(Y, ®(X)) = (Y, Trz(AX B*)) = (Y @1z, AX B") 
= Tr((Y @1z)*AXB*) = Tr(B*(Y @1z)*AX) (2.73) 
= (A*(Y @1z)B,X). 
虽然 这 个 写法 不 会 在 本 书 中 使 用 , 但 有 时 式 (2.72) 形式 的 表达 式 也 会 被 当 作 Stinespring # 
示 (对 于 映射 O*). 
类 似 于 Kraus 表示 , 在 量子 信息 论 中 , 通常 会 使 Stinespring 表示 中 A= B. 同样 , 与 
Kraus 表示 类 似 , 4 © 是 全 正 的 时 候 , 这 种 表示 存在 . 
2.2.2.5 ”表示 间 的 关系 
下 列 的 命题 将 上 述 四 个 表示 相互 关联 了 起 来 , HH ( 隐 含 地 ) 展示 了 如 何 将 一 个 表示 变 
换 成 男 一 个 . 
命题 2.20 设 闷 与 了 为 复 欧 几 里 得 空间 , D AFER, [A : acD}, {Ba:aE6EE}C 


L(X, V) 为 由 间作 索引 的 一 些 算 子 ， EDET, YV). 下 列 分 别 对 应 前 面 介 绍 的 表示 的 四 个 
声明 是 等 价 的 . 


1. 自然 表示 . 
K(®)= > Aa @ Ba (2.74) 
aed 
2. Choi 表示 . 
J(®) = 》 vec(Aa) vec(Ba)* (2.75) 
aed 
成 立 . 


3. Kraus 表示 . 对 于 所 有 X ELA), 


B(X)= 》 AXB; (2.76) 
aed 


64 量子 信息 论 


4. Stinespring 表示 . 对 于 Z =C? 以 及 由 
A=) Aaea 和 B=》 Ba®eo (2.77) 
aed aed 


定义 的 A,B E L(X, Y 8 Z), 
D(X) = Trz (AX B*) (2.78) 


对 所 有 X ELX) 成 立 . 
证 明 声明 3 与 4 的 等 价 性 计算 起 来 是 很 直接 的 . 声明 1 与 3 的 等 价 性 来 自 等 式 


vec(A,X Bz) = (Aa ® Ba) vec(X) (2.79) 
对 所 有 ae DA X eL) 都 成 立 . 最 后 , 声明 2 与 3 的 等 价 性 来 自 等 式 


(Aa Q 1x) vec(Iy) = vec(A,), 
(2.80) 
vec(1 7 )*(B; ® 1x) = vec(B,)* 
对 所 有 a ed 都 成 并 . O 
推论 2.21 设 半 与 7 为 复 欧 几 里 得 空间 , O ET(X,Y) 为 非 零 线性 映射 ,7 = rank(J(®)) 
AD 的 Choi 秩 . 下 列 两 个 事实 成 立 : 
1. 对 于 满足 | 了 | =r 的 字母 表 交 ， 存 在 如 下 形式 的 © 的 Kraus 表示 : 


6(X)= 》 A (2.81) 
aEY 
这 里 {A,: a€ E}, {Ba : a€exX}cL(a#,y). 
2. 对 于 任何 满足 dim(Z) =r 的 复 欧 几 里 得 空间 Z, FE FEA © 的 Stinespring & 


T: 
(X) = Trz(AXB*), (2.82) 


这 里 的 算 子 4,B ELIX, Y9 Z). 
证 明 ”对 于 满足 | = r 的 字母 表 ,以 及 某 些 向 量 


{ua : a EE} {va : acxcecyed, (2.83) 
我 们 可 以 与 出 
I(®) = ` 7 (2.84) 
aed 


特别 地 , 我 们 可 以 将 {ua : ae E} 当 作 JE) 的 像 上 的 任何 基 . 这 唯一 地 决定 了 那些 使 
A (2.84) 成 立 的 {va : a € E}. 将 {4a : a € E} A {B,: acd} RA 


vec(Ag)=Ua 和 vec(Ba) = va (2.85) 
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对 所 有 ae D 都 成 立 的 算 子 ,根据 命题 2.20, 1 (2.81) 是 更 的 一 个 Kraus 表示 .另外 ， 
式 (2.82) 是 一 个 由 


A=) As@es 和 B=) Ba®ea (2.86) 
acy ach 
定义 的 A, B E L(X, Y 9 Z) 所 构成 的 Stinespring 表示 . 证 明 完 成 . 口 


2.2.2.6 ”全 正 映射 的 特征 


我 们 将 介绍 基于 Choi, Kraus 与 Stinespring 表示 的 全 正 映 射 的 特征 . 
定理 2.22 对 于 复 欧 几 里 得 空间 与》 KOET, V) 是 非 零 映射 . 下 列 的 几 个 声 
明 是 等 价 的 . 
1. © 是 全 正 的 . 
2. Dolua) 是 正 的 ， 
3. J(®) € Pos(Y @ X). 
4. 对 于 菜 字 母 表 ,存在 {As : a€ E} CLAY) 使 得 对 所 有 和 ELX) 都 有 


D(X) = 》 AgX At. (2.87) 


aed 
5. 声明 4 对 于 所 有 满足 | 了 | = rank(J(®)) 的 字母 表 YD HRS. 
6. 对 于 某 复 欧 几 里 得 空间 Z, FEAF ACL(X,V@Z) 使 得 对 所 有 X ELX) 都 有 


6(X) = Trz(AX A’). (2.88) 


7. 声明 6 对 所 有 维度 为 rank(J(@))  Z 都 成 立 . 
证 明 ”我 们 会 用 这 七 个 声明 的 如 下 纺 含 关系 来 证 明 该 定理 , 这 些 关系 足以 证 明 它们 的 
等 价 性 : 


(1) = (2) = (3) = (5) = (4) > (1) 


注意 , 其 中 有 一 些 关 系 是 很 直接 的 : 由 全 正 性 的 定义 可 以 由 声明 1 推出 声明 2, 由 声明 5 推 
FAH 4 是 平凡 的 , 由 声明 7 推导 声明 6 也 是 平凡 的 , 而 根据 命题 2.20， 由 声明 5 可 以 推 
出 声明 7. 

假设 © @ Ty) 是 正 的 . 因为 


vec(1 y) vec(1x)* € Pos(X 8 £) (2.89) 
以 及 
J(®) = (© 8 1px) (vec(1 x) vec(1x)*), (2.90) 
使 得 J(®) € Pos(Y @ X), 所 以 由 声明 2 可 以 推出 声明 3. 
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fe PR, 假设 J(B) € Pos(Y @ X). 根据 谱 定 理 (推论 1.4) 以 及 半 正 定 算 子 的 本 征 值 都 
是 非 负 数 这 个 事实 , 我 们 可 以 得 到 
J(®) = ;D 本 (2.91) 
acd 


这 里 D 是 满足 | 如 = rank(J(®)) 的 字母 表 ， 而 
{ua : aE X}CVOH (2.92) 


是 一 些 向 量 . 假设 A, E L(X,Y) 是 对 每 一 个 a € D 都 满足 vec(4。) = ua WAT. 则 我 们 可 
以 得 到 
J(®) = > vec( Aa) vec(A,)*. (2.93) 


acd 


因此 , 根据 命题 2.20, A (2.87) 对 于 每 一 个 XeL(z) 都 成 立 . 这 意味 着 由 声明 3 可 以 推出 
声明 5. 
现在 假设 对 所 有 X EL( 世 )， 以 及 某 个 字母 表 D 定义 的 一 些 算 子 


{A,: aed} cL(4#,y), (2.94) 


式 (2.87) 都 成 立 . 对 于 一 个 复 欧 几 里 得 空间 W 和 半 正 定 算 子 P € Pos(X @ W), 这 等 价 于 对 
F— acd MA 
(Aa @1w)P(Aa 8 Iw)* E Pos(Y ® W), (2.95) 


因此 , 根据 Pos(Y 9 W) 是 凸 锥 的 事实 ， 
(B® 1Low))(P) € Pos(Y ® W). (2.96) 


因为 ® ESEK, 所 以 由 声明 4 可 以 推出 声明 1. 
最 后 , 假设 对 每 一 个 Xe L(+), 都 有 复 欧 几 里 得 空间 Z URAT ACL(X,V@ Z) 使 
得 式 (2.88) 成 立 . 对 任何 复 欧 几 里 得 空间 W 以 及 任何 半 正 定 算 子 Pe Pos( @W), 显然 


(A ®I1w)P(A @1w)* € Pos(Y ® Z & W), (2.97) 
因而 根据 迹 的 全 正 性 (推论 2.19), 
(® 9 lLiw) (P) = Trz((A®1w)P(A®1yw)’) € Pos(Y @ W). (2.98) 


于 是 映射 © 是 全 正 的 , 所 以 由 声明 6 可 以 推出 声明 1. 至 此 我 们 完成 了 所 有 的 证 明 . 口 
下 面 这 个 推论 是 上 述 定 理 的 一 个 结果 , EH Kraus 表示 与 给 定 的 全 正 映 射 关 联 了 起 来 . 
推论 2.23 E AFGR, XK 与 了 为 复 欧 几 里 得 空间 . I {A : a€}, {Ba:a€ 

E} CL(X, VY) 是 一 些 对 所 有 X ELX) 都 满足 

$$ AA = Bi (2.99) 


aed aed 
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的 算 子 . 则 存在 西 算 子 UE U(C>) 使 得 对 所 有 aeEz 都 有 


Ba = >_U(a,b)Ap . (2.100) 
bex 
证 明 映射 


X> AXA 与 XH) BaXB: (2.101) 
acd aes 


对 所 有 X ELX) 都 成 立 , 因此 它们 的 Choi 表示 也 必须 相等 : 
> vec( Aa) vec(A =% vec( Ba) vec( B (2.102) 


acd aed 


设 Z =C 并 将 向 量 uvey o oZ 定义 为 


t= Dp vec(Aa) Q ea 和 v= bD vec(Ba) @ €a, (2.103) 
aed aex 
则 
vec(A,) vec( Aa)” 
aed 
(2.104) 
= =>, vec( Ba) vec(B,)* = Tr2z(vv"). 
aed 


根据 纯化 态 的 西 等 价 (定理 2.12), 必然 存在 一 个 丁 算 子 Ue U(Z) 使 得 


= (lyex ® U)u. (2.105) 
因此 , 对 所 有 aed, 
vec(B,) = (lygx 8 ež )v 一 (ozQ@eU )u = >. U (a,b) vec( Ay) (2.106) 
bed 
成 立 , 这 等 价 于 式 (2.100). 口 


下 面 这 个 关于 Stinespring 表示 而 非 Kraus 表示 的 推论 与 前 面 的 推论 类 似 . 正如 证 明 中 
揭示 的 那样 , 这 两 个 推论 本 质 上 是 等 价 的 . 
推论 2.24 HAL. VE ZARZKILERSA, 并且 算 子 A,B E€ L(X, Y OZ) 对 所 有 
X € L(A) 都 满足 
Trz(AX A*) = Trz (BX B*). (2.107) 


则 存在 西 算 子 UE U(Z) 使 得 
= (ly ®@U)A. (2.108) 


证 明 BE AIE Z = C> 的 字母 表 , 然后 对 每 一 个 a e ,定义 两 组 算 子 {4。: ae 
D}, {B, : aE XD} CL(X,y) WF: 


Ag=(ly@et)A 和 By = (ly @e*)B, (2.109) 


使 得 
A=) Aa ® ea 和 B=) By Dey (2.110) 
aed aed 
在 推论 2.23 中 , xh (2.107) 与 式 (2.99) SU. 根据 推论 , 存在 一 个 丁 算 子 VU e U(2Z) 使 得 式 
(2.100) 成 立 , 这 等 价 于 B = (Ly 8 UJA. 口 


如 果 上 映射 D € T(x, V) 满足 对 所 有 H c Herm(X) 都 有 (H) € Herm(》))， 则 该 映射 是 
保 Hermite 的 . 下 面 这 个 通过 定理 2.22 得 到 的 定理 提供 了 这 类 映射 的 另外 四 个 特性 . 

定理 2.25 KOET(A,Y) 是 复 欧 几 里 得 空间 与 》 上 的 映射 . 下 面 这 些 声 明 是 等 
价 的 . 
. © Æ Hermite 的 . 
. 对 所 有 X ELIX), (BB(X))* = O(X*) 都 成 立 . 
. J(®) € Herm(Y 8 XY) AÈ. 
. 存在 全 正 映射 Do, 1 € CP(X, V) 使 得 O = $0 — È. 
. 存在 正 映 射 Do, 1 € CP(X, V) 44 OB = Bo 一 Oj. 

证 明 ”首先 , 假设 o 是 一 个 保 Hermite 映射 . 对 于 任意 算 子 Xe L(+), 我 们 可 以 由 如 

下 定义 的 H,K € Herm(4) 的 


ao kr O N e 


K + x=x* 


2i 
构造 一 个 X = H+iK. 由 于 (H) 与 (K) 都 是 Hermite 映射 , 而 更 是 线性 的 , 所 以 有 


(®(X))" = (®(H) + i®(K))” 








(2.111) 


(2.112) 
= 6(H) —ið(K) = 0(H —iK) = G(X"*). 
因此 可 以 由 声明 1 推出 声明 2. 
接 下 来 , 假设 声明 2 成 立 , 并 且 设 E 为 使 得 X= CO 的 字母 表 . 则 我 们 会 得 到 
J(®)* = >, (Ea b)" ® Ežo = >》 (F714) 9 Eos 


a,bEY a,bE€EY 
(2.113) 


= 》 (Ea) B Eba = J(®). 
a,bEd 

由 于 J(®) 是 Hermite BF, 所 以 声明 3 成 立 . 

现在 假设 声明 3 成 立 . 设 J(®) = P- Pi W J(®) 的 Jordan-Hahn 分 解 ， 并 且 设 
o, ®; € CP(X,Y) 为 满足 J(B0) = P 与 J(B1) = Pi 的 映射 . ALA Po 和 P, 都 是 半 正 定 的 ， 
所 以 由 定理 2.22 可 知 ，Eo 与 O, 是 全 正 映射 . 由 与 Choi 表示 相关 的 映射 J 的 线性 性 可 知 
J(®) = J(®o 一 1); 因此 © = o 一 $1. 这 就 推出 了 声明 4 成 立 . 

声明 4 到 声明 5 的 推导 是 平凡 的 . 

最 后 , 假设 声明 5 成 立 . 8 H € Herm(%) 为 Hermite 算 子 , FAK H = P-P XHW 
Jordan-Hahn 分 解 , 其 中 Po, P, € Pos(¥). 则 由 于 Bo 和 GB1 WEH, 对 于 所 有 a,b € {0,1}, 
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Pa( Pp) E Pos(Y) 都 成 立 . 因此 我 们 得 到 
®(H) = (®o(Po) + B(P)) — (Go(Pi) + 21 (Po)) (2.114) 


是 两 个 半 正 定 算 子 的 差 , 因此 它 是 一 个 Hermite AT. 所 以 声明 1 成 立 . 

至 此 , 我 们 构建 了 这 些 声明 间 的 推导 关系 (1) > (2) > (3) > (4) > (5) > (1), 因此 证 
明了 该 定理 . 口 
2.2.2.7 “” 保 迹 映射 的 特征 

下 面 这 个 定理 展示 了 保 迹 映射 的 一 些 特征 . 

定理 2.26 H PETZ, V) 为 复 欧 几 里 得 空间 与 了 》 上 的 映射 . 则 下 面 这 几 条 声明 
是 等 价 的 . 

1. © 是 保 迹 的 映射 . 
2. @* 是 保 么 映射 . 
3. Try(J(®)) =1x. 
4. 存在 一 些 算 子 {4。: a€ Dd}, {Ba : acd} CL, V) 使 得 
下 (和 X) =) AXB; (2.115) 


aed 


> ALBa = ly (2.116) 


aed 
5. 对 于 所 有 满足 式 (2.115) 的 算 子 合集 [A : acd}, {Ba : a€ E} Cc L,Y), A (2.116) 
6. 对 于 某 欧 几 里 得 空间 Z, 存在 算 子 A,B ELIX, Y9 Z) 使 得 


(X) = Trz(4XB*) (2.117) 


并 且 A*B=1y. 
7. 对 所 有 满足 式 (2.117) 的 给 定 莫 子 A B EL(X, 8 Z), AB =1x 都 成 立 . 
证 明 在 更 保 迹 的 假设 下 ， 


(ly, X) = Tr(X) = Tr(®(X)) = (ly, ®(X)) = (@* (y), X) (2.118) 
成 立 ,， 因 此 对 于 所 有 X ELX) 都 有 
他， 一 大” 人 和) 三 让 (2.119) 


这 意味 着 O*(1y)=—1y, 所 以 Oo 是 保 么 映射 . 通过 类 似 的 过 程 , @* 是 保 么 映射 这 个 假设 可 
以 推出 对 每 一 个 XeL(z) 都 有 
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Tr(®(X)) = (Ly, ®(X)) = (@* (Ly), X) = (a, X) = Tr(X), (2.120) 


因此 5 是 保 迹 的 . 至 此 , 声明 1 和 2 的 等 价 关 系 就 建立 起 来 了 . 
接 下 来 , 假设 {Aa : a€ E}, {Ba : a€ E} C L(V) 对 所 有 X € L(Y) 满足 


6(X)= 》 AXB}. (2.121) 
aed 
因此 ， 对 所 有 Y € L(y), 
®*(Y) = > AY Ba, (2.122) 
aed 
特别 地 , 我 们 可 以 得 到 
®*(Ly) = 》 ASBa. (2.123) 


acd 


因此 , WR B* 是 一 个 保 么 映射 ， 则 


5 ASB, = iz; (2.124) 
QED2 
这 证 明了 由 声明 2 可 以 推出 声明 5. 另外 , 如 果 式 (2.124) 成 立 , 则 可 知 O* (ly) = 1x, 所 以 
O* 是 保 么 映射 . 因此， 由 声明 4 可 以 推出 声明 2. 由 于 由 声明 5 可 以 推出 声明 4, 这 个 事实 
说 明 每 一 个 映射 都 存在 Kraus 表示 , 至 此 我 们 建立 了 声明 2、4 和 5 的 等 价 关 系 . 
现在 , 假设 A,B E€ L(X, Y @ Z) 对 每 一 个 X e L(X) 都 满足 O(X) = Trz(AXB*). 则 对 
所 有 Y € L(Y) 都 有 
*(Y) = A*(Y ® 1z)B, (2.125) 


特别 地 ,BB*(1y) = A*B. 与 声明 2、4 和 5 的 等 价 性 的 证 明 一 样 , 这 构建 了 声明 2、6 和 7 的 
等 价 关 系 . 
最 后 , RT AME =C 的 字母 表 , 然后 考虑 算 子 


Try(J(®)) = 》 Tr(®(Eas)) Eas. (2.126) 
a,beT 
如 果 更 是 保 迹 的 , 则 可 知 
i a=b 
Tr(®(Ea,s)) = (2.127) 
0 afb, 
因此 
Try(J(®)) = > Ea = 1x. (2.128) 


aer 
反 过 来 ， 如 果 Try(J(8)) = 1x, BARNA (2.126) Ae (2.127) 必 成 立 ， 由 于 集合 
{Ea b : a,b Er} Æ L(V) 的 一 个 基 , 我 们 可 以 总 结 出 , 由 于 B 的 线性 性 ,所 以 它 是 保 迹 的 . 
因此 , 声明 1 和 声明 3 是 等 价 的 ,从 而 完成 了 证 明 . 口 


2.2.2.8 ”信道 的 特征 


定理 2.22 与 2.26 可 以 被 组 合 起 来 , 得 到 信道 基于 Choi, Kraus 与 Stinespring 表示 的 各 
推论 2.27 KR OET(X,Y) 是 一 个 关于 复 欧 几 里 得 空间 X 5 Y 的 映射 . 则 下 列 这 些 
声明 是 等 价 的 . 
1. © AiR. 
2. J(®) € Pos( VY 8 X) 并 且 Try(J(®)) =1yx. 
3. HEN FRR E Fo {Aa : a € E} CLE, YV) 使 得 对 所 有 X EL) 都 有 


>》 AAa=1lx 和 O(X)=) AXA; (2.129) 
aed aex 

4. 对 于 |E] =rank(J(®)), 声明 3 RÈ. 

5. 对 于 某 复 欧 几 里 得 空间 Z, 存在 一 个 等 距 算 子 AcCUA,VOZ), 使 得 对 所 有 X ELX), 


P(X) = Trz(AXA*) (2.130) 


6. 在 满足 条 件 dim(Z) = rank(J(®)) 时 ， 声 明 5 成 立 . 

对 所 有 选 定 的 复 欧 几 里 得 空间 + SVMS, 我 们 可 以 看 到 信道 的 集合 Ox, V) 是 紧 且 
凸 的 . 证 明 这 个 事实 的 一 个 方法 是 使 用 上 面 的 推论 . 

命题 2.28 设 革 与》 为 复 欧 几 里 得 空间 . MEA CX, V) 是 紧 且 上 西 的 . 

证 了 明 Choi 表示 对 应 的 映射 J : T(X,Y) 一 L(Y OX) 是 线性 且 可 逆 的 . 根据 推论 2.27, 
我 们 可 知 JOHA) = C(X,Y). 这 里 4 定义 为 


A = {X e Pos(Y@ 2) : Try(X) =1y}. (2.131) 
因此 这 已 经 可 以 充分 证 明 A BRAS. 因为 4 是 半 正 定 锥 Pos() @ 8) 与 仿 射 子 空间 
{X EL(Y ®X) : Try(X) =1x} (2.132) 


的 交集 ， 而 这 两 者 都 是 财 且 凸 的 , 所 以 4 SEPA ORY. 为 了 补 全 这 个 证 明 ， 只 要 证 明 A 是 
有 界 的 就 足够 了 . 对 于 每 一 个 Xe .4, 我 们 可 以 得 到 


[Xl = Tr(X) = Tr(Try(X)) = Tr(1y) = dim(¥), (2.133) 


因此 , 正如 我 们 所 需 证 明 的 那样 ，A 是 有 界 的 . 口 

推论 2.27 在 本 书 中 会 经 常用 到 ， 虽 然 有 时 不 是 很 显然 的 . 下 一 个 建立 在 纯化 态 的 西 等 
价 (定理 2.12) 上 的 命题 将 一 个 半 正 定 算 子 的 纯化 态 与 这 个 算 子 的 扩张 联系 了 起 来 . 这 个 命 
题 是 该 推论 的 一 个 应 用 的 例子 . 


命题 2.29 AX. V KH ZARARKILERBEH, 并且 假设 EX@y 与 PePos(X®@2) 


满足 
Try(uu*) = Trz(P). (2.134) 
存在 一 个 信道 D ECY, Z) 使 得 
(ix) ® &)(uu*) = P. (2.135) 
WERA 设 W 为 一 个 维度 足够 大 的 复 欧 几 里 得 空间 , 使 得 
dim(W) > rank(P) H dim(Z@W) > dim(y), (2.136) 


并 且 设 AECUY,Z@W) 为 等 距 算 子 . 另外 , RvEeXQZQOW 满足 Trw(vv*) = P. 则 我 
们 有 
Trze@w((1x ® A)uu*(1y ® A) ) 


(2.137) 
= Try(uu*) = Trz(P) = Trzaw(vv"). 
根据 定理 2.12, 必然 存在 一 个 丁 算 子 U €U(Z@W) 使 得 
(ly @UA)u=v. (2.138) 
对 所 有 Y ELV) 定义 SET(Y,Z) A 
®(Y) = Trw((UA)Y(UA)*). (2.139) 
根据 推论 2.27, 我 们 可 以 知道 © 是 一 个 信道 . 所 以 ,正如 我 们 想 证 明 的 ， 
(2.140) 
= Trw (vv*) = 
口 


2.2.3 ”信道 与 其 他 映射 的 例子 

本 小 节 讨 论 的 是 信道 与 其 他 映射 的 例子 ， 以 及 它们 其 与 前 面 提 到 的 四 种 表示 所 对 应 的 
规范 . 许多 其 他 的 例子 连同 信道 和 映射 的 一 般 分 类 将 会 贯穿 全 书 . 
2.2.3.1 ”等 距 信道 与 西 信道 


设 与 7) 为 复 欧 几 里 得 空间 ，A,B eL(*X,V) ABT, 然后 考虑 一 个 定义 为 对 所 有 
X €L(X) 都 满足 
(X) = AXB* (2.141) 


的 映射 © € T(4X,Y). 

当 A=B 时 , ERTEM X BY 的 线性 等 距 的 额外 假设 下 , 根据 推论 2.27, 更 是 一 个 
信道 . 这 样 的 信道 称 为 等 距 信 道 . 如 果 y =x 并且 4 = B 是 西 算 子 , 则 更 称 为 西 信道 . 第 
4 章 将 详细 讨论 西 信道 与 西 信道 的 凸 组 合 . 
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由 式 (2.141) 定义 的 映射 © 的 自然 表示 是 
Kk(®)=A®@B, (2.142) 
而 更 的 Choi 表示 是 
J(®) = vec(A) vec(B)*. (2.143) 
式 (2.141) Æ ® 的 Kraus 表示 . WR Z = C 并 且 在 C 上 取 迹 的 作用 与 恒 等 映 射 是 一 样 的 ， 
那么 也 可 以 将 其 视 为 Stinespring 表示 的 一 个 平凡 例子 . 
恒 等 映 射 1L(x) 是 本 信道 的 一 个 简单 例子 . 这 类 信道 的 自然 表示 是 单位 算 子 Ix ly, 
而 它 的 Choi 表示 是 由 秩 为 的 算 子 vec( 全 + ) vec(1x)* 给 出 的 . 
2.2.3.2 ”替换 信道 与 完全 去 极 化 信道 
设 守 与 3 为 复 欧 几 里 得 空间 , A e L(X) 与 Be L(Y) JAT. 考虑 一 个 定义 为 对 所 有 
X €L(X) 都 有 
P(X) = (A,X) B (2.144) 
的 映射 be T(X, V). B 的 自然 表示 是 
K(®) = vec(B) vec(A)*, (2.145) 
而 © 的 Choi 表示 是 
J(¢)=BeaA. (2.146) 
® 的 Kraus 与 Stinespring 表示 虽然 在 这 种 情况 下 并 不 一 定 具 有 启发 性 , 但 也 是 可 以 被 
构造 出 来 的 . 一 种 获得 © 的 Kraus 表示 的 方法 是 先 把 某 些 字 母 表 允 与 以 及 四 组 向 量 写 为 


A= >》 ua 和 B= > voy, (2.147) 
aed bel 
这 里 的 四 组 癌 量 定义 为 
fua GEER {ma 0E NCA, 
(2.148) 
{wy :bET}, {m ber} cy. 
然后 我 们 可 以 得 到 更 的 一 个 Kraus 表示 : 
本 加 二 YY CapXDiy, (2.149) 


(a,b)EZExT 
这 里 对 每 一 个 a e 区 与 beT 都 满足 Cao = vou* 和 Dab = yox*. 而 Stinespring 表示 则 为 
(X) = Trz(CXD"), (2.150) 
这 里 


E e Zz, Cab Q €(a,b)> i) = ` Dag © e(a,b)) (2.151) 
(a,b)EEXT (a,b)EEXT 
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并 且 Z= C, 

如 果 4 与 B 都 是 半 正 定 算 子 ， 而 对 所 有 X € L(Y), 映射 d e T( 世 ,7) 由 式 (2.144) 
EX, W J() = B9 4 是 半 正 定 的 , 并且 根 据 定理 2.22, 0 是 全 正 的 . 看 对 于 茶 密 度 算 子 
o e DV) Ë A=1x 5 B=o, WH 也 是 保 迹 的 ,因而 它 是 一 个 信道 . 这 样 的 信道 就 
是 替换 信道 ,也 就 是 说 ,这 个 信道 等 效 于 丢弃 它 的 输入 并 将 其 蔡 换 成 态 o. 

完全 去 极 化 信道 N c C(X) 是 替换 信道 的 一 个 重要 例子 ， 这 个 信道 定义 为 ， 对 所 有 
X €L(X) 都 满足 


Q(X) = Tr(X)w, (2.152) 
这 里 
Xx p 


代表 空间 七 上 的 完全 混 态 . 等 价 地 , 对 于 所 有 p e D(X), Q 是 将 所 有 密度 算 子 变换 到 这 个 
完全 混 态 的 唯一 信道 : Q(p) =w. 由 式 (2.145) xk (2.146) 可 得 到 完全 去 极 化 信道 Q € C(X) 
的 自然 表示 为 


vec(1 x ) vec(1 x )* 





K(Q) = dima) (2.154) 
而 这 个 信道 的 Choi 表示 为 
ly @1yx j 
J(Q) = dim(2) (2.155) 
2.2.3.3 HERS 
设 2 为 字母 表 , xX = C>, 转 置 映射 Te T(x) 定义 为 对 所 有 X eL) 都 有 
T(X) =X" (2.156) 
的 映射 . 由 于 这 个 映射 与 纠缠 态 的 性 质 间 的 联系 , 它 在 第 6 章 中 扮演 着 重要 的 角色 . 
根据 定义 , T 的 自然 表示 K(T) 必须 满足 对 所 有 X € L(V) 都 有 
K(T) vec(X) = vec(X'). (2.157) 
考虑 那些 由 向 量 u,v Eeg 构成 的 X = wor 形式 的 算 子 , 我 们 可 以 看 到 
K(T)(u®@v) =v®@u. (2.158) 


这 意味 着 K(T) = W, KEW W e L(X X) 是 交换 算 子 ， 这 个 算 子 定义 为 对 所 有 向 量 
u,v E X 都 进行 W(u@v) =v@u 操作 的 算 子 . 
T 的 Choi 表示 也 等 于 交换 算 子 ， 因 为 


J(T)= 》 Eba ® Ea» = W. (2.159) 
a,bed 
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在 E| > 2 的 假设 下 , 根据 定理 2.22, 因为 在 这 种 情况 下 W 不 是 半 正 定 算 子 , 所 以 了 不 是 
全 正 映 射 . 
T 的 Kraus 表示 的 一 个 例子 是 , 对 于 所 有 X ELX), 


T(X)= 》 EapX Ef. (2.160) 
a,bexX 


据 此 我 们 可 以 得 到 T(X) = Trz(AX B*) 是 工 的 Stinespring 表示 ; 这 里 Z = C2x2， 


A= ` Fa,b ® €(a,b) 而 B= >; Eb a ® €(a,b)- (2.161) 
a,bed a,bed 


2.2.3.4 ”完全 失 相 信道 
设 APFRR, X =C. 映射 Ae T(xX) 定义 为 对 所 有 X eL) 都 有 


A(X) = 》 X(a,a)Ea,a (2.162) 
aed 
的 映射 . 这 是 一 个 完全 失 相 信道 的 例子 . 这 个 信道 有 着 将 给 定 算 子 X EL) 的 所 有 非 对 角 
MERA 0, 而 不 影响 对 角 项 的 效果 . 
虽然 正如 2.1.2 节 中 所 讨论 的 , 对 角 密 度 算 子 与 概率 态 相 对 应 , 但 是 我 们 可 以 把 信道 A 
看 作 一 个 用 于 经 典 通信 的 理想 信道 : 它 对 所 有 对 角 密 度 算 子 来 说 都 相当 于 作用 一 个 恒 等 映 
射 , 也 就 是 说 它 有 效 地 将 经 典 概率 态 进行 了 准确 无 误 的 传输 , 同时 将 其 他 所 有 的 态 都 映射 到 
它们 的 对 角 项 所 给 出 的 概率 态 上 . 
A 的 自然 表示 必须 满足 等 式 


ee a=b 
K (A) vec(E,.4) = (2.163) 
0 ax b, 
这 等 价 于 对 所 有 abe E 都 有 
Bn 网 本 入 三 性 
K(A)(ea 8 ey) = | (2.164) 
0 az 6, 
因此 
K(A) = Y Ena @ Eno (2.165) 


aed 


类 似 于 转 置 映射 ,人 的 Choi 表示 刚好 与 它 的 目 然 表 示 相 同 . 这 可 以 从 


J(A)= >》 AEas) @ Bap = > Bs @ Ena (2.166) 
a,bed aed 


的 计算 中 看 出 . 这 个 表达 式 与 推论 2.27 一 起 证 明了 A 确实 是 一 个 信道 . 
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A 的 Kraus 表示 的 一 个 例子 是 


A(X) = $ EaaX Ei a: (2.167) 
aed 


m A HY Stinespring 表示 的 例子 可 以 是 
A(X) = Trz(AXA*), (2.168) 


这 里 Z = C2 并 且 
A=) (ea 四 ea)et. (2.169) 


acd 


2.2.35 ”关于 经 典 寄存 器 的 题 外 话 


正如 2.1.2 节 中 所 说 , 寄存 器 的 经 典 概率 态 可 以 与 对 角 密度 算 子 相对 应 . 在 那 一 节 中 , 我 
们 提 到 了 经 典 寄存 器 , 但 并 没有 完整 地 解释 这 一 点 . 现在 我 们 既然 已 经 介绍 了 信道 (特别 是 
完全 失 相 信道 ), 希望 可 以 更 准确 地 说 明 一 下 这 个 概念. 

从 数学 的 角度 来 说 , 经 典 寄 存 器 的 定义 方法 与 普通 的 (量子 ) 寄存 器 并 无 不 同 . 但 是 , 根 
据 所 考虑 的 进程 的 性 质 ， 经 典 寄存 器 是 指 在 任何 时 刻 都 不 会 受到 完全 失 相 信道 A 作用 的 影 
响 的 寄存 器 . 经 典 寄 存 器 的 每 一 个 态 都 必然 是 一 个 对 应 于 概率 态 的 对 角 密 度 算 子 , 因为 这 些 
算 子 不 受信 道 A 作用 的 影响 . 另外 , 经 典 寄 存 器 与 一 个 或 多 个 其 他 寄存 器 之 间 存 在 的 关系 
是 受 限 的 . 例如 ， 对 于 一 个 经 典 寄存 器 X 与 一 个 任意 的 寄存 器 Y, 为 了 满足 X 是 经 典 寄存 
器 的 要 求 , 复合 寄存 器 (X,Y) 的 态 只 能 是 


SY p(a)Ea,a ® Pas (2.170) 
aed 
这 里 习 是 X 的 经 典 态 集合 , fp。 : a E€ E} C DV) 是 Y 的 态 的 一 个 合集 ， 而 p € PE) 
是 一 个 概率 向 量 . 这 个 形式 的 态 一 般 称 为 经 典 -量子 态 ， 在 有 些 时 候 , 将 态 (2.170) 与 系 综 
n: E 一 Pos(2) 关联 起 来 是 自然 且 有 帮助 的 ,这 里 nla) = p(a)p。 是 定义 在 所 有 a € D 
上 的 . 


2.2.4 极点 信道 


对 于 任 选 的 复 欧 几 里 得 空间 4 与 V, 信道 的 集合 CX, V) 是 紧 且 凸 的 (根据 命题 2.28). 
定理 2.31 给 出 了 这 个 集合 的 极点 的 特征 . 接 下 来 的 引 理 可 以 用 来 证 明 这 个 定理 . 
引 理 2.30 RACL(YV,Y) 为 复 欧 几 里 得 空间 与 了 》 上 的 算 子 , 则 有 


{P € Pos(X) : im(P) C im(A)} = {AQA* : Qe Pos(y)}. (2.171) 


证 明 ”对 每 一 个 e Pos(y) 都 有 AQA 是 半 正 定 的 ， 并且 满足 im(AQA*) C im(A). 
因此 式 (2.171) 右边 的 集合 被 包含 在 左边 的 集合 中 . 
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对 于 反 向 包含 , 如果 P € Pos(X) 满足 im(P) Cim(A), 通过 设 定 
Q=A*P(A™)*, (2.172) 
这 里 A+ 代表 A 的 Moore-Penrose 伪 逆 , 我 们 可 以 得 到 
AQA* = (AA*+) P(AA*)* = Tim(AyPIlim(a) = P, (2.173) 


至 此 完成 了 证 明 . 
定理 2.31 (Choi) 设 郊 与 2 为 复 欧 几 里 得 空间 , EC, YV) 为 信道 ,而 {4。: ae 
E} CLX, Y) 为 对 所 有 X EL(X) 满足 
©(X) = 》 AXA; (2.174) 
acd 


的 线性 无 关 的 算 子 的 集合 , SARYGHFHSR 
{A} Aa : (a,b) EE XE} CL(X) (2.175) 


线性 无 关 时 ,信道 D 是 集合 CO, YV) 的 极点 . 
证 了 明 i Z=, 定义 算 子 MEL(Z,VOeX)A 


M = ` vec(A, )e*, (2.176) 
aed 
我 们 可 以 看 到 
MM* = 》 vec(Aa) vec(Aa)* = J(®). (2.177) 
aed 


因为 {Ag : ae DS} 是 一 些 线性 无 关 的 算 子 , 所 以 必然 有 ker(M) = {0}. 
首先 假设 更 不 是 C, yV) 的 极点 . 则 存在 信道 Vo, V1 E€ C(X,Y), WE Vo Z Vi FA 
存在 一 个 标量 àc (0,1), 使 得 
® = Wy + (1 — AW. (2.178) 


Bw P=J(®), Qo = J(Yo), FFA Qi = (WV), W 
P = Qo + (1—A)Q1. (2.179) 
由 于 o. vo 50, 都 是 信道 , 所 以 算 子 P, Qo, Qı E Pos(Y 9 X) 都 是 半 正 定 的 ,并且 满足 
Try(P) = Try(Qo) = Try(Qi) = Íx, (2.180) 


这 源 于 推论 2.27. 
由 于 入 是正 的 , 并 且 算 子 Qo 与 Qi 都 是 半 正 定 的 , 所 以 由 式 (2.179) 可 以 推出 


im(Qo) C im(P) = im(M). (2.181) 
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根据 引 理 2.30， 存 在 一 个 半 正 定 算 子 Ro € Pos(Z) 使 得 Qo = MRoM*. 通过 类 似 的 论证 可 
知 , 存在 半 正 定 算 子 R € Pos(Z) 使 得 Qi = MR M*. 
B H = Ro 一 Ri, RITE AEW 


0 = Try(Qo) — Try(Q1) = Try(MHM*) = >》 H(a,b)(Aj Aa)’, (2.182) 
a,bEed 
因此 
X` H(a,b)Aj Aa = 0. (2.183) 
a,bed 


因为 由 YAW 有 Qo Qo MUR AR, HA H #0. 因此 可 以 证 明 { AFA, : (a,b) € 
Ex E) 是 一 些 线性 无 关 算 子 的 合集 . 
对 于 某 选 定 的 非 零 算 子 Z e L(Z), 现在 我 们 假设 集合 (2.175) 是 线性 相关 的 : 


>, 2Z(a,b)AtAs =0. (2.184) 
a,bEY 


通过 对 等 式 两 边 取 伴随 矩阵 , 我 们 可 以 得 到 








XO Z*(a,b)ApAa =0, (2.185) 
a, bEX 
由 此 可 知 
>》 Hla,b)AtAs =0 (2.186) 
a,bEY 
对 于 两 个 Hermite Bf 
Z4 Z = 2 
H= 3 5 —" (2.187) 


都 成 立 . 这 两 个 算 子 中 至 少 有 一 个 是 非 零 算 子 , 因此 可 以 推出 式 (2.186) 必然 对 某 非 零 Her- 
mite 算 子 H 成 立 . 设 选 定 的 H 不 变 , 然后 假设 |H = 1 (这 并 不 会 失去 一 般 性 , 因为 即使 
H 被 替换 成 H/|| ||, 式 (2.186) 也 一 样 成 立 ). 

设 Vo, Yı E TX, V) 为 由 如 下 等 式 定 义 的 映射 : 


J( 亚 o) =M(1+H)M* 和 J(Vi)= M(1-— H)M*. (2.188) 


因为 H 是 Hermite 的 , 并 且 满 足 | 五 | = 1, 所 以 我 们 有 算 子 1+ 昌 与 1 一 都 是 半 正 定 的 . 
因此 算 子 M(1+H)M* 与 M(1- H)M* 也 都 是 半 正 定 的 . 由 定理 2.22 可 以 得 出 Vo 5 Y, 
都 是 全 正 的 . 因而 
Try (MHM*) = >》 H(a,b) (A} Aa) 
a,bexs 


1 (2.189) 
= | X` H(a, i)a; Aa) =0 


a,bEexd 
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成 立 , 进而 如 下 两 式 成 立 : 
Try (J(¥0)) = Try (MM") + Try (MHM") = Try(J(®)) = 1x, 


(2.190) 
Try (J(W1)) = Try (MM") — Try (MHM") = Try(J(®)) = 1x. 
根据 定理 2.26, 可 以 得 到 Vo 与 Vi 都 是 保 迹 的 ,因此 它们 都 是 信道 . 
最 后 ， 鉴 于 H #04 ker(M) = {0}, WA J(Yo) A J(V1), 因而 Yo AW. 由 于 
=I (Wo) + 5I(W:) = MM* = J(®), (2.191) 
我 们 可 知 

© = Wo + >, (2.192) 
这 说 明 更 DÆ CX, V) 的 极点 . 口 


例 2.32 设 也 与 2 为 复 欧 几 里 得 空间 , 并 且 dim(X) < dim()), + AC U(X, y) 为 等 
距 算 子 , 定义 等 距 信道 DeC, y) 为 对 所 有 X E L(V) 有 


P(X) = AXA*. (2.193) 
集合 {A*A} 包含 唯一 非 零 算 子 , 因此 是 线性 无 关 的 . 由 定理 2.31 得 知 , © 是 集合 C(X,y) 
的 极点 . 口 


例 2.33 DS = {0,1} 代表 二 元 字母 表 , X = C H y =C. 另外 ， 定 义 算 子 
Ao, Ai E L(¥, V) 如 下 : 


1 
0 7 ( 00,0 01,1 10,1) 


1 
Ai = yg aaa + Eo1,0 + E10,0)- 


(为 了 更 清晰 , 我 们 将 (a,b) E€ E xE 形式 的 元 素 写成 ab.) 若 用 和 矩阵 来 表示 FAX DD xd 
的 目 然 顺 序 )， 则 这 些 算 子 可 以 写成 


(2.194) 


2 0 0 0 
1 |0 1 1 |1 0 
” Volo 1 F A vV6 |11 0 
0 0 0 2 
现在 , 将 信道 8 ECX, YV) 定义 为 对 所 有 X eL) 有 
P(X) = AoXA* + Ay X At. (2.196) 
则 下 式 成 立 : 
,x _1[20 sa _1[0 0 
Ap Ao a 3 ( | ， Aj Ai === 3 ( ,| ’ 
(2.197) 


集合 

{1454o, ApA1, Aj Ao; Aj Ai } (2.198) 
是 线性 无 关 的 , 因此 由 定理 2.31 可 以 推出 d 是 C, y) 的 极点 . 口 
2.3 ”测量 


测量 提供 了 一 种 从 量子 态 中 获得 经 典 信息 的 机 制 . 这 一 节 将 会 对 测量 以 及 与 测量 相关 的 
概念 做 出 定义 , 并 且 提 供 这 个 概念 的 基本 数学 框架 . 


2.3.1 测量 的 两 种 定义 
当 一 个 假想 的 观察 者 测量 一 个 寄存 器 时 , 这 个 观察 者 可 以 得 到 一 个 经 典 的 测量 结果 ( 例 
如 , 与 寄存 器 的 态 的 描述 相反 ). 一 般 而 言 ， 这 个 测量 结果 是 随机 产生 的 . 它 取决 于 由 测量 所 
定义 的 概率 分 布 以 及 刚好 在 测量 前 的 时 刻 的 寄存 器 的 态 . 由 此 , 测量 可 以 让 我 们 为 量子 态 的 
密度 矩阵 的 描述 赋予 意义 ， 至少 密度 矩阵 确定 了 每 一 个 可 能 的 测量 中 不 同 经 典 结果 出 现 的 
概率 . 
测量 可 以 用 两 种 不 同 但 等 价 的 数学 语言 定义 . 我 们 会 在 本 节 讨 论 这 两 种 方式 以 及 它们 的 
等 价 性 . 
2.3.1.1 ”由 测量 算 子 定义 的 测量 
下 列 的 定义 代表 了 本 书 讨论 的 第 一 种 形式 的 测量 .本 书 中 测量 这 个 术语 的 精确 数学 意 
义 将 与 这 个 定义 保持 一 致 . 
定义 2.34 测量 是 如 下 形式 的 函数 : 
由 :了 一 Pos(4), (2.199) 
这 里 的 字母 表 与 复 欧 几 里 得 空间 AX 满足 限制 
>》 Ha) = 1x: (2.200) 
aed 


ROU 便 是 该 测量 的 测量 结果 的 集合 ， 而 每 个 算 子 ula) 都 是 关于 结果 a € 的 测量 算 子 . 
当 测 量 pp 作用 在 一 个 给 定 的 寄存 器 X 上 时 , 我 们 必须 假设 对 于 某 个 字母 表 2 与 关于 X 

的 复 欧 几 里 得 空间 X, p 有 着 式 (2.199) 的 形式 . 当 这 样 的 测量 起 作用 的 时 候 , 会 发 生 两 件 

事情 . 假设 X 在 测量 前 即刻 的 态 是 p € D(A): 

1. 随机 选择 E 的 一 个 元 素 . 这 个 随机 选择 的 概率 分 布 是 由 定义 为 对 每 个 ce 2 都 满足 


p(a) = (un(a), p) (2.201) 


的 概率 向 量 pe P(D) 描述 的 . 
2. 寄存 器 X 不 再 存在 , 即 其 不 再 有 一 个 可 以 定义 的 态 并 且 不 会 在 之 后 的 计算 中 被 考虑 到 . 


从 第 一 项 可 以 看 到 ， 关 于 给 定 测 量 结 果 的 概率 与 测量 的 态 是 线性 相关 的 .另外 可 以 看 
到 ， 由 式 (2.201) 定义 的 概率 向 量 pe PE) 确实 是 一 个 概率 问 量 : 由 于 p 与 ula) 都 是 半 正 
定 的 , 所 以 它们 的 内 积 (ula) p) 是 非 负 的 , 并 且 把 这 些 值 加 起 来 可 以 得 到 


5 (a) = > (u(a), p) = (Lx, p) = Tr(p) = L (2.202) 
acy aed 
寄存 器 在 被 测量 后 就 不 复 存 在 的 假设 在 量子 信息 论 中 并 不 是 通用 的 一 一 在 另 一 种 定义 
H, 寄存 器 在 被 测量 后 的 态 是 确定 的 ,这 时 就 不 需要 此 要 求 了 . 这 种 不 同 的 测量 在 本 书 中 称 
为 非 破 坏 测 量 . 我 们 将 在 2.3.2.5 市 中 详细 讨论 这 类 测量 . 事实 上 ， 非 破坏 测量 可 以 表示 为 
(如 上 的 ) 普通 测量 与 信道 的 结合 . 由 于 这 个 原因 , 我 们 假设 寄存 器 在 被 测量 后 会 消失 ,并 不 
会 损失 一 般 性 . 
有 时 用 测量 算 子 的 合集 刻画 一 个 测量 会 比较 方便 ， 我 们 可 以 把 测量 结果 的 集合 作为 这 
个 合集 的 索引 . 特别 地 ， 当 说 一 个 测量 对 应 着 合集 


{P, : a€ D} c Pos(X) (2.203) 


的 时 候 ， 我 们 应 该 明白 ， 我 们 说 的 测量 是 /5 : E 一 Pos( 苇 )， 这 里 对 每 一 个 a cD, MA 
plea) =P... 
2.3.1.2 ”作为 信道 的 测量 

测量 的 第 二 种 定义 本 质 上 将 测量 描述 为 一 个 将 输出 储存 至 经 典 寄 存 右 的 一 个 信道 ， 这 
个 定义 与 第 一 种 定义 是 等 价 的 . 下 面 对 量 子 -经 典 信道 的 定义 精确 地 表达 了 这 个 概念 . 

定义 2.35 ”对 于 复 欧 几 里 得 空间 X FY, ROEC(X,Y) 为 一 个 信道 . IO 是 一 个 量 
子 -经 典 信道 ， 如 果 

© = Ad. (2.204) 


这 里 AeEC(D7) 表示 定义 在 空间 V 上 的 完全 失 相 信道 

信道 8 e CX, V) 是 量子 -经 典 信 道 的 等 价 条 件 为 对 每 一 个 p e D(X), O(p) 都 是 对 角 
密度 算 子 . 下 面 这 个 简单 的 命题 表明 这 个 条 件 为 真 . 

命题 2.36 ”对 于 复 欧 几 里 得 空间 守 5 V, HPE, YV) 为 一 个 信道 . 当 且 仅 当 对 每 
-A5 pE D(X), B(p) 都 是 对 角 密 度 算 子 时 , © 是 量子 -经 典 信 道 . 

证 明 WR 更 是 量子 -经 典 信道 ， 则 


®(p) = A(®(p)), (2.205) 


因此 对 于 所 有 密度 算 子 pe D(X), O(p) 都 是 对 角 的 . 
反 过 来 , 如 果 @(p) 是 对 角 的 , W B(p) = All) 因此 对 于 每 一 个 pe D(X) 都 有 


(6 — A®)(p) = 0. (2.206) 
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HER D(X) 张 成 整个 L(V), 我 们 可 以 得 到 © = Ad, 并 且 因 此 可 知 更 是 量子 -经 典 
H. 口 
下 一 个 定理 揭示 了 量子 -经 典 信道 与 测量 的 等 价 关 系 . 本 质 上 , eE, YV) 形式 的 量子 - 
经 典 信道 精确 地 表示 了 可 以 被 当 作 对 寄存 器 X 的 测量 的 信道 . 即 进行 测量 u: 5 Pos(X), 
然后 将 结果 储存 到 带 有 经 典 态 集合 的 寄存 器 Y 上 . 
定理 2.37 KX ALKIL, E AFAR, 而 J = CY. 下 列 两 个 互补 的 事实 
成 立 : 
1. 对 每 一 个 量子 -经 典 信道 D cC, YV), 存在 一 个 唯一 的 测量 u: E — Pos(X) 使 得 对 所 
A X EL(X)， 


B(X) = X (mla), X) Eaa (2.207) 
aed 


都 成 立 . 
2. 对 每 一 个 测量 由 :了 一 Pos( 蕊 )， 由 式 (2.207) 定义 的 、 对 所 有 X ELIX) 都 成 立 的 映射 
E T(X, V) 是 一 个 量子 -经 典 信 道 . 
证 明 ”首先 假设 deCl, y) 是 一 个 量子 -经 典 信道 . 因此 对 所 有 X eL) 
D(X) = A(®(X)) = Y (Faas ®(X)) Baa = > (®* (Pa), X) Ba (2.208) 
aed acd 


都 成 立 . 将 函数 u: 0 + L(Y) 定义 为 对 每 一 个 aed 都 满足 
(a) = ®*(Ea,a). (2.209) 


由 于 更 是 正 的 , 所 以 B* 也 是 正 的 (根据 命题 2.18), 因此 可 知 对 每 一 个 ae E 都 有 (a) € 
Pos(¥). 另外 , 由 于 是 保 迹 的 , 则 O* 是 保 么 映射 (根据 定理 2.26)， 因 此 我 们 有 
>》 ula) = 》 0 = ğ*(ly)= 1x (2.210) 
acd aces 
由 上 可 知 , 既然 对 所 有 的 X ELX), 式 (2.207) 都 成 立 , 则 j 是 一 个 测量 . 
为 了 证 明 对 于 所 有 X e L(t) WEA (2.207) 的 测量 pp 是 唯一 的 , 我 们 设 v: E — Pos(X) 
是 对 所 有 Xe L(V) 都 满足 
D(X) = >_(v(a), X) Eaa (2.211) 


acd 
的 任意 测量 . 我 们 可 以 得 到 , 对 所 有 X eL) MA 
X (nla) — v(a), X) Eaa = 0. (2.212) 
acd 
这 意味 着 对 每 一 个 a e 都 有 v(a) = Woa)， 即 完成 了 对 第 一 个 事实 的 证 明 . 
现在 , 我 们 假设 六 :了 2 一 Pos(¥’) 是 一 个 测量 , 然后 设 Be T(X, V) 满足 式 (2.207). 这 个 
映射 的 Choi 表示 是 


J(®) = Y Baya ® pla) (2.213) 
acd 
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这 是 一 个 半 正定 算 子 , 因此 满足 


Try(J(®)) = 》 ma) = Lx =1x. (2.214) 
aed 
根据 推论 2.27, P 是 一 个 信道 . 我 们 可 以 看 到 , 对 每 一 个 pe D(X), O(p) 都 是 对 角 的 . 因此 
根据 命题 2.36, D 是 一 个 量子 -经 典 信 道 . 至 此 我 们 完成 了 对 第 二 个 事实 的 证 明 . 口 
正如 下 一 个 命题 所 说 , 8 ECX, V) 形式 的 量子 -经 典 信道 的 集合 是 紧 且 凸 的 . 
命题 2.38 设 针 与 》 为 复 欧 几 里 得 空间 . PECX, Yy) 形式 的 量子 -经 典 信道 的 集合 
是 紧 且 凸 的 . 
证 明 ”首先 我 们 可 以 看 到 , $ eC, y) 形式 的 量子 -经 典 信道 的 集合 可 以 由 


{AY : VEC(A,y)} (2.215) 


给 出 ， 这 里 Ac CY) 是 定义 在 空间 Y 上 的 完全 失 相 信道 . 事实 上 ， 对 每 一 个 信道 Y € 
C(x, YV) 而 言 ， 基 于 信道 A BREN ( 即 AA = A) 的 事实 , 可 知 AU 是 一 个 量子 -经 典 信 
道 . 另 一 方面 , 根据 定义 , 每 一 个 量子 -经 典 信道 更 都 满足 8 = Ad, 因此 可 以 用 集合 (2.215) 
表示 它 , 这 里 v=o. 

根据 命题 2.28, 集合 CX, V) PRAM. 定义 在 C(x, V) 上 的 映射 VK AV 是 连续 
的 ， 因 此 它 将 Cx, YV) 映射 到 一 个 紧 且 凸 的 集合 上 . CX, VY) 相对 这 个 映射 的 像 正 好 就 是 集 
A (2.215), 也 就 是 与 P € C8, V) 形式 的 量子 -经 典 信道 的 集合 保持 一 致 . 至 此 我 们 完成 了 
证 明 . 口 


2.3.2 ”测量 的 基本 概念 

下 面 几 个 小 节 将 介绍 与 测量 相关 的 各 种 概念 与 事实 . 
2.3.2.1 乘积 测量 

假设 X = (Yi1,… ,Yn) 是 一 个 复合 寄存 器 . 我 们 可 以 考虑 一 些 独 立 作 用 于 寄存 器 Yi，… ， 
Yn 上 的 测量 


[41 : 2] = Pos( Yi) 


(2.216) 
Hn : En 一 Pos(Yn). 
这 个 步骤 可 以 看 作 一 个 单独 作用 在 X 上 的 测量 
uu: X-++X Eq — Posl Y): (2.217) 


这 个 测量 被 定义 为 对 每 一 对 (a1,… ,an) CD x… x En 都 满足 


H(a1,°°° , Qn) = pm (a1) Q- -Q Hn(an) (2.218) 
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的 测量 . 这 一 类 测量 u 称 为 X 上 的 乘积 测量 . 
我 们 可 以 验证 : 当 一 个 乘积 测量 作用 在 乘积 态 上 时 , 每 一 个 独立 测量 的 测量 结果 都 是 独 
立 分 布 的 . 


2.3.2.2 ”部 分 测量 
假设 X = (Yi,… Yn) 是 一 个 复合 寄存 器 , 而 对 于 每 一 个 选 定 的 k€ {1,… ,n}, 测量 


u: — Pos(Y) (2.219) 


都 仅 作用 于 寄存 器 Ye 上 . 这 样 的 测量 不 仅 产生 一 个 测量 结果 a € 2， 而 且 可 以 决定 寄存 器 
在 测量 后 的 态 
(Yine a Veo ty Yeti y Ven) (2.220) 


当然 具体 的 态 由 测量 的 结果 决定 . 对 于 寄存 器 X 上 给 定 的 态 pe D(A’), 每 一 个 测量 结果 出 
现 的 概率 以 及 该 结果 对 应 的 测量 后 寄存 器 的 态 (2.220), 都 可 以 通过 对 应 于 测量 j 的 量子 -经 
典 信道 计算 出 来 . 

对 于 Z=, 将 这 个 量子 -经 典 信道 记 为 更 C(V,., Z) 使 得 对 应 每 一 个 Ye L(Y) 都 


有 
B(Y) ii X (ula), Y Bai (2.221) 
ach 
考虑 复合 寄存 器 的 态 
人 (2.222) 


这 个 态 是 由 先 作 用 信道 © 到 Yk, 然后 作用 一 个 置换 而 不 改变 寄存 器 的 信道 
(Vis? es Vijita Ya) == (Z, Yi Ya epr i Ys) (2.223) 
得 到 的 . 这 个 寄存 器 的 态 (2.222) 的 结果 可 以 确切 地 写成 


X Eaa ® Try, (ly,@...@y_1 Q ula) 8 Ly,,8...8y,)p). (2.224) 
acd 


AS (2.224) 是 一 个 经 典 -量子 态 , 因而 它 自然 地 对 应 到 一 个 系 综 
n : E — Pos(Y, 8 +++ @ Ve-1 BY Q -Q Vn) (2.225) 
E, 这 个 系 综 定义 为 对 每 一 个 ae 2 都 满足 
n(a) = Try, (nee ai ® Hla) @1y,,,0--ey,)P)- (2.226) 


这 个 系 综 描述 了 测量 po 的 测量 结果 的 分 布 以 及 剩 下 的 寄存 器 的 态 ， 也 即 是 对 应 每 一 个 概率 
为 
Tr(n(a)) = (ula), plY#]) (2.227) 
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的 测量 结果 a € 5, 假设 结果 a cD 出 现 的 概率 是 正 的 ， (Yis YY s Yn) AIF 
的 态 变 成 
nla) _ Try, ((Ly,@---@,._1 ® Hla) 8 Ly, ,,@.-@y, )P) 
Tr(n(a)) (u(a), plYx]) | 
例 2.39 KROA—-T+fRR, MYSZAWUS AARARANAER. 使 得 Yy = C 
并 且 Z =C. CMATrED(VAZ)A 





(2.228) 


T= = y Ebc Q Epc, (2.229) 
[Z| Fe 

然后 考虑 一 个 任意 的 测量 po: 一 Pos(27). 如 果 当 寄存 器 对 (Y,Z) 处 于 态 r 时 将 这 个 测量 

作用 到 Y 上 , 则 结果 a eT 的 出 现 概 率 为 


a) = (ula), oY) = a (2.230) 
当 测 量 结果 为 a 的 事件 发 生 时 , Z 上 的 春 变 成 
1 
p(a) 


_ TO 1 _ _ Ha)" 
a) Bl 2 MMB) Boe = pa 


Try ((u(a) @ 1z)r) 
(2.231) 





2.3.2.3 ”投影 测量 与 Naimark 定理 


当 且 仅 当 一 个 测量 u: 一 Pos(V) 对 于 每 一 个 a € E 都 满足 其 每 个 测量 算 子 是 一 个 投 
影 (a) € Pro(X) 时 , 它 称 为 投影 测量 . 

下 面 这 个 命题 表明 投影 测量 的 测量 算 子 必然 是 两 两 正 交 的 ， 并 且 因 此 必须 投影 到 正 交 
空间 上 . 因此 对 于 u: E Pos(8) 形式 的 投影 测量 , 使 得 ula) 非 零 的 aez 的 不 同 值 的 数 
量 不 会 超过 dim(X). 

命题 2.40 HE AFHR, X 为 复 欧 几 里 得 空间 , mu: — Pos(X) 为 投影 测量 . 集 


合 
{u(a): aed} (2.232) 
是 一 个 正 交 集合 . 
证 明 ”由 于 是 一 个 测量 , 则 有 
>》 Ha) = 1x, (2.233) 
aed! 
因此 它 的 和 的 平方 必然 是 其 本 身 : 
X ula)u(b) = (5 uo) = pla). (2.234) 
a,bexX aed aed 


因为 每 一 个 算 子 ua) 部 是 投影 算 子 , 所 以 我 们 可 以 得 到 


> uau) = >》 ula) + >》 p(a)u(d), (2.235) 
a,bEX ae a,bEE 
a+b 
因此 
> (a) (db) = 0. (2.236) 
ie 


将 等 式 两 边 同 时 取 迹 ， 可 以 得 到 


>, (ala), 2(b)) = 0. (2.237) 
ah 


任意 两 个 半 正 定 算 子 的 内 积 都 是 非 负 的 ， 因 此 对 于 所 有 满足 a Ab Waber, MA 
(ula), (5b)) = 0. 至 此 我 们 完成 了 证 明 . p 
对 于 复 欧 几 里 得 空间 X = C™ 上 任意 的 规范 正 交 基 {ra : a € 2}， 定 义 为 对 每 一 个 

aed 都 满足 
pia) = 6,2, (2.238) 


的 测量 jy : — Pos(*) 是 投影 测量 的 一 个 例子 . 这 一 类 测量 可 以 更 确切 地 称 为 完全 投影 测 
量 . 这 个 测量 通常 也 称 为 对 应 基 {za : ae D} 的 测量 . 
例 2.41 设 允 为 字母 表 , X = CY>. AF YX 的 标准 基 的 测量 是 定义 为 对 每 一 个 ae 
都 满足 
nla) = Eza (2.239) 


的 测量 u: E 一 Pos(¥). 对 应 给 定 的 态 p ED), 该 态 在 作用 完 测量 /后 的 每 一 个 测量 结 
Bae dD 对 应 的 概率 等 于 对 应 的 对 角 元 pla,a). 另外 , 我 们 可 以 看 到 这 个 测量 所 对 应 的 量 
子 -经 典 信道 是 一 个 完全 失 相信 道 Ae C(X). 口 

下 面 这 个 定理 (Naimark 定理 ) 确立 了 任意 测量 与 投影 测量 的 关联 . 这 个 定理 可 以 引出 ， 
任何 测量 都 能 被 看 作 一 个 作用 在 复合 寄存 器 上 的 投影 测量 ， 而 原 寄 存 器 是 这 个 复合 寄存 器 
的 一 个 子 寄 存 器 . 

定理 2.42 (Naimark 定理 ) 设 浆 为 复 欧 几 里 得 空间 , D AFAR, w:U— Pos(X) 为 
一 个 测量 , 而 了 = C2. 存在 一 个 等 距 算 子 Ac UX, XY) 使 得 对 于 每 一 个 aQE 了 都 有 


ula) = At (lx © Esa) A: (2.240) 
证 明 ”将 算 子 AeL(X,X 名》 定义 为 
A= >. y ula) 8 ea. (2.241) 


aed 


则 有 
A*A= > ula)=1x, (2.242) 


acy 
因此 A 是 等 距 的 . 对 每 一 个 os 2， 我 们 想 要 的 式 (2.240) 都 成 立 ， 因 而 至 此 我 们 完成 了 证 
AH. 口 
推论 2.43 设 交 为 复 欧 几 里 得 空间 , E AFHR, mu: — Pos(\X) 为 一 个 测量 . F 
外 设 》= CY Huc VASES. 则 存在 一 个 投影 测量 7 :了 一 Pos( 七 @@J) 使 得 对 每 一 
AN X ELX) 都 有 
(v(a), X & uu*) = (u(a), X}. (2.243) 


证 明 设 Ae U(X,X 站) 为 等 距 算 子 ， 定理 242 保证 了 它 的 存在 性 ， 选择 西 算 子 
U e U(X 8Y) 使 得 
U(lx&u)=A (2.244) 


成 立 . 然后 将 v : DS Pos(X 9V) 定义 为 对 每 一 个 a cd WA 
v(a) = U* (Lyx ® .Eo ad (2.245) 


可 知 v 是 一 个 投影 测量 , 并 且 如 我 们 希望 的 那样 , 对 每 一 个 a€ 5 都 有 
(v(a), X Buu)= (Lx 9 u*)U* (Lx 9 Ea a)UAx @ u), X) 


= (A* (lx ® Eaa)A,X) = (un(a), X). 


2.3.2.4 ”信息 完备 测量 


寄存 器 的 态 是 由 它们 生成 的 测量 的 统计 性 质 唯 一 决定 的 . 更 精确 地 说 , 给 定 寄存 器 上 每 
一 个 测量 的 结果 的 概率 已 经 足够 给 出 对 该 寄存 器 的 态 的 描述 . 事实 上 , 有 时 我 们 可 以 给 出 一 
个 更 有 力 的 声明 : 存在 某 些 测量 , 它们 可 以 通过 单独 产生 的 测量 统计 唯一 地 确定 寄存 器 的 每 
一 个 可 能 的 态 . 这 些 测量 称 为 信息 完备 测量 , 其 特征 是 测量 算 子 可 以 张 成 它们 所 在 的 整个 算 
pr lal. 

更 明确 地 说 ， 当 一 个 作用 在 复 欧 几 里 得 空间 x 上 的 测量 pp: > 一 Pos(X) 满足 


span{p(a) : a € E} = L(&¥) (2.247) 


时 , 它 称 为 信息 完备 测量 . 对 于 任意 这 样 的 测量 ， 以 及 任 选 的 p se D(X), 我 们 可 以 得 到 , 由 
p(a) = (u(a), p) 定义 的 概率 向 量 pe P(D) 唯一 地 决定 了 态 p. 这 个 事实 来 自 下 面 这 个 命题 . 
命题 244 HE AFER, VX 为 复 欧 几 里 得 空间 ,，{Aa : aEzZ}cCEL( 交 ) 为 一 些 满足 


span{A, : a E E} = L(&) (2.248) 


88 STE Et 


的 算 子 . 对 每 个 X EL(X) haci, 都 满足 
(p(X))(a) = (Aa, X) (2.249) 


的 映射 o: L(X) 一 C” 是 一 个 单 射 . 
证 明 i X,Y eL(X) 满足 9(X) = 9(Y), ERREA aci 都 有 


(Ag, X —Y) =0. (2.250) 
由 于 {4 : a € E} TR L(Y), AGA RSE POA ET AM ATA 2 e L(Y) 都 有 
(Z,X —Y)=0, (2.251) 
因此 x -Y=0, 由 此 完成 了 证 明 . 口 
下 面 这 个 例子 提供 了 一 个 在 任 选 的 复 欧 几 里 得 空间 上 构造 信息 完备 测量 的 方法 . 
例 2.45 wo AFRR, X=, 而 
{pap : (a,b) € E X E} C D(X) (2.252) 
为 可 以 张 成 所 有 L(Y) 的 密度 算 子 的 合集 . Bil 2.7 构造 了 一 种 这 样 的 集合 . 我 们 再 定义 
Q= > Pass (2.253) 


(a,b)Exxd 
我 们 可 以 看 到 Q 是 半 正 定 的 ; 如 果 不 是 ， 则 会 存在 一 个 非 零 向 量 u c X 对 每 一 对 (a,b) € 
=x D 都 满足 (pao, uu*) = 0. 这 与 命题 2.44 相 矛 盾 . 可 以 验证 , 定义 为 对 每 一 个 (a,b) € xD 
都 满足 
pa, b) = Q7? pa pQ? (2.254) 
HKR u: E xE Pos(¥) 是 一 个 信息 完备 测量 . 口 
2.3.2.5 ” 非 破坏 性 测量 与 仪器 
在 有 些 情况 下 , 考虑 测量 的 另 一 种 定义 会 更 方便 . 在 这 种 定义 下 , 测量 不 再 破坏 寄存 器 . 
相反 ， 一 个 被 测量 的 寄存 器 会 进入 一 个 由 初 态 与 得 到 的 测量 结果 共同 决定 的 态 中 ， 更 一 般 
地 , 我 们 可 以 认为 测量 过 程 将 被 测量 的 寄存 器 转换 成 男 一 个 寄存 器 . 
在 这 类 定义 中 ， 经 常 被 其 他 作者 当 作 测量 定义 的 一 个 例子 是 由 如 下 过 程 的 合集 所 描述 
的 : 
{Ma : a EE} CL(X), (2.255) 


这 里 I 是 测量 结果 的 字母 表 , X 是 对 应 被 测量 寄存 器 的 复 欧 儿 里 得 空间 , 使 得 


>》 MIM, = 1x (2.256) 


aed 


成 立 . 当 这 种 形式 的 测量 作用 到 处 于 态 pe D(X) 的 寄存 器 X 上 时 , 将 会 发 生 两 件 事 : 
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1. 站 中 的 一 个 元 素 会 被 随机 选 出 . 得 到 每 一 个 结果 a CD 的 概率 是 (Ms Mz, p). 
2. SMR acd 被 选 出 后 , 寄存 器 X 的 态 变 成 
MapM; 
(Mz Ma, P) 
在 本 书 中 , 这 类 测量 将 称 为 非 破 坏 性 测量 . 
一 个 更 一 般 化 的 测量 概念 将 由 如 下 合集 描述 : 
{da : a E E} C CP(X, Y), (2.258) 


这 里 E 是 测量 结果 的 字母 表 , X 是 对 应 被 测量 寄存 器 的 复 欧 几 里 得 空间 , 而 YV 是 任意 的 复 
欧 几 里 得 空间 . 在 这 种 情况 下 , 这 些 映 射 的 和 必须 构成 一 个 信道 : 
>》 Ba € C(X,Y). (2.259) 


aed 
当 这 类 测量 作用 到 处 于 态 p e D(Y) 的 寄存 器 X 上 时 , 会 发 生 两 件 事 : 
1. E 中 的 一 个 元 素 会 被 随机 选 出 . 得 到 每 一 个 结果 a cD 的 概率 是 Tr(B,(p)). 
2， 当 测量 结果 ae 被 选 出 后 ,寄存 器 X 被 转换 为 处 于 态 


Palp) 
Telo) aii 


(2.257) 





的 寄存 器 Y. 
通过 这 种 方法 推广 得 到 的 测量 的 概念 称 为 仪器 (或 者 量子 仪器 ). 式 (2.255) 形式 的 非 破坏 性 
测量 可 以 用 式 (2.258) 形式 的 仪器 表示 . 这 个 表示 定义 为 , 对 每 一 个 a € 2， 


(X) = M,X M*. (2.261) 


可 以 表示 为 仪器 的 过 程 , 包括 非 破 坏 性 测量 ， 也 可 以 用 信道 与 (普通 的 ) 测量 的 结合 
表示 . 特别 地 , 对 于 式 (2.258) 形式 的 给 定 仪器 , 我 们 可 以 考虑 一 个 (经 典 ) 寄存 器 Z 及 其 对 
应 的 经 典 态 集合 D, 然后 定义 信道 D cC, Zo y) 为 对 任意 X eL) 都 满足 


D(X) = 》 Eaa ® Ba(X). (2.262) 
aE€EY 
® 确实 是 一 个 信道 ,因为 我 们 在 考虑 一 个 仪器 时 ， 必 须 在 式 (2.258) 形式 的 函数 上 加 上 一 些 
限制 : 由 映射 合集 {B。: ae D} 的 全 正 性 可 以 推出 更 是 全 正 的 , 而 由 条 件 (2.259) 可 以 推出 
是 保 迹 的 . 
现在 ,如 果 这 样 的 信道 © 作用 在 寄存 器 X 上 , 然后 在 寄存 器 Z 上 作用 一 个 基于 Z 的 
标准 基 的 测量 , 那么 正如 前 面 所 说 ,这 个 测量 结果 的 分 布 ,以 及 每 一 个 可 能 的 结果 对 应 的 寄 
存 器 Y 上 的 态 , 与 仪器 (2.258) 对 应 的 过 程 一 一 对 应 . 


2.33 ”极点 测量 与 系 综 


测量 与 系 综 可 以 相对 直接 地 当 作 凸 集中 的 元 素 . 我 们 将 在 下 面 介绍 这 些 集合 的 极点 的 
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2.3.3.1 测量 的 凸 组 合 


对 于 复 欧 几 里 得 空间 x 与 字母 表 L, 我 们 可 以 用 如 下 方法 得 到 j :划一 Pos(¥) 形式 的 
测量 的 凸 组 合 . 对 于 字母 表 下 、 概 率 向 量 pe P(T), 以 及 对 于 每 个 beT 的 jw :5 一 Pos(X) 
形式 的 测量 的 一 个 合集 {m : DET}. 我 们 定义 测量 


u=} PH (2.263) 
bET 


使 得 对 所 有 a cD 都 有 
u(a) = X` p(b)p (a). (2.264) 


bel 
这 样 给 出 的 测量 的 凸 组 合 等 价 于 将 所 有 0 : — Herm(Y) 形式 的 函数 的 集合 直接 当 作 实数 
ENS], AREAS. 
通过 将 每 个 测量 pp: E — Pos) 与 其 量子 -经 典 信 道 


D(X) = 》 (ula), X)Ea,a (2.265) 
aed 


一 一 对 应 , 我 们 可 以 得 到 上 述 概念 的 一 个 等 价 描述 . 这 样 , 测量 的 凸 组 合 就 与 其 相关 信道 的 
一 般 凸 组 合 对 应 起 来 . 

由 凸 组 合 (2.263) 描述 的 测量 可 以 被 看 作 如 下 过 程 的 一 个 等 价 形式 : 根据 概率 向 量 p 选 
bel, 然后 根据 选择 的 符号 ber 作用 测量 m. 测量 p 的 结果 将 作为 新 测量 的 输出 , 而 
符号 b eT 将 被 舍弃 . 


2.3.3.2 ”极点 测量 


正如 命题 2.38 所 说 , 所 有 量子 -经 典 信 道 的 集合 是 紧 且 上 同 的 . 如 果 一 个 测量 所 对 应 的 量 
子 -经 典 信道 是 这 个 集合 的 极点 ， 则 这 样 的 测量 称 为 极点 测量 . 下 列 声明 给 出 了 这 种 情况 更 
具体 的 定义 . 而 接 下 来 的 定理 揭示 了 极点 信道 的 一 个 性 质 . 
定义 2.46 设 也 为 字母 表 , 为 复 欧 几 里 得 空间 . 如 果 对 于 所 有 满足 由 = Wo 十 (1 一 入)1a 
的 测量 uo, yi: E — Pos(¥) (这 里 的 实数 c (0,1)), 都 有 wo = m, MAE pw: dD — Pos(X) 
是 一 个 极点 测量 . 
定理 2.47 设 革 为 复 欧 几 里 得 空间 , DAFA, Hu: D— Pos\XY) 为 一 个 测量 当 
且 仅 当 每 一 个 函数 0 :如 一 Herm(*L), 如 果 对 所 有 a E 都 满足 
>》 gb(a) =0 (2.266) 
acd 
且 im(#(a)) Cim(pu(a)), 则 9 EFTE ( 即 对 于 所 有 aed, O(a) =0) 时 , 为 一 个 极点 测量 . 
证 明 ”这 里 我 们 用 道 反 命题 来 证 明 这 个 定理 . 首先 假设 u 不 是 极点 测量 ， 则 存在 不 同 
的 测量 uo, pı : D — Pos(X) 与 标量 € (0,1) 使 得 


u = Apo + (1 — NA1. (2.267) 


在 这 种 情况 下 ， 存在 不 同 的 测量 Vo, vi : E — Pos(X) 使 得 


Vo + Vy 


b= 5 (2.268) 
特别 地 , 我 们 可 以 设 
vo = 2Auo + (1 — 2A) py B. Vi = Hi, A, 1/2; 
(2.269) 
Vo = Lo 县 vı = (2A — 1)Wo + (2 — 2A), A > 1/2. 
x2 XO: 0 — Herm(’’) 使 得 对 每 一 个 aeE ABA O(a) = wla) — 4 (a). 则 
>》 a(a) = >》 (a) — >》 (a) = 1x —1x =0. (2.270) 
aed ae QED 
男 外 , 对 于 每 一 个 a ek, 
im(@(a)) C im(vo(a)) + im(vi(a)) = im(p(a)). (2.271) 


其 中 的 等 号 来 源 于 如 下 事实 : vla) 与 vi(a) EFEN, H p(a) = (wla) 十 vi(a))/2. 最 后 ， 
由 于 v 与 ww 是 不 同 的 , 所 以 9 不 可 能 恒 和 等于零. 
现在 假设 函数 0 : — Herm(X) PESTE, 并 且 对 所 有 ae 都 满足 


> Bta)=0 (2.272) 


aed 
FH. im(6(a)) C im(pi(a)). 对 每 一 个 we E, 必然 存 在 一 个 正 实数 s。> 0 使 得 
u(a)+e,0(a) >0 H pla) —e,6(a) > 0. (2.273) 
这 是 由 于 ula) 是 半 正 定 的 , H O(a) 是 一 个 Hermite 算 子 , 使 得 im(0(a)) C im(p(a)). 设 
e=min{e, : a € E} (2.274) 


然后 定义 
wo=pw—-66 H pw=pted. (2.275) 


我 们 可 以 看 到 j= (uo +) /2. 由 于 0 PESTE, M s BIER, 则 jo 与 ji 不 一 致 . 最 后 ， 
因为 Ho 5 Hı 都 是 测量 : 由 假设 (2.272) 可 以 推出 


> Hola) = 2 (a) = X ula) =1x. (2.276) 
aed acr aED 
另外 由 不 等 式 (2.273) 可 以 得 出 测量 算 子 no(a) 与 mla) 对 于 每 一 个 we 5 都 是 半 正 定 的 . 
因此 我 们 可 以 得 到 y 不 是 一 个 极点 测量 . 至 此 我 们 完成 了 证 明 . m 


定理 2.47 有 着 各 种 各 样 的 影响 , 包括 如 下 推论 . 第 一 个 推论 告诉 我 们 极点 测量 最 多 可 以 
有 dim(X)? 个 非 零 测 量 算 子 . 
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推论 2.48 设 二 为 复 欧 几 里 得 空间 , UAFAR, mH uw: Ec Pol) 为 一 个 测量 . 如 
果 凡是 极点 测量 ， 则 
{a€ E :1(a) #0} < dim(&}’. (2.277) 
证 明 ”这 里 我 们 用 逆反 命题 来 证 明 这 个 定理 . 设 
T={aexX: pla) £0}, (2.278) 


假设 I| > dim(X)?, 然后 将 测量 算 子 的 合集 {ula): ae} 当 作 实 向 量 空间 Herm() 的 一 
个 子 集 . 根据 假设 I| > dim(X)?, 集合 {u(a) : a ET} 必然 是 线性 相关 的 , 因此 存在 不 全 为 
BWSR {aa : acl}, 使 得 


S apla = 0. (2.279) 
aer 
将 函数 0: E — Herm(X) 定义 为 
6(a) = a ee (2.280) 
0 agr. 
则 有 9 PESTE, 并 且 满 足 对 所 有 ac, 
>》 gb(a) =0 (2.281) 
Q ED 
并 且 im(6(a)) C im(p(a)). 因此 根据 定理 2.47, 测量 y 不 是 一 个 极点 测量 . 至 此 我 们 完成 了 
证 明 . 口 


结合 推论 2.48、 命题 2.38 以 及 定理 1.10 可 以 推出 下 面 的 推论 . 

推论 2.49 设 车 为 复 欧 几 里 得 空间 , DU AFER, 而 几 : 台 一 Pos() 为 一 个 测量 . 存 
在 一 个 字母 表 工 、 概率 向 量 pE PT), 以 及 wy: U — Pos(V) 形式 的 测量 的 合集 {m : DET}, 
满足 对 所 有 bET 都 有 


{a€ E£ : mla) #0}| < dim(4)? (2.282) 
且 
n=} v(b) 0. (2.283) 
bel 


对 于 测量 算 子 的 秩 皆 为 1 的 测量 ,如 下 列 推论 所 示 ， 定理 2.47 给 出 了 一 个 测量 是 否 是 
极点 的 判 据 . 
推论 2.50 REX ARKILE REM, E AFHR, 而 {za : a E D} CX 是 一 个 非 零 
向 量 的 合集 ， 并 满足 
y maike (2.284) 


aed 
对 每 一 个 aed, SARS {rar} : a € X} C Herm(*V) 是 一 个 线性 无 关 集 合 时 ， 由 ula) = 
Tot, 定义 的 测量 pp: U— Pos(X) 是 一 个 极点 测量 . 
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证 明 ”这 个 推论 来 源 于 定理 2.47 以 及 如 下 事实 : 当 且 仅 当 对 于 某 些 aeC 有 HH= awu* 
IN, Hermite 算 子 H € Herm(2) 与 向 量 u € X 满足 im(A) C im(uu*). 口 

定理 2.47 的 另 一 个 结果 是 投影 测量 都 是 极点 测量 . 

推论 2.51 设 半 为 复 欧 几 里 得 空间 , E AFAR, 而 几 : 一 Pos(X) 为 一 个 投影 测 
量 . 此 时 凡是 一 个 极点 测量 

证 明 WAX 0 :了 2 一 Herm(X) WENT acd 都 有 


5 A(a) =0 (2.285) 
acd 
H im(6(a)) C im(p(a)). 因此 对 于 每 一 个 be 了 2， 都 满足 
N Hb)b(a) = 0. (2.286) 
aed 


根据 命题 2.40, 合集 {u(b) : be D} 是 正 交 的 . Ak, RE a Xd, O(c) 的 像 中 的 每 一 个 向 量 
都 与 1(b) 的 像 中 的 向 量 垂直 ， 因 而 
O(a) a=b 


u(b)0(a) = | (2.287) 
0 a £b. 


由 此 可 知 , 对 每 一 个 be 5, 9(b) = 0. 因此 函数 9 BESTE. 既然 如 上 的 结果 对 任意 的 9 都 
RL, 则 根据 定理 2.47, y 是 一 个 极点 测量 . O 
2.3.3.3 AMARA OAS 


态 的 系 综 的 凸 组 合 本 质 上 可 以 用 类 似 测量 的 凸 组 合 来 定义 . 也 就 是 说 ， 如 果 X 是 复 欧 
几 里 得 空间 , 2 与 工 是 字母 表 , p e P(T) 是 概率 问 量 , 并 且 


Nb : E — Pos(&) (2.288) 
对 每 一 个 5b eT 都 是 一 个 态 的 系 综 ， 则 满足 : 对 所 有 ae 都 有 
n(a) = 》 p(b)no(a) (2.289) 


bel 


的 函数 n: 2 Pos) 也 是 一 个 系 综 . 在 这 种 情况 下 , 我们 可 以 将 其 写成 


n= 2 pbm: (2.290) 
如 果 代 表 系 综 m 的 平均 态 的 密度 算 子 p © D(X) 定义 为 对 每 一 个 be TT， 有 
pi = 2 la), (2.291) 
则 系 综 n 的 平均 态 是 
X nla) = >_p(b)ps. (2.292) 


aeh berT 
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WEHR (推论 1.4) 的 一 个 直接 结果 是 , 所 有 7 : 了 一 Pos(X) 形式 系 综 的 集合 的 极点 有 
者 简单 的 形式 ， 即 它们 是 可 以 定义 为 


H a= b 
yla) = (2.293) 
0 a 天 bb 
WAS n. 这 里 ucr 是 一 个 单位 癌 量 , be 了 是 一 个 符号 . 

但 是 , 在 有 些 情况 下 , 我 们 只 想 考 虑 n : 一 Pos(X®) 形式 的 系 综 中 平均 态 为 p 的 子 集 . 
这 个 集合 代表 与 同样 形式 的 测量 的 集合 相同 的 凸 结构 ， 下 面 的 命题 揭示 了 其 引申 出 的 一 个 
有 用 的 事实 . 

命题 2.52 hy: D—Pos(\V) AAR, X 为 复 欧 几 里 得 空间 , 为 字母 表 ， 并 设 

p= 六 Ma). (2.294) 


aed 
存在 字母 表 工 以 及 m:E Pos) 形式 的 系 综 的 合集 {m6 :bET}, 满足 
1. 对 每 一 个 beT, m 的 平均 态 是 0: 


> mla) = p. (2.295) 
aed 
2. 对 每 一 个 bET, 满足 
{ac E: mla) # 0}| < rank(p)?. (2.296) 


3. At n 是 系 综 {mb :bET} 的 西 组 合 . 等 价 地 ， 对 任 选 的 概率 向 量 p E P(T)， 


n= 》 p(b)m (2.297) 
bel 
都 成 立 . 
HEARS w y 为 复 欧 几 里 得 空间 ， 满 足 dim(V) = rank(p)， 并 且 A CLIX) 为 满足 
AA* = p WHAT. 这样 的 算 子 A 必然 满足 ker(4) = {0} 并 且 im(4) = im(p)， 对 每 一 个 
acd, 都 有 


im(n(a)) C im(p) = im(A). (2.298) 
因此 根据 引 理 2.30， 我 们 可 以 得 到 结论 : 存在 一 个 半 正 定 算 子 Qa E Pos(V) 使 得 对 每 一 个 
acy, 
nla) = AQ,A". (2.299) 
现在 定义 :一 Pos(V) 满足 对 每 一 个 a cD WA ula) = Qa. AF 
AA’ = p= iJ n(a) = a(S no) A*, (2.300) 
ach aed 


则 由 ker(A) = {0} 可 以 推出 
Fluke, (2.301) 


因此 jy 是 一 个 测量 . | 
根据 推论 2.49, 存在 字母 表 工 , 满足 对 所 有 b eT 


{ae E : m(a) #0}| < dim(yV)? (2.302) 
都 成 立 的 jw : E — Pos( V) 形式 测量 的 合集 {m : ber}, LRM peP), 使 得 


w= pb)w. (2.303) 
ber 


对 每 一 个 bEeT, 和 定义 函数 m :了 一 Pos(X) 使 得 对 每 一 个 a ed 
mla) = Amla) A*. (2.304) 


可 以 看 到 , 每 一 个 m 都 是 一 个 平均 态 为 p WAS. 这 是 由 于 m 都 是 测量 , 并 且 要 满足 由 式 
(2.302) 直接 得 到 的 必要 条 件 (2.296). 最 后 , 我 们 得 到 对 每 一 个 a € 区， 


Dp(b)m(o) = A Erm A* = Ap(a)A* = n(a). (2.305) 


be. bel 


因此 式 (2.297) 成 立 , 也 即 完成 了 证 明 . O 


2.4 ”习题 
习题 2.1 EATER, X 为 复 欧 几 里 得 空间 , 而 $ : Herm(X)—> R? 为 线性 函数 . 
证 明 如 下 两 个 命题 等 价 : 
1. 对 每 一 个 密度 算 子 pe D(X), o(p) E€ P(N) RA. 
2. 存在 测量 pp: 2 一 Pos(X) 使 得 对 每 一 个 He Herm(X) 与 a€ 


($(H))(a) = (u(a), H}. (2.306) 
习题 2.2 设 革 与 站 为 复 欧 几 里 得 空间 , 区 为 字母 表 , fl 1: ¥ — Pos) 为 态 的 系 综 . 
进一步 假设 癌 量 we oy 满足 


Try(uu*) = >. n(a). (2.307) 
aed 


证 明 存 在 测量 u: D> Pos(V) 使 得 对 所 有 ae D 都 满足 
n(a) = Try((L1x ® p(a))uu"*). (2.308) 


习题 2.3 hoe CPX, YV) 为 非 零 全 正 映 射 . 这 里 XH y 为 复 欧 几 里 得 空间 . 设 

r =rank(J(®)) A ® HY Choi Z. 证 明 存 在 7 维 复 欧 几 里 得 空间 Z, 以 及 算 子 AC L(X@Z,y) 
使 得 对 于 所 有 X € L(X)， 

P(X) = A(X @1z)A*. (2.309) 


给 出 一 个 简单 的 包含 算 子 4 的 保 迹 算 子 , 使 其 与 © 等 价 . 
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习题 2.4 设 世 与 3 为 复 欧 几 里 得 空间 , eT, YV) 为 正 映 射 , 而 A eccy) 代表 关 
于 空间 Y 的 完全 失 相 信道 . 证 明 Ad 是 全 正 的 . 

习题 2.5 BROEEC(IXOZ,VOW) 为 信道 , XE x., y, Z 与 W 为 复 欧 几 里 得 空间 . 
证 明 如 下 两 个 命题 等 价 : 
1. 存在 信道 Y e C(x, y) 使 得 


Trw(J(®)) = J(V)®1z. (2.310) 


2. 存在 复 欧 几 里 得 空间 V 满足 dim(V) < dim(X 8 V), 且 存 在 信道 Bo € C(X,YV@v) 和 
©, €C(V@zZ,W), 使 得 


中 三 (LL) © Pı) (Do ® lr(z)). C2311) 


习题 2.6 RX V, Z5WARMILESS. 
(a) 证 明 如 果 一 个 算 子 Pe Pos(Y @ X) 对 任意 信道 © c C(X,Y) 都 满足 


(P, J(®)) = 1 (2.312) 


则 其 必然 是 如 下 的 形式 : 
P=l1y®p, (2.313) 


这 里 p € D(A). 
(b) REE CP(VEAX,WeZ) 为 全 正 映 射 , 则 下 列 命题 成 立 : 对 于 每 一 个 信道 BE € C(x, y), 
都 存在 一 个 信道 更 EC(2,)w) 使 得 


S(J(®)) = J(W). (2.314) 
证 明 必 然 存在 一 个 保 么 映射 A e CPX, Z) 使 得 对 所 有 Xe L(y @ X) 都 满足 
Trw(E(X)) = A(Try(X)). (2.315) 


(c) REECP(VAX,WeZ) 为 全 正 映 射 , 且 满 足 b) 中 的 条 件 . 证 明 对 于 某 些 复 欧 几 里 得 
空间 V, 存在 信道 so ECZ. @V) HZ, EC(IV@V_W), 使 得 下 列 性 质 成 立 : 对 每 一 
个 信道 8 cC, y) 由 式 (2.314) 唯一 地 确定 的 信道 更 EC(2Z,)Ww) 为 
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量子 信息 理论 代表 了 量子 物理 的 某 些 方面 的 数学 形式 , 特别 是 关于 在 抽象 物理 系统 中 储 
存 与 处 理 信息 的 方面 . 虽然 本 书 并 不 讨论 量子 物理 的 历史 , 但 是 还 是 应 当 指 明 , 本 书 中 的 数学 
理论 根本 上 来 自 拓展 出 这 一 领域 的 物理 学 家 的 贡献 , 包括 Plank. Einstein, Bohr, Heisenberg, 


Schrödinger, Born, Dirac 与 Pauli. von Neumann (1955) 的 Mathematical Foundations of 
Quantum Mechanics 黄 定 了 坚实 的 数学 基础 . 

“量子 态 可 以 由 密度 算 子 表示 ”是 由 von Neumann (1927) 与 Landau (1927) 分 别 独 立 提出 
的 . 而 等 价 于 量子 信道 的 一 个 表示 是 由 Haag 和 Kastle (1964) 提出 的 . 本 书 使 用 的 测量 的 定 
义 是 由 Davies 和 Lewis (1970) 提出 的 . 测量 的 这 个 定义 的 重要 性 在 Holevo (1972, 1973b, c, d) 
中 被 清晰 地 指出 ; 早期 的 理论 只 考虑 了 投影 测量 . Helstrom (1976) Kraus (1983) 的 书 中 进 
一 步 重 新 定义 了 量子 信息 论 中 关键 的 基础 要 素 . 

关于 量子 信息 历史 的 更 多 信息 可 以 在 Peres (1993)、Nielsen (2000) 以 及 Wilde (2013) 的 
书 中 找到 . 这 也 是 该 理论 本 身 不 可 缺少 的 参考 . Kitaev、Shen 和 Vyalyi (2002) 以 及 Bengtsson 
和 Zyczkowski (2006) 的 著作 也 介绍 了 本 章 所 讨论 的 数学 形式 ， 并 且 包 含 了 有 关 量 子 信息 与 
计算 的 共 些 专题 . 

Choi 表示 因 Choi (1975) 而 得 名 . 他 将 全 正 映 射 的 特征 表示 了 出 来 ( 见 定理 2.22 中 的 声 
明 1 与 3 的 等 价 性 ). 定理 2.31 也 是 在 同一 篇 文章 中 被 证 明 的 . 在 这 之 前 , de Pillis (1967) 与 
Jamiołkowski (1972) 使 用 了 类 似 于 Choi 表示 的 表示 ,因此 有 些 人 也 认为 这 个 表示 应 当 被 看 
作 传统 表示 . 

定理 2.22 是 Stinespring (1955)、Kraus (1971, 1983) 与 Choi (1975) 的 著作 中 的 多 种 结 
果 的 融合 . Stinespring 与 Kraus 还 证 明了 更 一 般 化 的 结果 ， 即 这 个 定理 在 无 穷 维 也 成 立 ; 定 
理 2.22 仅仅 是 它们 证 明 的 结果 在 有 限 维 上 的 对 应 (本 书 中 介绍 的 有 些 定理 都 与 此 类 似 , E 
们 通常 最 初 在 C*- 代数 中 被 证 明 , 然后 被 简化 成 复 欧 几 里 得 空间 的 版 本 ). 定理 2.25 与 2.26 
包括 它们 的 等 价 形式 都 可 以 从 de Pillis (1967) 与 Jamiolkowski (1972) 的 工作 中 对 应 得 出 . 

定理 2.42 是 我 们 熟知 的 Naimark 定理 (或 者 Naimark 扩展 定理 ) 的 一 个 简化 版 本 . 这 
个 定理 更 一 般 的 形式 由 Naimark (1943) 给 出 ,他 的 名 字 有 时 也 写作 Neumark. 这 个 更 一 般 
的 形式 对 于 某 些 无 穷 维 空间 以 及 测量 理论 中 有 着 无 穷 多 结果 的 测量 也 成 立 ， 这 个 定理 现在 
普通 被 认为 是 上 面 提 到 的 Stinespring 后 来 的 工作 的 直接 结果 . 

定理 2.47 给 出 的 极点 测量 的 特征 等 价 于 Parthasarathy(1999) 的 工作 中 的 结果 . 同一 篇 
论文 中 也 包含 了 推论 2.48、2.50 以 及 2.51 的 等 价 结 果 . 投影 测量 都 是 极点 测量 这 个 结论 ( 推 
论 2.51) 在 此 之 前 已 经 在 Holevo (1973d) 的 工作 中 被 证 明 . 

习题 2.2 展示 了 由 Hughston、Jozsa 和 Wootters (1993) 最 初 证 明 的 结果 . 而 习题 2.5 展示 
的 是 Eggeling、Schlingemann 和 Werner (2002) 对 Beckman. Gottesman, Nielsen 和 Preskill 
(2001) 所 提出 的 问题 (他 们 表示 这 个 问题 是 David DiVincenzo 最 早 想 到 的 ) 的 回答 . Gutoski 
和 Watrous (2007) 与 Chiribella、D’Ariano 和 Perinotti (2009) 将 这 个 结果 推广 到 了 多 步 不 
同 输入 、 输 出 的 量子 过 程 中 . 习题 2.6 展示 了 与 Chiribella、D'Ariano 和 Perinotti (2008) 的 
工作 相关 的 结果 . 
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The Theory of Quantum Information 


态 写 信道 间 的 相似 性 及 距离 





本 章 的 主要 内 容 包 括 : 量子 态 之 间 可 以 量化 的 相似 性 与 距离 的 概念 、 如 何 分 辨 两 个 或 多 
个 量子 态 ， 以 及 与 信道 相关 的 概念 . 

本 章 有 三 个 主要 部 分 : 3.1 节 讨 论 如 何 区 分 一 对 量子 态 、 相 关 迹 范 数 的 概念 ， 以 及 如 何 
将 这 种 方法 推广 到 多 个 态 的 情况 ; 3.2 节 介 绍 保 真 度 函 数 及 其 基本 性 质 和 形式 ,以 及 与 其 他 
概念 的 关系 ; 3.3 节 讨 论 完全 有 界 迹 范 数 ， 即 迹 范 数 在 算 子 空间 中 的 映射 上 的 自然 对 应 ， 以 
及 这 一 概念 与 量子 态 区 分 问题 的 联系 . 


3.1 STARI 


目 然 地 , 我 们 会 问 一 一 对 于 给 定 的 一 组 量子 态 , 通过 测量 , 我 们 能 在 多 大 程度 上 分 辨 它 
们 . 态 区 分 理论 即 是 对 于 思考 这 一 问题 的 一 种 抽象 

在 态 区 分 问题 中 , 最 简单 的 形式 是 : 从 两 个 已 知 的 量子 态 中 随机 选 出 一 个 , 制备 该 态 的 
寄存 器 并 将 其 交 给 一 个 理论 上 的 观察 者 . 观察 者 的 任务 便 是 通过 测量 这 个 寄存 器 , 区 分 出 这 
两 个 态 中 的 哪 一 个 被 选 了 出 来 . 基于 两 个 态 加 权 差 的 迹 范 数 ，Holevo-Helstrom 定理 给 出 了 
一 个 最 优 测量 , 能 正确 分 辨 出 该 态 的 概率 的 封闭 形式 表达 式 . 最 优 测量 的 具体 表述 会 在 该 定 
理 的 证 明 中 给 出 . 

态 区 分 问题 同样 可 以 考虑 区 分 多 于 两 个 态 的 情况 . 但 是 对 这 种 情况 的 分 析 比 双 态 问题 
要 难得 多 . 我 们 至 今 无 法 给 出 三 个 或 更 多 态 的 情况 下 最 优 成 功率 的 封闭 形式 表示 . 但 是 我 们 
可 以 将 求解 这 一 最 优 概率 表述 为 半 定 规划 问题 . 这 为 我 们 分 析 态 区 分 问题 提供 了 一 个 非常 有 
价值 的 工具 . 此 外 我 们 还 考虑 了 近似 解 及 其 性 能 界限 . 
3.1.1 ”区 分 一 对 量子 态 

区 分 寄存 器 X 上 给 定 的 两 个 量子 态 po. pr € D(X) 是 态 区 分 问题 最 简单 的 形式 . 分 析 这 
个 问题 的 关键 在 于 建立 态 区 分 与 迹 范 数 之 间 的 联系 . 更 一 般 地 说 , 我 们 可 以 看 到 迹 范 数 提供 
了 一 个 量化 两 个 量子 态 “ 可 测 差别 ”的 自然 方法 . 
3.1.1.1 ”区 分 一 对 概率 态 

在 讨论 一 对 量子 态 的 态 区 分 的 问题 之 前 , 先 讨论 在 概率 态 上 的 类 似 情况 会 很 有 帮助 . 在 
这 个 问题 中 , 考虑 包含 Alice 和 Bob 两 个 观察 者 的 情形 : 


情形 3.1 设 X 是 以 为 经 典 态 集 合 的 寄存 器 , 并 设 Y 是 以 {0,1} 为 经 典 态 集 合 的 寄 
Far. X 与 Y 在 本 情形 下 应 视 为 经 典 寄 存 器 . 另外 , 设 popi € P(E) 为 表述 X 的 概率 态 的 
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WKE, 并 设 A € [0,1] 为 实数 . 假设 Alice 与 Bob 都 知道 问 量 po 与 pi 以 及 和 的 信息 . 
Alice 在 寄存 器 Y 上 制备 一 个 概率 态 ， 使 得 其 值 为 0 的 概率 为 ,而 值 为 1 的 概率 为 

1 一 入 . 在 给 定 Y 的 经 典 态 的 条 件 下 ，Alice 进行 如 下 操作 之 一 : 

1. 如 果 Y =0, 则 Alice 将 X 制备 到 概率 态 po. 

2. WÈ Y=1, M Alice 将 X Hil PIAA pi. 

然后 将 寄存 器 X 给 Bob. 
Bob 的 目标 是 仅 通过 他 可 以 从 X 中 获取 的 信息 , 正确 地 区 分 Y 储存 的 比特 值 . 口 
在 上 述 情形 下 ,Bob 的 最 优 策略 , 即 最 大 化 正确 猜测 Y 值 的 概率 , 可 以 通过 Bayes 定理 

给 出 ， 即 对 于 每 一 个 be 区， 


_py_ Aol) 
PY = OX = 5) = 50) + (1 — Np) (3.1) 
Prey = IX = 6} T 


© Apo(b) + (1 — A)p1 (b) 
假设 我 们 知道 X = b, Bob 应 该 选择 Y 更 可 能 的 什 : WRIS E Apo(b) > (1—A)pı (b); 则 Bob 应 
该 猜 Y = 0; 而 如 果 满 足 Apo(b) < (1—A)pı (b); 则 Bob 应 该 猜 Y=1. 在 Apo(b) = (1—A)pi(b) 
的 情况 下 ，Bob 可 以 随意 地 猜 Y = 0 或 者 Y = 1. 因为 这 两 个 值 的 可 能 性 相等 ,因而 这 不 会 
影响 到 他 的 正确 率 . 

在 这 个 策略 下 ，Bob 正确 得 到 Y 的 值 的 概率 可 以 看 作 他 正确 的 概率 减 去 他 错误 的 概率 . 
这 个 差 值 由 


S | |Apo(b) — (1 — )pi(b)| = || Apo — (1 — Ara |], (3.2) 
bEY 


给 出 . 因此 Bob 正确 的 概率 是 由 值 
5 + 5llApo — (1— A)r: [l (3.3) 
确定 的 . 这 个 表达 式 清晰 地 将 概率 态 区 分 与 向 量 的 1- 范 数 关 联 了 起 来 . 
0 < ||Apo — (1 — A)pı ||; < 1. (3.4) 
这 里 第 二 个 不 等 号 来 自 三 角 不 等 式 . 这 与 概率 的 表达 式 (3.3) 一 致 . 在 极限 情况 下 ， 


| Avo = (1 — Arı |], = 0. (3.5) 


其 中 A = 1/2 并 且 po = pi. Bob 事实 上 可 以 任意 猜测 ,因为 无 论 如 何 正确 率 都 是 1/2. 在 另 
一 种 极限 的 情况 下 ， 

[po -0 — Nel =1 (3.6) 
满足 Xpo 与 (1 -和 )p1 的 支撑 集 不 相交 ,因此 Bob 可 以 准确 无 误 地 区 分 Y 的 值 . 在 其 他 情况 
下 , AA (3.4) 中 的 不 等 号 严格 不 等 时 ,这 代表 与 Bob 的 猜测 相应 的 确定 度 . 
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3.1.1.2 ”区 分 一 对 量子 态 


区 分 一 对 量子 态 的 任务 将 由 如 下 情形 表示 . 这 是 情形 3.1 的 自然 量子 推广 . 

情形 3.2 KX 是 寄存 器 ， 且 寄存 器 Y 是 经 典 态 集合 为 {0,1}. 寄存 器 Y 可 以 被 看 
作 一 个 经 典 寄存 器 , 而 X 可 以 是 任意 的 寄存 器 . 另外 设 po,p1 E D(X) AX WA, HHR 
A € [0,1] 为 实数 . 假设 Alice 与 Bob 都 知道 态 po 与 pi 以 及 数字 入 的 信息 . 

Alice 将 寄存 器 Y 制备 到 一 个 概率 态 上 ,使 得 它 的 值 为 和 的 概率 为 0, 值 为 1 一 和 的 概 
率 为 1. 在 给 定 Y 经 典 态 的 前 担 下 ，Alice 进行 如 下 操作 之 一 : 
1. 如 果 Y=0, 则 Alice 将 X 制备 到 态 po E. 
2. 如 果 Y=1, 则 Alice 将 X 制备 到 态 p E. 
然后 将 寄存 器 X 给 Bob. 

Bob 的 目标 是 通过 测量 X, 正确 地 区 分 存储 在 Y 中 的 二 元 值 . 口 

下 列 讨论 的 主要 目的 是 将 这 个 情形 和 迹 范 数 的 关系 与 情形 3.1 和 问 量 1- 范 数 的 关系 对 
应 起 来 . 下 面 这 个 关于 谱 范 数 而 非 迹 范 数 的 引 理 对 于 建立 这 种 对 应 非常 有 用 . 这 个 引 理 使 用 
了 一 种 比 完成 本 节目 标 所 需 的 更 一 般 化 的 表述 . 但 是 这 个 更 一 般 化 的 表述 形式 在 本 书 的 其 
他 地 方 将 非常 有 用 . 

5123.3 设 交 为 复 欧 几 里 得 空间 , E AFER., uc CY AME, A{P,: ace d}c 
Pos(¥) 为 一 组 半 正 定 算 子 . 如 下 不 等 式 成 立 : 










































































>) u(a)Pal] < llull |] X Pall- (3.7) 
acd aed 
证 明 KAT AC L(V, X @C™) 定义 为 
A= >, VP, Q ea. (3.8) 
acd 
谱 范 数 对 于 算 子 复合 来 说 是 次 可 乘 的 ,而 对 张 量 积 来 说 是 可 乘 的 , 因此 
> u(a)Pal] = || > u(a)A* (lx ® Ea,a)A 
acd acd (3.9) 
< A*I |$ u(a)Ea,a|| || Al] = |] ullool] All. 
acd 
根据 谱 范 数 的 性 质 (1.178), 我 们 可 以 得 到 
| All? = || A*A]] = |] > Pall, (3.10) 
acd 
因而 完成 了 证 明 . Oo 


现在 我 们 可 以 构建 情形 3.2 与 迹 范 数 的 直接 联系 . 下 一 个 定理 (Holevo-Helstrom 定理 ) 
用 数学 语言 将 这 个 关系 表示 了 出 来 . 
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定理 3.4(Holevo-Helstrom 定理 ) 设计 为 复 欧 几 里 得 空间 , po,p1 D(X) 为 密度 算 子 ， 
而 入 E [0,1]. 对 任 选 的 测量 u : {0,1} > Pos(X), FAME: 


Mu(0), po) + (1 —A)(u(1), P1) < 5 + 5llAp0 — 1— Apr lla (3.11) 


另外 ， 存 在 投影 测量 由 :{0,11+ 一 Pos( 志 ) 使 式 (3.11) RF. 


证 明 定义 
p=Apo + (1-A) 和 和 =Xo=(1 一 入 pi (3.12) 
使 得 
Apo = ers H (1-A) = PS, (3.13) 
因此 
A(H(0), po) + (1 — A)(H(L), p1) = gt z H(0) — p(1), Xx). (3.14) 


根据 引 理 3.3, 以 及 Schatten 范 数 的 Holder 不 等 式 , 我 们 有 
1 1 
z t 5 (#(0) — pol), A) 


eee | L. i 
<- + =|| (0) — w(1)]| X lli < = + =|] X lli 
5 + zla) — pIX <5 451% h 


将 式 (3.14) 与 式 (3.15) 合 起 来 就 得 到 了 式 (3.11). 
为 了 证 明 投影 测量 u: {0,1} 一 Pos(X) 可 以 使 得 式 (3.11) RÆ, 我们 要 考虑 Jordan- 
Hahn 分 解 : 


(3.15) 


X=P-Q, (3.16) 
这 里 P,Q € Pos(X). 定义 pw: {0,1} 一 Pos(X) 为 投影 测量 


(0) = The, 和 pl) = 1 — Tine). (3.17) 

则 有 
(u(0) -AD,X) = T(P) + THQ) = |X lh (3.18) 

因此 
My(0), po) + (1 — AC), p1) = $ + IX h (3.19) 
也 即 完成 了 证 明 o 


根据 定理 3.4, Bob 在 情形 3.2 中 对 测量 最 优 的 选择 以 
十 了 po 一 (一 Noalh (3.20) 


的 正确 率 确 定 了 Y 的 值 , 并 且 这 个 最 优 概率 是 由 投影 测量 达到 的 ， 
读者 可 能 会 对 Bob 在 情形 3.2 中 只 能 考虑 输出 为 0 和 1 的 测量 这 个 命题 有 所 疑问 . 比 
如 Bob 可 以 用 有 三 个 或 更 多 可 能 结果 的 测量 来 测量 Xx, 然后 根据 他 测量 的 结果 来 猜测 Y 的 
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值 . 但 是 这 类 策略 , 或 者 任何 只 能 考虑 X 的 策略 都 不 会 产生 更 一 般 的 结果 . Y 的 经 典 态 只 可 
能 定义 一 个 二 元 的 测量 ,并且 定理 3.4 对 这 个 测量 适用 ,因而 Bob 使 用 的 任何 过 程 最 终 都 
只 能 产生 两 种 猜测 结果 . 

下 面 这 个 命题 建立 了 算 子 迹 范 数 与 该 算 子 和 任何 测量 中 测量 算 子 的 内 积 定义 的 回 量 的 
1- 范 数 的 联系 . 该 命题 的 证 明 与 定理 3.4 的 证 明 有 所 重 登 . 

命题 35 设 闷 为 复 欧 几 里 得 空间 ， 民 为 字母 表 , w: 站 一 Pos(\X’) 为 一 个 测量 ， 而 
X ELIX) 为 算 子 . 定义 向 量 vEC> A 


v(a) = (u(a), X), (3.21) 
Zg ac. 则 满足 |lv|la < || XII. 


证 明 ”对 于 满足 对 每 一 个 ae 了 都 有 lula) = 1 的 一 些 向 量 ve CY. 我 们 有 


loll = X Kula), X)| = Y u(a)(u(a), X) = (> ula), X} (3.22) 


acd aed aed 


根据 引 理 3.3, 以 及 Schatten 范 数 的 Holder 不 等 式 ， 正如 我 们 要 证 明 的 , 可 以 得 到 


lvli < [x < x (3.23) 














>》 u(a)p(a) 
aed 


3.1.1.3 ”区 分 量子 态 的 凸 集 


区 分 一 对 量子 态 的 任务 可 以 拓展 到 区 分 量子 态 的 两 个 凸 集 的 问题 . 下 面 这 个 情形 用 更 精 
确 的 语言 描述 了 这 个 问题 . 

情形 3.6” 设 X 是 寄存 器 而 Y 是 经 典 态 为 {0,1} 的 寄存 器 . 这 里 寄存 器 Y 被 看 作 一 个 
经 典 寄 存 器 , 而 X 是 任意 的 寄存 器 . 另外 设 C0,C1 C D(X) 为 态 的 非 空 凸 集 , 并 且 设 ce [0,1] 
为 实数 . 假设 Alice 与 Bob 都 知道 集合 Co 与 C1 以 及 数字 入 的 信息 . 

Alice 将 一 个 概率 态 制备 到 寄存 器 Y 上 , 使 得 它 的 值 为 A 的 概率 为 0, 而 值 为 1 一 和 的 
概率 为 1. 在 知道 Y 经 典 态 的 前 提 下 ，Alice 进行 如 下 操作 之 一 : 
1. 如 果 Y= 0, 则 Alice 将 她 从 po € Co 选择 的 一 个 态 制备 到 X 上 . 
2. WR Y = 1, 则 Alice 将 她 从 pi EC 选择 的 一 个 态 制备 到 X 上 . 
然后 将 寄存 器 X 给 Bob. 

Bob 的 目标 是 通过 测量 X 正确 地 得 到 Y 中 储存 的 二 元 值 . 口 

在 情形 3.6 的 描述 中 , 除了 声明 po e Co 和 pi € C1, 并 没有 规定 Alice 如 何 选择 po 或 者 
pi. 比如 ，Alice 可 以 根据 一 个 固定 的 分 布 随机 选择 这 些 态 , 或 者 可 以 对 抗 性 地 选择 ,甚至 可 
以 根据 Bob 准备 使 用 的 测量 来 选择 . 此 情形 仅 表示 Bob 除了 知道 Alice 的 选择 po € Cy 与 
pı E Cy 以 外 不 能 对 她 对 po 和 pj 的 选择 做 任何 假设 . 
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读者 可 能 会 发 现 情形 3.2 代表 的 是 情形 3.6 的 一 种 特殊 情况 : Co 与 C1 是 相应 的 单 点 集 
{po} 与 {pr}. 

根据 Holevo-Helstrom 定理 (定理 3.4), AVE Alice 选择 的 是 po € Co 与 pi € C1 中 的 哪 
个 态 ，Bob 都 不 能 指望 以 高 于 


1 1 
5 + glàn- 0-A ai 


的 概率 成 功 地 完成 情形 3.6 中 的 任务 . 因为 这 是 他 在 知道 Alice 选择 了 哪 两 个 态 这 个 额外 信 
息 之 后 能 达到 的 最 优 成 功率 . 由 下 面 这 个 命题 可 以 得 到 Bob 的 成 功率 至 少 为 


1 
5 +5 ju Xpo = (1 一 入 )D1 |, (3.25) 


这 里 的 下 确 界 是 对 于 所 有 可 能 的 po € Co 和 pecl 而 言 的 . 根据 Holevo-Helstrom 定理 给 
出 的 限制 , 这 必然 是 最 差 情 况 下 的 最 优 成 功率 . 
定理 3.7 7% Co,C) CD) AAES GDR, 这 里 是 一 个 复 欧 几 里 得 空间 , 另 设 入 € [0,1]. 
则 有 
max inf (A(~(0), po) + (1 — A){u(1), p1)) 


H PO>P1 


= inf max (A(u(0), po) + (1 — A)(u(1), p1)) (3.26) 


PO;P1 H 


L tL. 
=5 + 5 inf [Apo —(1— April 


这 里 的 下 确 界 是 对 于 所 有 可 能 的 po € C0 与 pl EC 而 言 的 ， 而 极 大 值 是 对 于 所 有 可 能 的 二 
元 测量 u: {0,1} 一 Pos(X) MSH. 


证 明 ”定义 集合 A,B C Pos(X OX) A 


0 
A= |" : ga 2X, ree (3.27) 
0 pi 


AP 0 
B= j : Py, P; € Posla), Phat P= iy Y, (3.28) 
生生 一 对 局 


以 及 函数 f:AxBoR (#4 f(A, B) = (A, B). 我 们 有 A 与 8 是 凸 的 , 8B 是 紧 的 , 并 且 f 
是 双 线 性 函数 . 因此 根据 Sion 最 大 -最 小 定理 (定理 1.12), 


inf f max f(A, Bj) = max inf f(A, B), (3.29) 


式 (3.29) FATA (3.26) 中 的 第 一 个 等 式 , 而 式 (3.26) 中 的 第 二 个 等 式 来 目 定理 3.4. O 
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3.1.2 ”区 分 系 综 的 量子 态 


本 章 讨论 的 量子 态 区 分 的 最 后 一 种 变形 与 情形 3.2 中 的 类 似 . 只 是 这 里 要 区 分 的 是 从 给 
定 系 综 里 取出 的 两 个 以 上 的 态 . 下 面 这 个 情形 更 精确 地 表述 了 这 个 任务 . 

情形 3.8 KX 为 寄存 器 , 2 为 字母 表 , 而 Y 为 以 2 为 经 典 态 的 寄存 器 . 这 里 寄存 器 
Y 被 看 作 一 个 经 典 寄存 器 ,而 X 是 任意 寄存 器 . 另外 设 n: E 一 Pos( 二 ) 为 态 的 系 综 , 假设 
Alice 与 Bob 都 知道 这 个 系 综 的 信息 . 

Alice 将 由 系 综 7 决定 的 经 典 - 量 子 态 


= i Ea,a ® (a) (3.30) 
aed 
制备 到 寄存 器 对 (Y,X) 上 . 或 者 说 , 寄存 器 Y 以 p(a) = Tr(n(a)) 的 概率 处 于 ac. 然后 对 
aed, 在 Y=a 的 条 件 下 , BX HARA 





n(a) 
Tr(n(a))’ a 
然后 将 寄存 器 X 给 Bob. 
Bob 的 目标 是 通过 测量 x 得 到 的 信息 正确 地 确定 Y 中 储存 的 经 典 态 


对 于 由 Bob 任 选 的 测量 u: 一 Pos(), 他 正确 预测 Y 的 经 典 态 的 概率 由 下 列表 达 式 
给 出 : 
S (u(a),n(a)). (3.32) 


ac» 


自然 地 , 我 们 想得到 这 个 值 在 所 有 可 选 的 测量 o 中 的 最 大 值 . 
更 一 般 地 说 ,我 们 可 以 用 一 个 $5 : © — Herm() 形式 的 任意 函数 替代 系 综 n: DRO 
Pos(¥), 然后 考虑 在 所 有 测量 jy : 一 Pos) 的 集合 中 最 大 化 


> (ula), (a)). (3.33) 
aed 
这 个 更 一 般 化 的 优化 问题 的 一 个 有 意义 的 应 用 是 情形 3.8 的 一 个 变形 . 在 这 个 变形 下 每 一 对 
(a,b) 都 关联 了 一 个 不 同 的 回报 值 . 这 里 a 是 Alice 的 寄存 器 Y WA. b 是 Bob 测量 的 结果 . 
如 果 在 Alice 的 寄存 器 Y 的 态 为 符号 a 的 情况 下 Bob 测量 到 了 结果 5 且 可 以 得 到 K (a,b) 
的 回报 ， 则 对 于 给 定 的 测量 u: E — Pos(X), Bob 对 收益 的 期 望 为 


2 > Kla,b)(p(b),n(a)) = > (a(b), o(0)), (3.34) 


aED bed bed 
这 里 
(b) = 》 K(a,b) n(a). (3.35) 


aed 
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这 一 类 假定 的 情形 可 以 被 继续 一 般 化 ,使 得 Alice 的 寄存 器 Y 所 允许 的 经 典 态 集合 与 Bob 
测量 结果 的 集合 不 一 致 
3.1.2.1 最 优 测量 的 半 定 规划 
对 于 任 选 的 函数 o: E — Herm(¥), 以 及 复 欧 几 里 得 空间 x 和 字母 表 ,定义 
opt(g) = max 2_ (4(a), $(a)). (3.36) 


aed 
这 里 的 最 大 值 是 对 所 有 1: 2 一 Pos(¥) 形式 的 测量 而 言 的 . 这 个 最 优 值 必然 可 以 由 某 些 测 
量 得 到 ,因为 它 是 紧 集 上 连续 函数 的 最 大 值 , 因此 可 以 是 最 大 值 而 非 上 确 界 . 如 果 对 于 某 个 
测量 u A (3.33) 与 opt(g) 的 值 一 致 ， 则 我 们 可 以 说 该 策略 关于 少 是 最 优 的 . 

我 们 并 不 知道 对 于 任意 函数 o: E — Herm(¥) 的 opt(9) 值 的 封闭 形式 表达 式 . 但 是 我 
们 可 以 用 半 定 规划 的 方式 来 表示 opt($) 的 值 . 这 个 方法 可 以 用 于 在 计算 机 上 求 数值 解 . 关于 
这 个 半 定 规划 的 原始 问题 以 及 对 偶 问 题 的 一 个 简化 表示 如 下 : 

原始 问题 (简化 ) 


最 大 化 : Dace (H(a), 9(a)) 
条 件 : p:E— Pos(¥), 
%2 aez Hla) = Lx- 


对 偶 问 题 (简化 ) 


最 小 化 : ”Tr(Y) 
条 件 : Y > d(a) (对 于 所 有 a c€ X), 
Y € Herm(X). 
这 个 半 定 规划 与 1.2.3 节 定 义 的 半 定 规划 一 致 的 形式 化 表示 由 三 元 组 ($, 4,1x) 给 出 . 
这 里 映射 D ETVS X, X) 定义 为 在 7》= C> 上 的 偏 迹 B= Try, MAT 4 定义 为 


A= 》_ Eaa ® $(a). (3.37) 


aed 


这 个 三 元 组 (6, A, Lx) 对 应 的 原始 与 对 偶 问 题 如 下 : 
原始 问题 (正式 ) 


最 大 化 : (A,X) 
条 件 : Try(X) = 1x， 
X € Pos(V Q X). 
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对 偶 问 题 (正式 ) 


最 小 化 : Tr(Y) 
条 件 : ly@Y SA, 


Y € Herm(&). 
这 些 问 题 等 价 于 前 面 讨论 的 原始 与 对 偶 问 题 的 简化 版 本 . 更 具体 地 说 , 任何 前 面 讨论 的 简化 
的 原始 问题 的 可 行 解 y 都 可 以 引出 一 个 正式 原始 问题 的 可 行 解 


X= 》 Eaa ®pla), (3.38) 
aed 
并 且 它 达到 的 目标 值 与 正式 原始 问题 的 一 致 : 
(A,X) = >_(u(a), ġ(a)). (3.39) 


aed 
尽管 正式 原始 问题 的 可 行 解 一 般 不 是 式 (3.38) 的 形式 , 我 们 还 是 可 以 从 算 子 X 中 得 到 简化 
的 原始 问题 的 可 行 解 u. 它 满足 对 每 一 个 a € 5 都 有 
ula) = (e* & 1y)X (ea & 1x). (3.40) 


这 时 式 (3.39) 还 是 成 立 的 , 因此 这 两 个 原始 问题 有 着 相同 的 最 优 解 . 两 个 对 偶 问题 等 价 的 这 
个 事实 可 以 通过 观察 不 等 式 


ly @Y >>> Eaa ® $(a) (3.41) 
aed 
5 Y > ọla) 对 所 有 ae E 都 等 价 得 知 . 
这 个 半 定 规划 满足 强 对 偶 . 算 子 
1 
A= is & Íx (3.42) 


是 严格 的 原始 可 行 解 , 而 Y = yle 对 所 有 实数 y > Ar (A) 都 是 严格 的 对 偶 可 行 解 . HFE 
规划 的 Slater 定理 (定理 1.18) 可 知 ， 原 始 及 对 偶 最 优 值 在 原始 及 对 偶 问 题 中 都 可 以 达到 
3.1.2.2 ”最 优 测量 的 判 据 

由 于 我 们 不 知道 最 优 测量 的 封闭 形式 表示 , 我 们 可 能 很 难得 到 给 定 函 数 $ :了 一 Herm( 闷 ) 
的 最 优 测量 u: © 一 Pos(a’) 的 解析 描述 . 但 是 反 过 来 , 利用 下 面 这 个 定理 可 以 直接 验证 一 
个 最 优 策略 真 的 最 优 . 

定理 3.9 (Holevo-Yuen-Kennedy-Lax) i#& ¢: © — Herm(¥) 是 一 个 函数 而 人 :了 一 
Pos(¥) 是 一 个 测量 . 这 里 是 复 欧 几 里 得 空间 , mE 是 字母 表 . 当 且 仅 当 算 子 

Y = >》 o(a)ula) (3.43) 
aed 


是 Hermite 的 并 且 满 足 对 所 有 DEL AA Y > 9(b) 时 ， 测 量 几 关于 函数 由 是 最 优 的 . 
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证 明 i y = CY 并 定义 算 子 Xe Herm(V@2X) 为 


X= > Esp (3.44) 
aed 
首先 假设 u 是 $ 的 最 优 测量 .正如 前 面 所 述 ， 这 使 得 X 是 半 定 规划 问题 (P, A,1x) 
的 最 优 原 始 解 . 因为 这 个 半 定 规划 问题 的 对 偶 最 优 解 总 是 可 以 得 到 的 , 所 以 我 们 可 以 选择 
Z € Herm(4’) 作为 这 个 对 偶 最 优 解 . 由 于 半 定 规划 问题 的 互补 松弛 性 (命题 1.19)， 所 以 必 
然 满 足 
(ly ® Z)X = AX. (3.45) 


对 式 (3.45) 的 两 边 取 V 的 偏 迹 , 我 们 可 以 看 到 


Z = ZTry(X) =Try(AX) = >》 o(a)u(a (3.46) 
aed 
因此 算 子 Y 是 对 偶 可 行 的 , 并 且 因 此 它 是 Hermite 的 且 对 所 有 be D 都 满足 Y > olb). 

为 了 证 明 等 价 性 的 另 一 个 方向 , 我 们 首先 要 观察 到 , 如 果 YY 是 Hermite 的 , 并 且 对 所 有 
bed 都 满足 Y > 9(b)， 则 它 是 关于 opt($) 的 半 定 规划 问题 (8, A, 1x) 的 一 个 对 偶 可 行 解 . 
因为 u 是 一 个 测量 , 所 以 式 (3.44) 中 定义 的 算 子 X 对 于 这 个 半 定 规划 问题 是 可 行 的 . 在 这 
个 原始 问题 中 由 X 达到 的 目标 值 与 在 对 偶 问 题 中 由 Y 达到 的 目标 值 都 等 于 


>_(u(a), ola). (3.47) 
aed 
根据 半 定 规划 的 弱 对 偶 性 质 , 由 这 两 个 值 相等 可 以 推出 它们 都 是 最 优 的 . 因此 测量 jy 对 于 vw 
是 最 优 的 . 口 
3.1.2.3 RMS 


回 到 情形 3.8 中 Bob 的 任务 . 假设 给 定 一 个 系 综 n: 一 Pos(X) 与 测量 yp : D — Pos(4) 
使 得 正确 确定 Alice 的 经 典 寄存 器 Y 的 态 的 概率 


>》 (ua),m(a)) (3.48) 


可 以 达到 . 

在 7 的 详细 表示 已 知 的 具体 条 件 下 ,opt(n) 的 半 定 规划 形式 使 得 我 们 可 以 高 效 地 数值 
近似 7 的 最 优 测量 u 但 是 这 种 近似 在 更 抽象 的 条 件 下 可 能 并 不 能 被 满足 ， 比 如 当 我 们 把 
n 看 作 一 个 未 知 系 综 的 时 候 . 虽然 定理 3.9 让 我 们 可 以 验证 一 个 给 定 的 最 优 测量 是 否 是 最 优 
的 ,但 是 它 并 不 能 提供 找到 最 优 测量 的 方法 . 

另 一 个 寻找 最 优 测量 的 方法 是 考虑 n 可 以 定义 的 封闭 表示 ， 虽 然 这 个 结果 可 能 是 亚 最 
优 的 . 极 优 测量 就 是 这 类 测量 的 一 个 例子 . 
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为 了 定义 给 定 系 综 7 的 极 优 测量 , 我 们 要 先 考 虑 n 的 平均 态 


p= >. n(a). (3.49) 


aed 


4 p 正定 的 时 候 , 关于 n 的 极 优 测量 u: 一 Pos( 4) 定义 为 


一 般 来 说 , 当 p 不 一 定 可 逆 的 时 候 , 我 们 会 使 用 p 的 Moore-Penrose (Amt p Wt. 从 而 
定义 KF 7 的 极 优 测量 为 使 得 对 每 一 个 ce 2 都 满足 


1 
= Vet nla) V pt + FI Hert) eee) 


的 测量 . 

虽然 极 优 测量 一 般 来 说 不 是 给 定 系 综 的 最 优 策略 , 但 是 它 的 正确 预测 概率 总 是 至 少 可 
以 达到 最 优 成 功率 的 平方 . 

定理 3.10 (Barnum-Knill) i% X A ARILLA, E AFHR, n: E> Pos(¥) 为 
SH AG, 而 u: E Pos(\X) 代表 关于 7 的 极 优 测量 . 我 们 有 


>》 (ula), nla)) > opt(n)?. (3.53) 


aed 
WEAR 
p= > nla) | (3.54) 


aed 


Hv: = Pos(¥’) 为 一 个 测量 . 对 所 有 a © E 都 有 im(n(a)) C im(p), 因而 
(vla), n(a)) = (p*v(a)p*, (p+) nla) (ot) *). (3.55) 
根据 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 可 知 对 于 每 一 个 ae 9 都 有 


1 


1 1 
) in y 


(v(a), n(a)} < 
再 次 应 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 . 这 次 是 应 用 在 实数 的 向 量 而 非 算 子 上 . 我 们 可 以 得 到 


$ ela), nla) </> ||P Le eT 
aed 


2 
aed 
































vao | 


O 值得 注意 的 是 , 这 里 我 们 把 式 (3.52) 作为 极 优 测量 的 定义 , 但 是 在 p 不 可 逆 的 情况 下 , 它 的 定义 比较 随意 . 任 
何 满足 对 所 有 a € ERA 
ula) > Vpt nla) pt (3.51) 
的 测量 u: E 一 Pos(X) 对 接 下 来 的 讨论 都 是 等 价 的 . 
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式 (3.57) 右边 第 一 项 最 大 为 1. 为 了 证 明 这 一 点 , 我们 可 以 利用 Frobenius 范 数 的 定义 
得 到 对 每 一 个 aez2 的 表达 式 


1 1 2 
ptv(a)p4|| = 
2 














(p#v(a)p*,p*v(a)p* ) = (v(a), VPv(a) VB). (3.58) 
根据 vla) < Ix A Vpv(a)/p > 0. 的 事实 , 可 得 






































p*v(a)p*|| < Tr(Viv(a) VB). (3.59) 
将 其 对 所 有 acD 求 和 得 到 
pa v(a)p al <2, Tye VDZ(a = Trig = 1, (3.60) 
aed 
根据 极 优 测量 的 定义 , 以 及 类 似 于 式 (3.58) 中 的 计算 , 对 每 一 个 ae 了 有 
| (ot) tn (pn), — (3.61) 
因此 
a" )*ntay(o*)* l, < Zano) (3.62) 
根据 式 (3.57). IÑ (3.60) 上 (3.62) 可 知 
2 
(Pee < 》 (u(a), n(a)). (3.63) 
aed aed 
因为 这 个 不 等 式 对 所 有 测量 v : E — Pos(X) 都 成 立 , 包括 对 于 n 的 最 优 策略 ， 所 以 我 们 完 
成 了 证 明 . 口 


3.2 RARA AŽ 


本 节 介 绍 保 真 度 函 数 . 它 提供 了 关于 量子 态 (或 者 更 一 般 地 , 半 正 定 算 子 ) 之 间 相 似 性 ， 
RA “RB” NES. 这 个 函数 将 贯穿 全 书 . 它 的 定义 如 下 . 
定义 3.11 RR P,Q €Pos(&) 为 复 欧 几 里 得 空间 X 上 的 半 正 定 算 子 , 则 PP 与 Q 之 间 
的 保 真 度 定 义 为 
F(P,Q) = 1vEvd| (3.64) 


函数 下 HARARE AA. 

保 真 度 函 数 经 常 只 考虑 密度 算 子 , 但 是 一 个 更 一 般 化 的 定义 是 很 有 价值 的 , 这 样 我 们 可 
以 讨论 任意 半 正 定 算 子 的 保 真 度 . 根据 迹 范 数 的 定义 展开 式 (3.64)， 就 得 到 了 保 真 度 函 数 的 
男 一 个 表达 式 : 

F(P, Q) = 1r( VaPVa). (3.65) 
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3.2.1 ” 保 真 度 函 数 的 基本 性 质 
下 列 命题 解释 了 保 真 度 函 数 的 一 些 基 本 性 质 . 
命题 3.12 H4 P,Q E€Pos(8) 为 复 欧 几 里 得 空间 赦 上 的 半 正 定 算 子 . 下 列 事实 成 立 : 
. 保 真 度 函 数 下 在 (P,Q) 上 是 连续 的 . 
. F(P,Q) = F(Q, P). 
. 对 每 一 个 实数 入 > 0 都 有 FAP, Q) = VAF(P, Q) = F(P, AQ). 
. F(P,Q) = F(Uim(q)P Iim) Q) = F (P, Him p)Q Wimpy). 
. F(P,Q) > 0， 当 且 仅 当 PQ=0 HRS. 
. F(P,Q)? < Tr(P)Tr(Q)， 当 且 仅 当 PP 与 Q@ 线性 相关 时 取 等 . 
.对 每 一 个 满足 dim(V) > dim() 的 复 欧 几 里 得 空间 ) 以 及 每 一 个 等 距 算 子 V € U(X, Y), 
都 有 F(P,Q) = F(VPV*,VQV*). 
证 明 ”声明 1、2 与 3 是 保 真 度 函 数 (定义 3.11) 的 直接 结果 : 保 真 度 函 数 是 一 些 连 续 
函数 ( 算 子 开 方 、 算 子 复合 以 及 迹 范 数 ) 复合 的 结果 , 因此 在 定义 域 的 每 一 个 点 上 都 连续 ; 对 
于 任 选 的 算 子 4 满足 |All, = |All 因此 有 


No oO A O N e 








[eve], = |(vP ve) |], = [vP] an 
另外 根据 迹 范 数 的 正 可 扩展 性 ， 我 们 可 以 得 到 
[VAP Val], = Ava], = [Pv], om 
接 下 来 是 声明 4. 我 们 可 以 通过 观察 得 到 
VQ = VQ Tima) = Him) VQ (3.68) 
使 得 
VQPVQ = VQUimg)PUimcay VQ. (3.69) 
通过 使 用 式 (3.65), 我 们 可 以 得 到 
F(P, Q) = F(Im(o)PIlm(o), Q). (3.70) 


这 证 明了 声明 4 的 第 一 个 等 式 . 第 二 个 等 式 来 自 第 一 个 等 式 与 声明 2 的 结合 . 
声明 5 来 自 迹 范 数 半 正 定 的 事实 : 


[vava] > 0, (3.71) 


4AM VPVQ =0 时 取 等 . 这 等 价 于 PQ = 0. 
为 了 证 明 声 明 6, 我 们 要 先 观察 到 , 根据 式 (1.182)， 必 然 存 在 丁 算 子 Ue U(X) 使 得 


PPQP = | APv 丰 -vvG -Vir vO are 
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根据 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ， 
(Pu. va < |vsol | val, = memo 373) 


成 立 ,， 这 即 是 声明 6 中 的 不 等 式 . 如 果 PP 与 Q 是 线性 无 关 的 ， 则 必然 存在 某 些 非 零 的 实数 
入 使 得 已 = AQ 或 @ = AP. 不 管 是 哪 种 情况 , 我 们 都 可 以 直接 证 明 


F(P, Q)? = Tr(P) Tr(Q). (3.74) 


男 一 方面 , WR P 5 Q 是 线性 无 关 的 , W VPU 与 VO 对 于 所 有 的 U 也 是 线性 无 关 的 . 这 
是 因为 , 如 采 对 标量 w,B e C 满足 


av PU + B./Q =0, (3.75) 


则 有 
lal? P = |B|"Q. (3.76) 


因此 由 P 与 Q 线性 无 关 的 假设 可 以 推出 式 (3.73) 中 的 Cauchy-Schwarz 不 等 式 严格 成 立 ， 
也 即 证 明了 声明 6. 
最 后 , 为 了 证 明 声 明 7, 我 们 要 先 观 测 到 对 每 一 个 等 距 算 子 V € U(X, YV) 


VVPV*=VVPV* H /VQV*=V/V/QV". (3.77) 
根据 迹 范 数 的 等 距 不 变性 ,我们 可 以 得 到 














F(VPV*,VQV*) = |v vPvv ov" = [VPA p (3.78) 

也 即 证 明了 声明 7. 口 
由 命题 3.12 的 声明 5 和 6 可 以 推出 对 所 有 密度 算 子 p,o e D(X) 都 有 

0<F(p,o) <1. (3.79) 


FA, SENA p 与 o 的 像 正 交 时 F(p,o) =0, 而 当 且 仅 当 p=6 NW F(p,c) = 1. 
如 下 命题 所 示 , 如 果 保 真 度 函 数 的 输入 算 子 的 秩 为 1, 则 它 的 输出 可 以 由 一 个 简单 的 式 
子 给 出 . 
命题 3.13 设 半 为 复 欧 几 里 得 空间 , ve AME, 而 PEC Pos(X) 为 半 正 定 算 子 . 我 
们 有 
PLP, uu") = Vu* Pv. (3.80) 


特别 地 ， 对 于 给 定 的 向 量 u,verx, FARA: 


F(uu*,vu*) = |(u, v)|. (3.81) 
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证 明 AT 
VPvvVP (3.82) 
EYEN, 并 且 秩 最 多 为 1. 因此 它 的 最 大 本 征 值 为 
和 1 (VP vvv P) = Tr(VPuv'vP) =» Pp, (3.83) 


而 其 他 本 征 值 为 0. 正如 我 们 声明 的 , 这 时 我 们 有 


F(P, vv") = rn( VP vv* vP) = 4/1 (VP vv vP) =y Pw. (3.84) 


下 列 命题 是 保 真 度 函 数 有 简单 形式 的 另 一 种 情况 . 这 个 命题 的 一 个 推论 称 为 Winter $ 
测量 引 理 . 这 在 很 多 情形 下 非常 有 用 .” 
命题 3.14 &PQePos(X) 为 半 正 定 算 子 . REX 是 一 个 复 欧 几 里 得 空间 . FAR 


F(P,QPQ) = (P,Q). (3.85) 
证 明 ”我 们 有 
/VPQPQVP = V (VPQVP) = VPQvP, (3.86) 
所 以 像 我 们 声明 的 那样 ， 
F(P OPO) = T( VPQPQVP | = Tr( VPQvP) — (P,Q). (3.87) 


口 


推论 3.15 (Winter RWE) AX AZKILEREM, pE D(X) 为 半 正 定 算 子 ， 
而 Pe Pos(*) 为 满足 已 入 1z 且 (已 p) >0 的 半 正 定 算 子 . FARE: 














F| p, VPpvP > y AP, p). (3.88) 
(P, p) 
证 明 ”根据 命题 3.14， 以 及 命题 3.12 的 声明 3, 我 们 有 
VPpVPYy _ 1 _ (VP,p) 
el Po = 了 F(p, VPpvP) at (3.89) 
在 0< P<g1 的 假设 下 , VP > P 成 立 , 因此 (VP, p) > (Pp), 由 此 可 得 到 引 理 . 口 


保 真 度 函 数 男 一 个 简单 但 是 有 用 的 性 质 是 它 对 张 量 积 是 可 乘 的 . 


O RMB PA: 如 果 对 一 个 特定 的 态 进 行 测 量 会 以 极 高 的 概率 给 出 一 个 特定 的 结果 , 则 这 个 测量 所 对 应 的 
非 破坏 性 测量 在 得 到 最 可 能 的 结果 时 只 会 对 被 测 态 造 成 微小 的 扰动 . 
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命题 3.16 ik Po, Qo E Pos(Ao) 与 五 ,Qi E Pos(%1) AFERAF, RBA 和 A 
复 欧 几 里 得 空间 . FARE: 
F(Po 8 Pi, Qo 8 QQ1)=F(D,QQ0)F(P, Q1). (3.90) 
证 明 ” 算 子 平方 根 、 张 量 积 的 复合 以 及 迹 范 数 对 于 张 量 积 都 是 可 乘 的 ， 因 此 正如 声明 
的 那样 ,有 
F(P 8 Pi, Qo ® Qi) = | VPo®PAVQ08@i|) 
-| Vave VAVE], =|vivasl |VAval ew 
= F(Po, Qo) F(P, Q1). 
O 
3.2.2 ” 保 真 度 函 数 的 特征 
已 知 的 保 真 度 函 数 的 特征 有 很 多 种 . 这 些 特征 中 的 一 部 分 将 在 下 面 介 绍 . 这 些 特 征 中 有 
的 可 以 刻画 保 真 度 函 数 更 多 的 性 质 ,有 的 会 在 本 书 的 其 他 地 方 发 挥 作用 . 
3.2.2.1 ” 块 算 子 特征 
保 真 度 函 数 的 一 种 特征 由 如 下 定理 表示 . 这 个 特征 在 刻画 保 真 度 函 数 相关 性 质 (包括 联 
合 凹 性 和 信道 作用 下 的 单调 性 ) 时 非常 有 用 . 这 将 在 下 一 节 中 介绍 . 
定理 3.17 KX ALKIL, m P,Q EPos(¥) 为 


FP, @) = max (mo : X eE L(Y), K ‘| E€ Pos(¥ @ 3 ; (3.92) 


如 下 这 个 用 于 证 明定 理 3.17 的 引 理 在 本 书 其 他 地 方 也 会 用 到 . 这 个 引 理 的 形式 将 比 这 
里 需要 的 更 一 般 化 . 这 里 我 们 不 要 求 P 与 Q 作用 在 同一 个 空间 上 . 但 是 这 个 一 般 化 的 条 件 
并 不 会 让 证 明 更 加 困难 . 

5123.18 KX 5 VARKILEREM, Pe Pos(XY) 与 QE€ Pos(》) 为 半 正 定 算 子 ， 
并 且 X ELV, X) 为 任意 算 子 . 我 们 有 


K 7 en ast) 


当 且 仅 当 对 菜 些 满足 上 KI <1 4 K ELWY, X) A X =VPKVQ. 


证 明 ”首先 假设 对 于 满足 ||K|| < 1 的 算 子 K ELWY, X) 有 X= VPKVG. 这 可 以 得 
到 | KK* <1, 因此 


YPEY yp VPKK*VP X P X 
ae (T) (ev 中 -| nm al Le. >) (3.94) 
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对 于 反问 的 推导 , 假设 


" * | ope oy) (3.95) 
OS ` ; 
x* oO | 
然后 定义 
K =VP+xvQt. (3.96) 


这 可 以 证 明 X = VPKVQ 并 且 ||KI| <1. 首先 要 看 到 ， 对 于 每 一 个 Hermite HF H € 


Herm(¥), RET 
k r) K 7 k 4 a 网 
= (3.97) 
o i) \x* oo 1 XH Q 


是 半 正 定 的 . 特别 地 , 对 于 投影 到 P 的 核 上 的 H = IIerP)， 我 们 可 以 得 到 算 子 


0 Leer(P) 入 (3.98) 
X*Ter(P) Q 


是 半 正 定 的 , 这 意味 着 Mop) X = 0. 因此 inp) X = X. 通过 类 似 的 过 程 , 我 们 可 以 发 现 
XTlimcg) = X. Ae 
VPKVQ = Mimet Tima) = A (3.99) 


接 下 来 , 注意 到 对 于 任 选 的 问 量 rex 5 yey, 


€e re WRAY os p F & t U 
x > 0. (3.100) 
V XT YY 0 y*} \X* Q/ \0 y 


BOM FEN I ue X Al ve yy， 
=VPtw H y=VvQtv, (3.101) 
我 们 可 以 发 现 
| l iy ey u* Kv | 
> = 0, (3.102) 
v*K*u 1 wv K*u v" Tlimcqy¥ 
因此 jwu*Kw| < 1. FAK ASSO A A tu ov 都 成 立 , 所 以 正如 我 们 希望 的 , 我 
们 可 以 得 到 || K || < 1. 口 


定理 3.17 的 证 明 根据 引 理 3.18, xt (3.92) 右边 的 表达 式 可 以 写作 
max [T (VPK VO) | : K eL(X), ||K|| < 中 (3.103) 


这 等 价 于 
max |(K, VEVG)| : K €L(2), || Kl < if. (3.104) 
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根据 迹 与 谱 范 数 的 对 偶 ( 式 (1.173)), 我 们 有 


max |(K. VEVG) : K € L(2), ||K|| < i} 
=| VP VQ], = FPQ). 
至 此 完成 了 证 明 . 口 
注 : 对 于 任 选 的 P,Q Pos(X), X EL(X), 以 及 满足 |a| = 1 的 标量 a E C, RNA 


(3.105) 


Po X% 
| ) € Pos(X @X), (3.106) 
X= © 
其 条 件 是 当 且 仅 当 
| P rj 
€ Pos(X @ £). (3.107) 
ax* Q 


这 个 事实 来 自 引 理 3.18. 从 另 一 个 角度 来 说 ， 根 据 等 式 


人 | 时 É ry 
- | (3.108) 
0 all X Q 0 al aX* Q 


我 们 可 以 总 结 由 式 (3.106) 可 以 推出 式 (3.107). 反 向 的 推论 可 以 由 下 面 的 等 式 得 到 : 


A Sa py t 由 K i 
= . (3.109) 
0 al ax* Q 0 al A Q 


因此 ,对 于 任意 两 个 半 正 定 算 子 P,Q CE Pos), TARMRALAS FPQ) 由 下 式 给 出 


max ROTC) : X EL(X), p ‘| E paxo) h (3.110) 
X* Q 
这 里 R8) 代表 复数 8 的 实 部 . 另外 ,必然 存在 一 个 算 子 X ELX) 使 得 
f 5) E Pos(¥ @ &) (3.111) 
A* Q 


# A F(P,Q) = Tr(X). 
由 定理 3.17 给 出 的 保 真 度 函数 的 特征 给 出 了 保 真 度 函数 关于 半 定 规划 的 最 优 值 的 表 
达 式 ， 我 们 在 这 里 将 解释 这 一 点 ， 首 先 ， 定 义 一 个 映射 更 < TIX OX) 使 得 对 于 每 一 个 


X0, X1 € L(X) 都 有 
Xo >» 1 /Xo 0 
= 一 i 3.112 
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这 里 的 点 代表 L(Y) 中 对 映射 的 输出 没有 影 啊 的 元 素 . 我 们 可 以 验证 映射 更 EAER: © = 
&*. 然后 , 对 于 给 定 的 P,Q € Pos(X), 定义 Hermite AT A,B € Herm(¥ BX) 为 


1/0 1 ifP 0 | 
=l ') 和 5 让 人 外 (3.113) 


进行 了 细微 的 简化 后 , 关于 半 定 规划 (®, A, B) 的 原始 和 对 偶 优 化 问题 如 下 : 


原始 问题 对 偶 问 题 
最 大 化 : 5 Tr(X) + 5 Tr(X*) 最 小 化 : (P, Yo) + =Q, Yı) 
条 件 : | P >) 条 件 : =) 
> 0, Z 0 
x* p F 篇 
X EL(X). Yo, Yı € Herm(&). 


这 个 半 定 规划 问题 的 最 优 原始 值 等 于 F(P, 8)， 因为 它 满足 式 (3.110). 
这 个 原始 问题 的 解 显然 是 可 行 的 ， 因 为 我 们 可 以 简单 地 取 X = 0 来 得 到 一 个 原始 可 行 
解 . 它 的 对 偶 问 题 是 严格 可 行 的 : 对 于 任 选 的 3 > 1 AKR Yi > 1, 我们 可 以 知道 算 子 


Yo -l 
b M ) (3.114) 


是 半 正 定 的 . 因此 , 半 定 规划 的 Slater 定理 (定理 1.18) 具有 强 对 偶 性 . 
3.2.2.2 Alberti 定理 


由 于 如 上 所 述 的 保 真 度 的 半 定 规划 满足 强 对 偶 ， 所 以 它 的 对 偶 最 优 解 必须 等 于 原始 最 
优 解 F(P,Q). 下 一 个 定理 就 是 基于 这 个 事实 的 一 个 结果 . 
定理 3.19 设 苇 为 复 欧 几 里 得 空间 而 PQ €Pos(\X) 为 半 正 定 算 子 . 下 式 成 立 : 


F(P,Q) = inf {a Y) + 5(Q,¥7) :Ye pa(x)} (3.115) 


证 明 ”根据 引 理 3.18, 我 们 可 以 验证 , 对 于 给 定 的 Yo, Yı € Herm(Y), SHANA V 与 
Y, 都 是 正定 的 并 且 满 足 Yi > Y! 时 , 算 子 


k z) (3.116) 
1 Y, 


是 半 正 定 的 . 由 于 Q 是 半 正 定 的 , 则 有 (Qn) > (Q,Y,') TUAH Yo > 0 #E Y SY. 
因此 ,关于 如 上 上 所 述 由 P 与 @ 定义 的 半 定 规划 (®, 4A, B) 的 对 偶 问 题 等 价 于 对 所 有 半 正 定 
算 子 Ye Pd(3) 取 

= (P, Y) + z(Q, Y~) (3.117) 
的 最 小 值 . 因为 对 侦 问 题 的 最 优 值 等 于 FP, Q) 所 以 我 们 就 得 到 了 上 述 定理 . o 
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由 定理 3.19 可 以 推出 如 下 称 为 Alberti 定理 的 推论 .” 
推论 3.20 (Alberti 定理 ) 设 效 为 复 欧 几 里 得 空间 而 P,Q € Pos(&¥) 为 半 正 定 算 子 . 则 
下 式 成 立 : 
F(P,Q)? = inf{ (P,Y)(Q,Y~1) : Y € Pa(a)}. (3.118) 


证 明 SPQ 为 零 的 时 候 , 这 个 引 理 是 平凡 的 , 所 以 我 们 可 以 假设 在 接 下 来 的 证 明 
中 PP 与 Q@ BAAS. 
由 计算 - 儿 何平 均值 不 等 式 可 以 推出 对 所 有 算 子 Y E Pd(X) 都 有 


VIBYNHO YY < SPY) + $Q, Y). (3.119) 
根据 定理 3.19, 我 们 可 以 得 到 
inf{ (P,Y)(Q, Y~") : Y € Pa(x)} < F(P,Q)?. (3.120) 
男 一 方面 , 对 任 选 的 Y e Pd(X), 对 于 所 有 非 零 实数 ae R 都 有 
V(P,Y)(Q,Y-!) = V(P,aY)(Q, (aY)~?). (3.121) 
特别 地 , 选择 一 个 满足 (P,aY) = (Q, (aY)-!) 的 





_ [(Q,Y—*) 

a= (PY) ” (3.122) 

我 们 有 
VAP, Y)(Q, Y~) = v (P,aY) (Q, (aY)~*) aa 

= 5(P,a¥) + 5(Q, (a¥)) > F(P,Q), | 
因此 

inf {(P,Y)(Q,Y~1) : Y € Pd(X)} > F(P,Q)?, (3.124) 
至 此 完成 了 证 明 . 口 


如 下 证 明 所 示 , 即使 不 用 半 定 规划 的 对 偶 性 我 们 也 可 以 证 明定 理 3.19. 
定理 3.19 的 另 一 种 证 明 ”首先 考虑 P= Q 的 特殊 情况 . 这 时 我 们 的 目标 是 证 明 


inf {a P) + (下 :Ye paca} = Tr(P). (3.125) 


HF Y = 1 是 半 正 定 的 ,， 式 (3.125) 的 下 确 界 最 大 为 立 (P)， 所 以 这 足以 证 明 对 任 选 的 
Y € Pd(2X), 
(Y, P) + Y7, P) > T(P). (3.126) 


y| | 


O 我 们 可 以 证 明 由 推论 3.20 可 以 推出 定理 3.19, 所 以 这 两 个 事实 其 实 是 等 价 的 . 
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由 于 算 子 Fay ; ; 

— - 2 <= 了 (了 y-t) (3.127) 
是 Hermite 算 子 的 平方 ， 所 以 它 必 然 是 半 正 定 的 ， 因此 

3(Y +Y-1,P) > (1, P) = T(P). (3.128) 


这 证 明 式 (3.125) 成 立 ,， 因而 在 P= Q 的 特殊 情况 下 证 明了 该 定理 . 
接 下 来 , 我 们 可 以 考虑 PS Q 此 为 半 正 定 算 子 的 情况 . 设 


R= y VPQvP, (3.129) 
然后 定义 映射 D € CP(X) 对 所 有 X e L(+) 都 满足 
(X) = RI VPXVPR è. (3.130) 
对 任 选 的 Y e Pd(¥), 下 式 成 立 : 
(aY), R) = (Y, P) H (BY)!,R)=(Y-!,Q). (3.131) 
对 此 


人 inf (S(Y), R) + (®(Y)—*, R) 
YePd(X) 2 YEePd(x) 2 


我 们 可 以 观察 到 , 由 于 Y BP DR AAR IE EST. 则 OY) 也 可 以 . 根据 我 们 在 证 明 一 开 
始 考虑 的 特殊 情况 ,我 们 有 


(3.132) 


(FPQ) 
yePd(x) 2 
最 后 ,在 最 一 般 的 情况 下 ， 这 个 定理 可 以 由 一 个 连续 命题 给 出 . 更 详细 地 说 ， 对 每 一 个 正 实 
数 s > 0, URRH Y € Pd(X), 我 们 有 


= Tr(R) = F(P,Q). (3.133) 


SCY, P) + (YQ) < 5(¥,P+el) + F(Y, Q+ el). (3.134) 
取 所 有 半 正 定 算 子 Ye PAX) 的 下 确 界 , 可 以 得 到 不 等 式 
op (UP)+ (YO) 
YEPd(X) 2 


这 来 目 事实 : Ptel RQ+el 必 为 正定 的 . 因为 这 个 不 等 式 对 所 有 =s > 0 都 成 立 , 所 以 根 
据 保 真 度 函 数 的 连续 性 ， 


<F(P+e1,Q+<1), (3.135) 


inf 
YEePd(X) 


另 一 方面 , 对 于 任 选 的 Ye Pd) 以 及 所 有 的 s > 0, 我 们 有 


(Y, P) HAO) < F(P,Q). (3.136) 


SCY, P +e1)+ Z(Y}, Q + e1) > F(P +e1,Q +e1), (3.137) 
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因此 根据 式 (3.137) 左右 两 边 表达 式 的 连续 性 ,我 们 有 
(Y, P) + (yt, Q) > F(P,Q). (3.138) 


这 一 点 对 所 有 Y e Pd(X) 都 成 立 ， 因 此 


(Y, P) T m Q) 
yePd(x) 2 | > F(P,Q), (3.139) 


至 此 完成 了 证 明 . 口 
3.2.2.3 Uhlmann 定理 


Uhlmann 定理 建立 了 保 真 度 函数 与 态 (或 者 更 一 般 地 说 , 半 正 定 算 子 ) 的 纯化 概念 之 间 
的 联系 , 提供 了 量子 信息 论 中 保 真 度 函数 的 非常 有 用 的 一 个 特征 . 下 面 的 引 理 将 用 于 证 明 这 
小 定理 ， 

引 理 3.21 RA BEL(YV,Y) 为 复 欧 几 里 得 空间 对 与 上 的 算 子 . 下 式 成 立 : 


F(AA*, BB*) = ||A*B (3.140) 








1 


证 明 ”对 于 半 正 定 算 子 PQ e Pos(X OY) 与 西 算 子 U,V c U( SY), 根据 算 子 的 极 


分 解 , 我 们 可 以 写 出 
0 0 0 0 


可 以 验证 下 面 这 些 等 式 : 
ia 的 ) oe rs 中 — 
0 0 0 0 
以 及 
U*PQV = ( ‘ ) (3.143) 
0 A*B 


正如 我 们 想 要 的 那样 , 根据 迹 范 数 的 等 距 不 变性 , 我 们 可 以 得 到 
F(AA*, BB*) = | VAA*V/BB* 
(3.144) 


= |PQ||, = |U*PQV||, 一 | AB 














IL: 


定理 3.22 (Uhlmann 定理 ) RX 5 VARKILEREW., P,Q € Pos(X) 是 秩 最 大 为 
dim(Y) 的 半 正 定 算 子 , MucCX@Y WBA Try(uu*) =P. FARA: 


F(P,Q) = max{|(u,v)| : v E ¥ @Y, Try(vv*) = Q}. (3.145) 
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证 明 W AA L(Y, YX) 为 满足 u= vec(4) HAT, we XOY 为 满足 Q@ = Try(wu*) 的 
HE, 而 BELY, X) 为 满足 w = vec(B) WAT. 根据 纯化 态 的 西 等 价 (定理 2.12) 我 们 有 


max{|(u,v)| : v E ¥ 8Y, Try(vv*) =Q} 
= max{ | (u, (ly @U)w)| : U at 


=max{|(A, BU")| : U € U(y)} (3.146) 
=max{|(U,A*B)| : U € U(Y)} 
=|| 4*B ||; 
根据 引 理 3.21, FARM: 
|| A*B||, = F(AA*, BB") = F(P, Q), (3.147) 
至 此 完成 了 证 明 . 口 


在 本 章 接 下 来 的 内 容 中 使 用 如 下 推论 将 更 为 方便 . 这 本 质 上 是 引 理 3.21 的 一 种 重 述 . 
推论 3.23” 设 向 量 u,vEX@@》， 这 里 二 与 》 是 复 欧 几 里 得 空间 则 


F (Try (uu*), Try(vv*)) = || Tre (vu*) ||,- (3.148) 


WERA AA, BE L(Y, 2X) ARAL u = vec(A) 5 v = vec(B) WAT. 根据 引 理 3.21. IE 
如 我 们 想 要 的 那样 , 我 们 有 
F(Try(uu*), Try(vv*)) = F(AA*, BB*) 


(3.149) 
= ||A*B||, = || (4*BY ||; = || rx (vu*) ||; 





3.2.2.4 Bhattacharyya 系数 特征 


本 节 讨 论 的 保 真 度 函 数 的 最 后 一 个 特征 基于 一 个 称 为 Bhattacharyya 系数 的 量 . 对 于 一 
个 字母 表 DU, 以 及 由 非 负 实数 组 成 的 同 量 u,v e [0,00)”, Bhattacharyya 参数 B(u, v) 定义 为 


B( v) = >. /u(a)/v( (3.150) 
aed 
Bhattacharyya 参数 与 保 真 度 函 数 的 关联 在 于 一 对 态 之 间 的 测量 统计 . 为 了 解释 这 个 关 
联 , 下 面 这 个 概念 会 有 所 帮助 : 对 于 半 正 定 算 子 P,Q € Pos(4) 与 测量 u: 0 — Pos(X), 我 
们 定义 
B(P,Q |u) = 5 Vula), Pj Vula), GO ` (3.151) 


acy 


等 价 地 ， 
B(P,Q|) = B(u,v). (3.152) 
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这 是 因为 向 量 u,v € [0, 0)? 被 定义 为 对 所 有 ae E 都 有 
u(a) = (u(a),P) H v(a) = (ula), Q). (3.153) 
定理 3.24 设 半 为 复 欧 几 里 得 空间 ， 也 AFHR, 而 P,Q € Pos(&) 为 半 正 定 算 子 . 
对 于 任 选 的 测量 u: E Pos) 都 有 
F(P,Q) < B(P,Q| 1). (3.154) 
另外 ,如 果 || > dim(V) MA, 则 存在 一 个 测量 pw: E — Pos(X) 使 得 式 (3.154) 中 的 等 号 成 
3L. 
证 明 ”首先 假设 u: Pos(&) 是 任意 的 测量 , 而 Ze U(X) 为 满足 
F(P,Q) = [veva] = (U,VPV@) (3.155) 
的 西 算 子 . 根据 Cauchy-Schwarz 不 等 式 得 到 的 三 角 不 等 式 , 我 们 首先 可 以 得 到 
F(P,Q) = (U,VPVQ) = Xu VPu(a) VQ) 


=} ( Vala) VPU. Vika) (3.156) 


aed 


< $, vula), P) v (ula), Q) = B(P,Q | u). 


aex 
noha 在 |X| > a ) 的 假设 下 ， 我 们 将 证 明 存 在 一 个 测量 u: 2  Pos(X) 使 得 





wo: {1,---,n} — Pos(X) (3.157) 


1844 F (P,Q) = B(P,Q |u) REBT. 这 里 n=dim(4). 
首先 考虑 P ABN. 定义 


R= p-i(VPQvP)*P-} (3.158) 

然后 假设 ， 
R= 》 dg (R)uguy (3.159) 

k=1 


是 R 的 谱 分 解 . 我 们 可 以 验证 Q= RPR, 这 可 以 得 到 
iB \/ urut: PY uruk Q) = >. \/ (upuz, Pj} (ukuž, RPR) 
k=1 k=1 


= YO MCR) (emu, P) = (R, P) = T( /VPQVP ) = F(P,Q) 
gik (3.160) 
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因此 , 对 于 所 有 ke {1,…,n}, 由 
p(k) = ukuk (3.161) 


定义 的 测量 u: {1,--- ,n} 一 Pos(X) 满足 F(P,Q) = B(P,Q| p). 
最 后 , 考虑 7 = rank(P) <n 的 情况 . w T= Iim(P) 为 到 P 的 像 上 的 投影 . 让 我 们 只 关 
注 这 个 子 空间 ， 则 由 上 述 讨论 可 以 推出 , 对 于 im(P), 存在 一 个 规范 正 交 基 {u ,wr} 满 


足 
F(P, IQI) = >》 y (ukt P)V (uxuz, IQI). (3.162) 
kat 


W {uu1,… ,un} 为 由 规范 正 交 集 {ui1,… ,ur} MEER x 的 规范 正 交 基 . HFX k >r 有 
(urut, P) =0, HY k <r 有 


(ukuk, HQI) = (ukuk, Q), (3.163) 


则 可 以 得 到 


3 \/ (ukuk, P)/ (ukuk Q) 
=> / (uput, P)A/ (ukaux,IQI) = F(P, IQI) = F(P,Q), 


这 里 最 后 的 等 号 来 自命 题 3.12 的 声明 4. 因此 , 根据 式 (3.161) 在 所 有 上 大 € {1,--- ,n} EE 
义 的 测量 jy : {1, ,n} 一 Pos(¥) WE F(P,Q) = B(P,Q| py), 证 明 完 成 . 口 
3.2.3” 保 真 度 函 数 的 其 他 性 质 

通过 3.2.2 节 中 展示 的 各 种 特征 , 我 们 可 以 得 到 保 真 度 函 数 的 多 种 性 质 . 
3.2.3.1 ”信道 作用 下 的 联合 四 性 与 单调 性 


下 一 个 定理 将 会 由 保 真 度 函 数 的 块 算 子 特征 (定理 3.17) KEH. 从 该 定理 的 一 个 推论 
我 们 可 以 看 到 , 保 真 度 函数 关于 它 的 参数 是 联合 凹 的 . 

定理 3.25 i4 Po, Pi, Qo, Qi E€ Pos( X) 为 半 正 定 算 子 , 这 里 车 为 复 欧 几 里 得 空间 . 下 
式 成 立 : 


(3.164) 


F(Po + Pi, Qo + Q1) > F(Po, Qo) + F(Pi, Q1).- (3.165) 


证 明 ”根据 定理 3.17( 以 及 它 后 和 面 的 注 ), 我 们 可 以 选择 算 子 Xo, Xi E L(V) 使 得 块 算 子 


K 5) (3.166) 
Xi Qı 


Tr(Xo) = F(Po,Q0) 3 Tr(X1) = F(P, Q1) (3.167) 


都 是 半 正 定 的 , 并 且 使 得 
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两 个 半 正 定 算 子 的 和 还 是 半 正 定 的 , 因此 
PtP Xot+X1 _ Po Xo i Py E (3.168) 
(Xo+X1)* Qot+Qi Xò Qo Xi Qi 
EYEE. 再 次 使 用 定理 3.17, 正如 我 们 想 要 的 , 我 们 可 以 看 到 


F(Po + Pi, Qo + Qi) > |Tr(Xo + X1)| = F(Po, Qo) + F(Pi, Q1). (3.169) 


推论 3.26 ( 保 真 度 的 联合 凹 性 ) 设 七 为 复 欧 几 里 得 空间 ，po,p1,00,01 E D(X) 为 密度 
HF. mcl. 下 式 成 立 : 


F(Apo + (1 — A)pi, Ago + (1 — Ma) 


(3.170) 
ZF (po, 00) + (1 — A) F(p1,01). 
证 明 ”根据 定理 3.25， 以 及 命题 3.12 中 的 命题 3, 正如 声明 的 那样 ， 
F(Apo + (1 = Nm Ao0 + (1 — Aja) 
> F(Apo, Now) + F((1 = A)pr, (1 — Ao) (3.171) 
=X F(p0, 70) + (1 — A) F(p1, 01) 
成 立 . o 


由 保 真 度 函 数 的 联合 上 四 性 可 以 推出 保 真 度 函 数 对 它 每 一 个 参数 都 是 止 的 : 对 于 所 有 po, pio E 
D(X) 以 及 A € [0,1], 


F(Apo + (1—A)p1,0) > AF(p0,0) + (1 — A) F(p1,¢). (3.172) 


对 于 它 的 第 二 个 参数 的 凹 性 的 证 明 是 类 似 的 . 
保 真 度 函 数 在 信道 作用 下 的 单调 性 也 是 由 块 算 子 特征 得 到 的 另 一 个 性 质 . 
定理 3.27 设 半 与 为 复 欧 几 里 得 空间 , eC, YV) 为 信道 , 而 P,Q € Pos(\X) 为 
F(P, Q) < F(®(P), ®(Q)). (3.173) 
证 明 ”根据 定理 3.17, 我 们 可 以 选择 X EC L(V) 使 得 


fe 时 
(3.174) 
X* Q 


是 半 正 定 的 , 并且 满 足 |Tr(X)| = F(P,Q). 根据 B 的 全 正 性 , 块 算 子 


5(P) (X)\ (oP) (Xx) — 
P(X*) (Q) PX) SQ) 
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也 是 半 正 定 的 . 再 次 使 用 定理 3.17, AR > 保 迹 的 事实 ,正如 需要 的 那样 ,我 们 得 到 了 
F(®(P), ®(Q)) > |Tr(®(X))| = |Tr(X)| = F(P, Q). (3.176) 
口 


3.2.3.2 ” 算 子 扩张 之 间 的 保 真 度 


假设 对 于 给 定 的 复 欧 几 里 得 空间 X 与 Vy, Po, Pi € Pos(8) 与 Qo € Pos( @ V) 都 是 半 
正定 算 子 , 并 且 Qo 是 P 的 扩张 , 即 Try(Qo) = Po. 对 每 一 个 满足 Try(Q1) = P 的 半 正 定 
算 子 Qi € Pos(\X @Y) 而 言 , 根据 定理 3.27, 我 们 有 


F(Qo, Q1) < F(Try(Qo), Try(Qi)) = F(Po, Pi). (3.177) 


在 有 些 情况 下 , 我 们 很 自然 地 希望 知道 对 于 P 所 有 的 扩张 Qi € Pos(¥ @Y), F(Qo,Q1) 的 
最 大 值 是 多 少 . 正如 下 列 定 理 所 说 明 的 , 不 管 如 何 选 择 Qo， 这 个 最 大 值 必然 等 于 F(Po, Pi). 

定理 3.28 ik Po, Pı € Pos(&) 与 Qo € Pos(XQY) 为 复 欧 几 里 得 空间 与》 上 的 半 
ERAT, 并 且 假 设 Try(Qo) = Po. FAME: 


max{F(Qo, Q1) : Qı € Pos(¥ 8 Y), Try(Q1) = Pi} = F(Po, Pi). (3.178) 


证 明 设 Z 为 满足 dim(Z) = dim(X¥ @)) 的 复 欧 几 里 得 空间 ， 然 后 选择 向 量 wo E 
Xoyog zZ 使 得 其 满足 
Trz(uoug) = Qo. (3.179) 


由 于 Qo 是 P 的 扩张 , 所 以 下 式 成 立 : 
Try@z (uous) = Po. (3.180) 
根据 Uhlmann 定理 (定理 3.22), 存在 一 个 向 量 w E OVOZ 使 得 
Try@z(uiut)=P, H |(uo,u)|= F(Po, Pi). (3.181) 


4 
Qı = Trz(uiuj), (3.182) 
然后 使 用 定理 3.27( 由 于 这 个 信道 是 Z 上 的 偏 迹 ), 我们 有 
F(Qo, Q1) = F(Trz(uoug), Trz(uiu;)) 


= F(vouo, uru] ) = | (uo, u1)| = F(Po, Pi). 


这 代表 式 (3.178) PHRATBDE F(Po, Pi). 根据 式 (3.177), RAARAA F(Po, Pi) 也 
即 完 成 了 证 明 . 口 


(3.183) 
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3.2.3.3 RAE 的 平方 和 关系 
下 列 定 理 声 明了 将 两 个 给 定 态 间 的 保 真 度 与 它们 分 别 与 第 三 个 态 的 保 真 度 的 平方 和 关 


联 起 来 的 事实 . 
定理 3.29 设 po,p1 ED() 为 复 欧 几 里 得 空间 如 上 的 密度 算 子 . FARE: 


max (F(po,0)? + F(p1,0)?) =1+F(po,p1). (3.184) 
ocED(X) 


证 明 ”对 于 从 任意 复 欧 几 里 得 空间 中 选 出 的 任何 两 个 单位 向 量 wo 与 wi， 它们 对 应 的 
秩 为 1 的 投影 的 最 大 本 征 值 有 一 个 简单 的 封闭 形式 表达 式 : 


入 1 (uous + uiui) = 1+ | Cuo, wu1)|. (3.185) 


本 证 明 有 两 步 , 这 两 步 都 要 用 到 式 (3.185) 以 及 Uhlmann 定理 (定理 3.22). 
第 一 步 要 证 明 存 在 一 个 密度 算 子 o € D(X) 使 得 


F(p0, 0)? + F(p1, 0)? > 1+ F(p0, p1). (3.186) 


设 V 为 满足 dim(Y) = dim(7) 的 任意 复 欧 几 里 得 空间 , WAE uo u, E X YV 满足 如 下 等 
式 : 

Try(uouo) = po, 

Try(u1uy) = p1, (3.187) 

| (wo, u1)| = F(p0, p1). 
这 些 向 量 的 存在 性 来 自 Uhlmann 定理 . w vexo y ARF uous t+ wui 最 大 本 征 值 对 应 
的 单位 本 征 癌 量 , 使 得 
v* (uou + uut)v = 1 + |(uo, u1)), (3.188) 

然后 设 

o = Try(vv"). (3.189) 


再 次 使 用 Uhlmann 定理 , 我 们 得 到 


F(po, o) 之 |(uo, v)| 和 F(p1,0) > | (u1, v), (3.190) 
使 得 
F(p0,0)* + F(p1,0)* > v* (uous + wui )v (3.191) 
= 1 + |(uo,u1}| = 1 + F(po, p1), 
全 此 完成 了 所 需 不 等 式 的 证 明 . 


本 证 明 的 第 二 步 是 证 明 对 应 所 有 o € D(X), 


F(p0,0)* 十 F(ploc) < 1+ F(p0, p1). (3.192) 
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再 次 设 V 为 满足 dim(Y) = dim(X) 的 复 欧 几 里 得 空间 ，c_ € D(X)， 并 且 选 择 单 位 癌 量 
vE XOY 使 得 
o = Try(vv"). (3.193) 


另外 设 wo,u1 EX OV 为 满足 
Try(uoug) = po; 
Try(uiui) = pi, (3.194) 
| (uo, v)| == F(po, o), 
| (u1, v)| F(p1,0) 
的 单位 向 量 . 从 本 证 明 的 第 一 步 可 知 ，Uhlmann 定理 保证 了 这 样 的 向 量 的 存在 . 由 于 v 是 单 
位 同 量 , 它 满足 


v* (uouo + uru w < Ai (uouo + uiui) 


(3.195) 
= 1 + |(wo, u1)| < 1 + F(po, p1), 
这 里 最 后 的 不 等 式 也 是 由 Uhlmann 定理 得 到 的 . 因此 , 正如 我 们 所 需要 的 , 我 们 有 
F(p0， a)? 十 F(p, o)? = v* (uouo + uiui u 和 二 十 F(p0， pı). (3.196) 
0 


3.2.3.4 全 正 映 射 的 输入 与 输出 之 间 的 保 真 度 


对 于 量子 信息 的 储存 与 传输 过 程 而 言 ， 单 位 映射 代表 一 个 理想 量子 信道 ， 因 为 这 个 信 
道 对 它 作 用 的 量子 态 不 会 产生 扰动 . 由 于 这 个 原因 ， 在 有 些 情 况 下 ， 我们 可 以 比较 给 定 的 
BB c CX) 形式 的 信道 与 单位 信道 Tix) 的 相似 性 . 

其 中 一 种 可 以 比较 的 情况 与 量子 源 编码 有 关 (这 将 在 5.3.2 节 中 讨论 ). 在 这 种 情况 下 ， 
我 们 感 兴趣 的 是 给 定 信 道 8 e C(X) 的 输入 与 输出 间 的 保 真 度 . 其 中 我 们 假设 这 个 信道 是 作 
HERRERAS pE D(X) WHI o eD eey) EW. 当 c 是 p 的 纯化 态 的 时 候 ， 由 如 下 定 
义 所 规定 的 映射 保 真 度 便 代 表 了 这 种 情况 . 

定义 3.30 GX ALKILEREWM. OCCP(X) 为 全 正 映射 , 而 PE Pos(Y) 为 半 正 
ZAT. 相对 于 P 的 映射 保 真 度 定义 为 


F(®, P) -一 F(uu*, (® & Ty (x))(uu*)), (3.197) 


RF u= vec( vP). 

当 p 是 信道 并 且 P = p 是 密度 算 子 时 ,映射 保 真 度 也 称 为 信道 保 真 度 (这 种 情况 下 它 
也 经 党 称 为 纠缠 保 真 度 . 但 是 本 书 中 不 会 使 用 这 个 术语 ). 

映射 保 真 度 F(®, P) 相对 于 映射 更 的 任意 Kraus 表示 的 具体 形式 将 由 如 下 命题 给 出 . 
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命题 3.31 H {4:0a E E} CLE) 为 算 子 的 合集 . 这 里 为 复 欧 几 里 得 空间 ,为 
FHR. HOE CP() 为 对 所 有 X CLL) 都 满足 


=X AXA (3.198) 


acd 


的 全 正 映 射 . 对 每 一 个 算 子 E Pos) 都 有 


= JY NP Aa. (3.199) 
aed 


证 明 ”利用 命题 3.13, 我 们 可 以 推出 式 (3.197)， 从 而 像 需 要 的 那样 得 到 


F(®, P) = >》 |vec(VP A; ® 1x) vee(VP)|° 


acy 


(3.200) 
pa = >N P, ha)| . 
口 


从 下 一 个 命题 中 可 以 看 到 , 映射 保 真 度 的 定义 中 用 到 的 纯化 态 wu = vec(VP) 代表 最 差 的 
情形 . 也 就 是 说 , 对 于 给 定 态 pe D(X) 的 任意 扩张 o € D(X OY), REE F(a, (SB@1lL(y))(o)) 
不 可 能 小 于 映射 保 真 度 F(®, p). 

命题 3.32 OECP(XY) 为 全 正 映 射 而 P e Pos(\X) 为 半 正 定 算 子 . REX AAR 
几 里 得 空间 . 另外 假设 以 EX@Y》 AMA Try(uu*)=P 的 向 量 , 而 QE Pos(\X OZ) 是 满足 
Trz(Q)=P 的 算 子 . 这 里 了 与 2 是 复 欧 几 里 得 空间 . RNA 


F(Q, (® 8 1r(2))(Q)) 2 F(uu*, (® 8 Thay) (uu")). (3.201) 
WEAR ”根据 命题 2.29， 必 然 存在 信道 更 E C(Y, Z) 使 得 
(Irix) ® V)(uu*) =Q. (3.202) 
根据 命题 3.27, 我 们 有 


F(uu’,(® Q Lro) (uw’)) 
<F((lL(x) 8 ¥)(uu*), (6 @ V)(uu*)) (3.203) 
=F(Q, (® 8 Iyz))(Q)), 
至 此 完成 了 证 明 . 口 


这 个 命题 同时 揭示 了 用 P 的 任何 其 他 的 纯化 态 替 代 定 义 3.30 中 的 u = vec(VP) 都 会 
得 到 完全 一 样 的 结 采 . 
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3.2.3.5 Fuchs-van de Graaf 不 等 式 


本 节 最 后 要 介绍 的 保 真 度 函 数 的 性 质 关 于 它 与 两 个 量子 态 的 迹 距 离 ， 这 个 关系 非常 重 
要 . 它 允 许 将 一 对 态 间 更 容易 实际 计算 出 的 迹 距 离 与 很 多 时 候 在 分 析 上 更 具 鲁 棒 性 的 保 真 度 
近似 地 相互 转换 . 

定理 3.33 (Fuchs-van de Graaf PEA) 设 效 为 复 欧 几 里 得 空间 , 而 po Ee D(X) AF 


BRHF. FARR: 
1 1 
一 一 全 <F(e,.c) < yi- leel. (3.204) 


2—2F(p,0) < ||p—ol|, < 2/1 — F(p,¢)?. (3.205) 


证 明 ”本 证 明 需 要 分 别 证 明 式 (3.205) 中 的 两 个 不 等 式 . 对 于 第 一 个 不 等 式 , 根据 定理 
3.24, 存在 字母 表 2 以 及 测量 pp: 一 Pos(X) 使 得 


等 价 地 ， 


F(p,0) = B(p,0 | p). (3.206) 
给 定 这 个 测量 , 然后 定义 p,q E P(Z) 为 对 每 一 个 we 都 满足 
p(a) = (u(a),p) 和 g(a) = (un(a), o) (3.207) 
的 概率 向 量 , 使 得 B(p, gq) = F(p,o). 根据 命题 3.5, 以 及 对 于 任 选 的 非 负 实 数 a, 6 > 0, 有 
(Va — VB) < la — 8 (3.208) 


这 个 事实 , 我 们 可 以 得 到 
le=cel = lip- all = > _lp(a) — a(a)| 


aed 
2 
> (vola) - Vala) =2- 280.9) =2-2F (9,0). 
aed 
这 即 证 明了 式 (3.205) 中 的 第 一 个 不 等 式 . 
接 下 来 证 明 式 (3.205) 中 的 第 二 个 不 等 式 . KRY 为 复 欧 几 里 得 空间 ， 使 得 dim(y) = 
dim(4). 根据 Uhlmann 定理 (定理 3.22), 存在 一 个 单位 向 量 u,v e XOY 满足 等 式 


(3.209) 


Try(uu*)=p, Try(vv*)=oa0 和 |(u,v)| = F(p,0). (3.210) 
根据 恒等式 (1.186)， 下 式 成 立 : 
ww — vv* ||, = 2/1 — |(u, v)|? = 2/1 — F(p, 0)?. (3.211) 
由 此 可 知 , 根据 迹 范 数 在 偏 迹 作用 下 的 单调 性 (1.183), 我 们 有 
lo —ol|, < ||uu* — vi* ||, = 2V1 — F(p,0)?. (3.212) 


因此 我 们 就 得 到 了 式 (3.205) 中 的 第 二 个 不 等 式 , 至 此 完成 了 证 明 . 口 
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如 上 证 明 中 使 用 保 真 度 的 Bhattacharyya 参数 特征 (定理 3.24) 的 方法 可 以 由 如 下 算 子 
范 数 不 等 式 得 出 . 这 个 不 等 式 本 身 也 非常 有 用 . 
引 理 3.34 H X ALKILLAR m Po, Pi € Pos(&) 为 半 正 定 算 子 . 下 式 成 立 : 


2 
|P- Pill, > || vP- VP. (3.213) 
证 明 ”对 于 Qo, Qi € Pos(X), 设 
VP - VP, =Q0-Q1 (3.214) 


为 /Po — VP, 的 Jordan-Hahn 分 解 , 而 Ho 与 h 分 别 为 到 im(Qo) 与 im(Qi) 上 的 投影 . 算 
子 Mo 一 I 的 谱 范 数 最 大 为 1， 因此 


|Po — Pi ||; > (Ilo — Th, Po — Pi). (3.215) 
通过 使 用 算 子 恒等式 
A’ — B? = =(A—B)(A+B) + >(A+ B)(A— B), (3.216) 
我 们 可 以 得 到 
(Ilo — Th, Po — Ps) 
=} (tm, (VR - VB) (V+ V7) 
+ (tt (V+ VR) (VR VF) 
-3n(Qo + 0) (VR+ VAI) 
+ Lay( (VF + VR)(Qu + 01) 
=(Qo +Q1,/Po+ VRB). 
最 后 , 由 于 Qo. Qi. VPo 以 及 VB 都 是 半 正 定 的 , 我们 有 
(Qo+Q1, VPo + VP.) 
>(Q0- Qi, VP - Vi) = |V - VAI. 
至 此 完成 了 证 明 . 口 
定理 3.33 的 另 一 种 证 明 ”对 于 式 (3.205) 中 的 第 一 个 不 等 式 , 根据 引 理 3.34. 我 们 有 
le-olh > | ve— val], = 7 (va ve) 
= 2-2Tr(/pvVo) > 2—2F(p,0). 
式 (3.205) 中 的 第 二 个 不 等 式 的 证 明 同上 . 口 


(3.217) 


(3.218) 


(3.219) 
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3.3 ”信道 距离 与 区 分 


通过 Holevo-Helstrom 定理 (定理 3.4), 迹 范 数 带 来 了 一 个 与 态 区 分 问题 紧密 相关 的 量 
子 态 间距 离 的 概念 . 本 节 将 介绍 一 个 关于 信道 间距 离 的 类 似 概念 . 这 将 由 完全 有 界 迹 范 数 引 
出 , 并 且 将 类 似 地 与 信道 区 分 问题 关联 起 来 . 
3.3.1 “信道 区 分 

区 分 一 对 信道 的 任务 将 由 如 下 情形 所 表示 . 

情形 3.35 ” 设 X 与 Y 为 寄存 器 , 而 Z 为 经 典 态 集 为 {0,1} 的 寄存 器 . 寄存 器 Z 可 以 
被 看 作 经 典 寄存 器 , 而 X 与 Y 是 任意 的 . 另外 Oo, D EC, y) 为 信道 而 和 € [0,1] 是 任意 
实数 . 假设 Alice 与 Bob 都 知道 信道 Bo 与 O,, 以 及 数字 和 的 信息 . 

Alice 将 寄存 器 Z 制备 到 一 个 概率 态 上 ， 使 得 它 的 态 为 0 的 概率 为 和 AA 1 的 概率 为 
1— à. Alice 从 Bob 那里 得 到 寄存 器 X， 然 后 根据 Z 的 经 典 态 ，Alice 将 做 如 下 两 个 操作 之 
1. WR Z=0, 则 Alice 根据 Bo 的 行为 将 X 变换 成 Y. 
2. 如 果 Z=1, 则 Alice 根据 更; 的 行为 将 X ERK Y. 
然后 将 寄存 器 Y 给 Bob. 

Bob 的 任务 是 通过 如 上 所 述 的 与 Alice 交互 的 过 程 分 辨 Z 的 经 典 态 是 什么 . o 

Bob 可 能 采用 的 一 个 方法 是 选择 一 个 态 ce D(X) 从 而 最 大 化 


[Apo — (1 — Api (3.220) 


这 里 po = Bo(o) 而 pi = B1(o). 如 果 他 将 寄存 器 X 制备 到 态 o 上 然后 传递 给 Alice, 则 他 会 
拿 回 处 于 态 po 或 pi 的 寄存 器 Y. 之 后 他 就 可 以 通过 po 和 pi( 分 别 以 概率 和 与 1 一 入 出现) 
的 最 优 测量 来 分 辨 信道 . 

然而 , 这 并 不 是 最 一 般 的 方法 . 更 一 般 地 ,Bob 可 以 用 如 下 方法 使 用 辅助 寄存 器 W: 首 
先 , 他 将 给 定 的 态 o € D(X @W) 制备 到 一 对 寄存 器 (X, W) E, 然后 让 Alice 根据 Bo 或 Bi 
将 X 转换 为 Y. 结果 寄存 器 对 (Y, W) 将 分 别 以 入 与 1- 入 的 概率 处 于 态 


po = (Sog@lrow)(c) 与 0=(@Q@low)(c). (3.221) 


最 后 , 他 将 测量 寄存 器 对 (Y, W) 从 而 分 辨 两 个 态 . 如 下 例 所 示 , 在 某 些 情况 下 ,这 个 更 一 般 
的 方法 可 以 显著 地 提高 正确 分 辨 O 与 B1 的 概率 . 

例 3.36 设 风 > 2, E Awe |2 = n 的 字母 表 , 而 X 为 经 典 态 集合 为 工 的 寄存 器 . E 
义 两 个 信道 9,0, E€ C(X) 如 下 : 对 于 所 有 XE L(A), 


(X) = (Tr Xl +X"), 
(3.222) 
6,(X) = — (T X)l — X’). 


=] 
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映射 Do 与 B1( 有 时 称 为 Werner-Holevo 信道 ) 确实 是 信道 . 显然 这 些 映射 是 保 迹 的 , 而 
从 它们 的 Choi 表示 可 以 计算 出 它们 是 全 正 的 : 
1el+Ww 1el-—-W 
ar M ar 
这 里 W e L(Y IX) 是 交换 算 子 , 也 即 满足 对 所 有 u,v e x MA W(ue@v)=veu. HFW 
Æ IEH. Hermite 的 , 所 以 算 子 J(@o) 与 J(B1) 都 是 半 正 定 的 . 
现在 , 在 情形 3.35 中 考虑 信道 &0 与 O,, 以 及 标量 





J(®o) = (3.223) 





n+1 
L= =. (3.224) 
MFHT X ELX), 
Ado (X) — (1 — dO (X) = Eyr, (3.225) 
因此 对 于 任 选 的 密度 算 子 o € D(X), 
|ABo(o) — (1 — NE®1(o)||, = =. (3.226) 


Sn BAW, 这 个 值 相对 较 小 . 这 与 Bo(o) 和 (0) 对 于 企 选 的 输入 o E€ D(X) 都 接近 于 完 
全 混 态 的 事实 一 致 . 如 果 Bob 将 X 制备 为 某 个 态 o, 并 且 不 使 用 辅助 寄存 器 W， 则 他 正确 
DHE Z 的 经 典 态 的 概率 最 大 为 


1 
= =; 22 
证 二 (3.227) 


AA Fi fl, 如果 Bob 使 用 了 辅助 寄存 器 ,那么 情况 将 大 为 不 同 . 特别 地 , 假设 W 与 X 
有 者 相同 的 经 典 态 集合 D 并 且 假 设 寄存 器 对 (X,W) 处 于 定义 为 
1 
-i D Bat Eos (3.228) 
的 态 +E D(X @ W). 信道 Bo 与 $1 在 这 个 态 上 的 作用 如 下 : 
1e1+W 
n? +n 


1&1- W 
n2—n ` 





(Bo 8 lLow)) (7) = 


) 


(3.229) 
(©; 8 1Lw)) (7) = 


根据 如 下 计算 , 它们 是 正 交 密 度 算 子 : 
(1@14+W1e@1-W)=Tr(1el+wWw-—-W-W’) =0. (3.230) 


因此 在 这 个 情况 下 (Do & luow)) (7) 与 (®1 & Licw) )(7) 可 以 被 无 误 地 区 分 : 对 于 每 一 个 
à € [0,1], 我 们 有 


因此 通过 这 样 使 用 辅助 寄存 器 W, Bob 可 以 无 误 地 区 分 信道 Bo 与 Bi. 口 
这 个 例子 清晰 地 表明 了 在 讨论 信道 可 以 被 分 辨 的 概率 时 考虑 辅助 寄存 器 的 必要 性 . 
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3.3.2 ”完全 有 界 迹 范 数 

本 节 定 义 了 映射 空间 T(x, V) 上 的 一 个 范 数 ( 称 为 完全 有 界 迹 范 数 )， 并 且 讨 论 了 它 的 
一 些 性 质 . 这 里 x 与 y 是 复 欧 几 里 得 空间 . 这 个 范 数 与 信道 区 分 任务 的 确切 联系 将 会 在 下 
一 节 讨 论 , 但 是 这 里 通过 它 的 定义 , 我 们 可 以 看 到 这 个 范 数 是 由 上 一 节 中 对 信道 区 分 任务 中 
辅助 寄存 器 的 重要 性 的 讨论 启发 的 . 
3.3.2.1 ”诱导 迹 范 数 


在 介绍 完全 有 界 迹 范 数 的 时 候 , 我 们 最 好 先 定义 一 个 相关 的 范 数 , 它 称 为 诱导 迹 范 数 . 
定义 3.37 设 革 与 了 为 复 欧 几 里 得 空间 . RH PeT, YV) 的 诱导 人 迹 范 数 定 义 为 


|| |], = max{ll 更 (CD 有 : X E L(#X), ||Xlh < 1}. (3.232) 


正如 这 个 范 数 的 名 字 所 示 , 它 是 诱导 范 数 的 一 个 例子 . 一 般 来 说 , 我 们 可 以 考虑 通过 将 
这 个 定义 中 的 两 个 迹 范 数 奉 换 为 任何 其 他 定义 在 L(x) A L(Y) 上 的 范 数 来 得 到 该 范 数 . 这 
里 我 们 使 用 了 最 大 值 而 非 上 确 界 . 这 个 最 大 值 的 存在 性 可 以 从 定义 在 L(V) 上 的 范 数 的 连续 
性 以 及 定义 在 L(X) 上 的 范 数 对 应 的 单位 球 的 紧 致 性 得 到 . 

一 般 来 讲 , 诱导 范 数 并 不 能 提供 一 个 物理 上 有 明显 意义 的 信道 间距 离 的 度量 . 然而 , 这 
个 范 数 的 一 些 基 本 性 质 可 能 非常 有 用 . 这 些 性 质 可 以 被 我 们 接 下 来 将 定义 的 完全 有 界 迹 范 
数 继承 . 

诱导 范 数 的 第 一 个 性 质 是 ， 定义 3.37 中 的 最 大 值 总 是 可 以 由 一 个 秩 为 1 WAT X 到 
达 . 

命题 3.38 ROET, V) 为 复 欧 几 里 得 空间 半 与 上 的 映射 . 下 式 成 立 : 


Ilh = max, lB) l (3.233) 


证 明 满足 XI 和 1 的 XeL(X) 中 的 算 子 都 可 以 写成 uv* 形式 的 算 子 的 凸 组 合 , 这 
里 u,v e S(X) 是 单位 向 量 . 式 (3.233) 来 自 迹 范 数 是 凸 函数 这 个 事实 . 口 


如 下 列 定 理 所 述 , 在 考虑 的 映射 是 正 映射 的 额外 前 提 下 , 定义 3.37 中 的 最 大 值 可 以 由 秩 
为 1 的 投影 得 到 |. 

定理 3.39 (Russo-Dye) 设 苇 与》 为 复 欧 几 里 得 空间 而 PeT, YV) 为 正 映 射 . FA 
成 立 : 


| 更 | = ,er Bue 小 (3.234) 
证 明 ”根据 迹 映射 与 谱 映 射 的 对 侦 性 ， 以 及 恒等式 (1.182), 我 们 可 以 得 到 
lèh = mee (3.235) 


考虑 一 个 任意 的 丁 算 子 Ue UY), 并 设 


U = >》_ XI (3.236) 
k=l 
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为 U 的 谱 分 解 . 由 于 o EEK, 我 人 有 O° 也 是 正 的 (根据 命题 2.18)， 因 此 对 应 每 一 个 索 
a] kelem} 


®* (Ilk) € Pos(4). (3.237) 
根据 引 理 3.3, 以 及 所 有 本 征 值 和 1,… Am 都 在 单位 圆 上 的 事实 , 可 以 得 到 
&*(U) || = > Ax ®* (He) |] < X D T) = || Sy) || (3.238) 
k=] k=1 
































由 于 ly 本身 是 一 个 酉 算 子 , 所 有 我 们 有 
ISl = | 至 "> (3.239) 


最 后 , 由 于 O*(ly) 必然 是 半 正 定 的 , 我 们 有 


|| ®*(1y)|| = max, (uu", B* (Ly)) = nex, Tr(®(uu")), (3.240) 
至 此 完成 了 证 明 . 口 
推论 3.40 KH eT, YV) AREERH, REX 与 了 为 复 欧 几 里 得 空间 . 我 们 有 


| 更 中 = 1. 
注 : 我 们 可 以 观察 到 ， 上 一 个 推论 不 止 告诉 我 们 迹 范 数 在 信道 的 作用 下 是 单调 递减 的 ， 
而 且 在 一 般 的 保 迹 正 映射 下 也 是 单调 递减 的 ， 即 对 所 有 的 X ELX) 以 及 保 迹 正 映射 Oc 
TN], 
|| ®(X) lha < || X |li. (3.241) 
下 一 个 命题 给 出 了 诱导 迹 范 数 的 三 个 基本 性 质 : 复合 作用 下 的 次 可 乘 性 、 复 合作 用 下 信 
道 差 的 可 加 性 ， 以 及 本 不 变性 . 
命题 3.41 对 应 任 选 的 复 欧 几 里 得 空间 X, V 与 Z， 如 下 关于 诱导 迹 范 数 的 事实 
成 立 : 
1. 对 所 有 映射 DET, YV) 5 VETY, Z) FARE: 
IESI < IE la IE |li. (3.242) 
2. 对 所 有 信道 Bo, Vo E C(X,Y) 5 81, Yi E CV, Z) FARA: 
[tvo — tioll, < vo — Boll, + vs — Say (3.243) 


3. 设 更 ET(t,J) ARH, Uo, Vo € UX) 5 U, V EUV) ABAF., MVET(A,Y) 定 
LAM PAX ELX) 都 有 


U(X) = UB(UoXW)W, (3.244) 


我 们 有 Ell = IE. 
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证 明 ” 想 证 明 第 一 个 事实 , 我 们 首先 要 注意 到 , 对 于 每 一 个 Y e L(Y), 都 有 YY) < 
IEY h. 因此 对 于 所 有 X € L(X)， 


IE < vl leo (3.245) 
在 所 有 满足 |X| <1 WY X eL) 上 取 最 大 值 , 我 们 就 得 到 了 不 等 式 (3.242). 
为 了 证 明 第 二 个 事实 , 我 们 需要 使 用 三 角 不 等 式 、 不 等 式 (3.242) 以 及 推论 3.40， 从 而 
得 到 
| ¥1Yo — idol], < || Vio — Vol + | ¥1Fo — 2180|], 
= || Yi(Yo — Bo) |], + ||(%1 — 21) Bo], 


(3.246) 
< |] Yr], yo — Go|], + | — Pr], [Go|], 
= || Bo = Go|], + [Ta — Fr], . 
最 后 , 根据 迹 范 数 的 西 不 变性 , 可 以 得 到 对 所 有 X eL) 都 满足 
[200]; = oe(voxw) |l, = [200X Tin 
< ||], Vox volli = Slx] 
因此 |Y] < ll. 可 以 观察 到 , 对 所 有 X EL) 都 有 
P(X) = US W(UZXVZ)V;". (3.248) 
通过 类 似 的 证 明 , 我 们 可 以 发 现 || Ol, < || 亚 1, 至 此 完成 了 第 三 个 事实 的 证 明 . 口 
诱导 迹 范 数 的 一 个 不 理想 的 性 质 是 ， 它 对 于 张 量 积 不 具有 可 乘 性 ， 这 可 以 从 如 下 例子 


(与 例 3.36 紧密 相关 ) 看 出 . 

例 3.42 设 > 2, 2 为 满足 |S|=n 的 字母 表 , X = CY, 然后 考虑 转 置 映射 T ETX) 
(定义 为 对 所 有 X € L(X), T(X) = XT). BA, ||T|, = 1， 这 源 于 对 所 有 算 子 X € L(X) 
Xii = |X > FFB Day lla = 1. 男 一 方面 , 我 们 有 


[TS Iya ||, =n. (3.249) 
为 了 证 明 这 个 声明 , 我 们 可 以 痛 先 考虑 密度 算 子 
ja = S` Eap ® Eas € D(X Q 2). (3.250) 
a,beExX 


它 的 迹 范 数 等 于 1. FARZ: 
(Tetra) = IW, =n, (3.251) 
这 里 W e U(X @ YX) 表示 交换 算 子 , 因此 


|T 8 1rix) ||; 2n. (3.252) 
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为 了 证 明 ||T 81r lh 不 大 于 n, 我 们 首先 要 看 到 由 迹 与 Frobenius 范 数 的 关系 (1.169) 可 
以 推出 对 每 一 个 算 子 X ELOR), 


| 
由 于 算 子 X 的 元 与 (T@Iivw)(X) 除了 顺序 被 转 置 算 子 打 乱 以 外 都 相等 , 所 以 


(T@1ix) XN < nl (T 8 tray) XO) Ip. (3.253) 


I(T 8 træ) ll = |X. (3.254) 
最 后 , 根据 式 (1.168), 我 们 有 || Xll。 < || 关上 1， 由 此 可 得 


|T 8 træl], <n. (3.255) 


3.3.2.2 ”完全 有 界 迹 范 数 的 定义 


完全 有 界 迹 范 数 的 定义 如 下 . 如 果 用 语言 描述 , 那么 它 在 一 个 给 定 映射 上 的 值 即 是 该 映 
射 张 成 有 相同 输入 空间 的 单位 映射 后 ， 新 映射 的 诱导 迹 范 数 . 

定义 3.43 ”对 于 任 选 的 复 欧 几 里 得 空间 闭 5 yV, RH OCT(X,YV) 的 完全 有 界 迹 范 数 
定义 为 

Wl], = ||® 8 irw lli (3.256) 

如 同 在 3.3.1 节 中 讨论 的 , 与 诱导 迹 范 数 相 比 , 这 个 范 数 与 信道 区 分 的 任务 更 为 相关 . 本 
ME, 完全 有 界 迹 范 数 量化 了 一 个 映射 作用 在 张 量 空间 的 一 个 张 量 因子 (或 者 更 物理 化 的 术 
语 是 , 复合 系统 的 一 部 分 ) 上 而 非 仅 作用 在 输入 空间 上 的 效应 . 最 后 我 们 会 发 现 ， 这 个 定义 
不 只 产生 了 一 个 与 信道 分 类 任务 更 相关 的 范 数 , 而 且 带 来 了 许多 有 意思 并 且 有 用 的 性 质 ( 包 
括 张 量 积 下 的 可 乘 性 ). 

接 下 来 我 们 将 详细 解释 为 什么 选择 在 L(Y), MAE L(V) 或 其 他 复 欧 几 里 得 空间 Z 上 
的 L(Z) 上 作用 单位 映射 ,简单 来 说 ， 空 间 x 已 经 足够 大 了 . 在 最 坏 的 情况 下 ,刚好 大 到 
式 (3.256) 的 值 不 因 作 用 在 L(V) 上 的 单位 映射 被 替换 为 L(Z) 上 的 单位 映射 而 改变 . 这 里 Z 
可 以 是 任何 维度 不 小 于 X 的 维度 的 复 欧 几 里 得 空间 . 


3.3.2.3 ”完全 有 界 迹 范 数 的 基本 性 质 


接 下 来 的 这 个 命题 是 命题 3.38、 推 论 3.40 以 及 命题 3.41 的 声明 3 的 直接 结果 . 它们 总 
结 了 完全 有 界 迹 范 数 从 诱导 迹 范 数 继承 的 几 个 基本 性 质 
命题 3.44 下列 几 个 事实 关于 任 选 的 复 欧 几 里 得 空间 HV 的 完全 有 界 迹 范 数 : 
1. 对 所 有 映射 D ETX, YV) FARE: 
ll = max} ||(® © trx) (u) 


2. 对 所 有 信道 P EC, Y) elh =1. 








(1 uve S(X® zt). (3.257) 
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3. RP ETX, YV) ARH, Uo, Vo € U(X) 5 Ui, Vu EUV) 为 西 算 子 ; FAZAXVET(A,Y) 
为 对 所 有 X ELX) 都 满足 


U(X) = U(X Vo) V. (3.258) 


则 IY = ISl 成 立 . 
下 列 引 理 使 我 们 可 以 讨论 完全 有 界 迹 范 数 的 其 他 性 质 . 
引 理 3.45 ROE T(X,Y) 为 映射 ， 这 里 二 与》 为 复 欧 几 里 得 空间 . 对 于 任 选 的 
复 欧 几 里 得 空间 Z 以 及 单位 向 量 x,y E XOZ, 存在 单位 向 量 u,v E XOX 使 得 下 列 等 式 
成 立 : 
|(® 8 lL(z))(zy")||] = |(® ® Lx)) (uw) , 
|| (© @1rcz))(z7"))||, = ||(® 8 1Lcx)) uu") ||. 
WERA ” 当 dim(Z) < dim(%) 时 , 这 个 引 理 是 很 直接 的 : 对 任 选 的 等 距 算 子 U € U(Z, X) 
HÆ u= (lx 8 Uz 与 v= (1x 9 Uy 满足 要 求 的 条 件 . 
当 dim(Z) > dim(¥) 时 , 我 们 可 以 考虑 x 与 y 的 Schmidt 分 解 








(3.259) 














va) Tl 
c=) /Derk ® 2 5 y= >) Vik Yk 8 wr, (3.260) 


k=1 k=1 


这 里 n = dim(X). 这 时 u 5 v 的 一 个 可 行 的 选择 是 


u= VRID 和 v=) Vary dy (3.261) 

k=] k=l 

对 于 定义 为 ; ; 
U=S nc 和 V= wey (3.262) 

k=1 k=l 


的 线性 等 距 算 子 U,V € U(X, Z), z= (1x 8Uju 5 y= (lx @V)v 成 立 . 因此 , 正如 我 们 需 
要 的 ， 


|(® 8 Ay¢z))(xy*) 








| = (@@ Iriz) (1 8 U)uv* (1 @ V*))||, 
= ||(1 @U)(@ 8 lumu") @ V*)|I, (3.263) 
= ||(® ® lrx) )(uv*) 








j 
并 且 
|(®@1rcz))(zz")) = || (8 8 Irz) (A 8 V)uu* (1 8 U*) |l 
= ||(1 9 U)(® 8 Lyx))(uu*)( @U*) ||, (3.264) 
= |[(@ 8 lcx) uu") ||; - 
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有 了 引 理 3.45 之 后 , 我 们 可 以 证 明 如 下 定理 . 由 这 个 定理 可 以 推出 我 们 之 前 的 一 个 声 
明 : 定义 3.43 中 作用 在 L(&) 上 的 单位 映射 可 以 替换 为 作用 在 LZ) 上 的 单位 映射 而 不 改变 
这 个 范 数 的 值 . 这 里 Z 是 任意 维度 不 小 于 X 的 维度 的 空间 . 
定理 3.46 RX SFE VARKILEREW, ETX, V) ARH, 而 Z 为 复 欧 几 里 得 
空间 . 下 式 成 立 : 
|® 8 ticz) ||, < Wl, (3.265) 
并 且 在 满足 dim(Z) > dim(X) 时 取 等 . 


证 明 ”根据 命题 3.38, 存在 单位 向 量 oye XOZ 使 得 
[$ 8 tralli = || (8 8 Bu) zy) (3.266) 
因此 , 根据 引 理 3.45, 存在 单位 向 量 u,v e XOX 使 得 
ls@1ral = || (8 8 trw) t”) |h, (3-267) 


因而 有 
|S 81r) ll, < Ella. (3.268) 
在 dim(Z) > dim(X) 的 假设 下 , 存在 等 距 算 子 V_ € U(X, Z). 对 于 每 一 个 满足 |X] <1 
的 算 子 X eL(X@X), 由 迹 范 数 的 等 距 不 变性 可 以 推出 


(® 81r) (Xll = || Ay @V)(® 8 Tray) (X) (ly @V)" | 
= ||(® @ Izy) (x @V)X (1x @V)*) ||, 
< || @ tuz) |h (Lx @V) Xx @V)* ||, (3.269) 
= ||P 8 trz) l 1X Ih 
< ||@ 8 trez) lli 


因此 下 式 成 立 : 
lel < |8 @1rcz)l) . (3.270) 
至 此 完成 了 证 明 . 口 


推论 3.47 X, YV 与 也 为 复 欧 几 里 得 空间 并 且 DET, YV) 为 映射 . 下 式 成 立 : 
|| $ Dr¢zyll, = ill. (3.271) 


通过 使 用 定理 3.46, 我 们 可 以 证 明 完 全 有 界 迹 范 数 有 着 类 似 于 命题 3.41 中 声明 1 和 2 
的 性 质 . 

命题 3.48 ”对 于 任 选 的 复 欧 几 里 得 空间 X.Y 和 Z, 如 下 关于 完全 有 界 迹 范 数 的 事实 
成 立 : 
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1. 对 于 所 有 映射 D ETX, Y) 5 VET(Y,Z), FARA: 
IES < Ela Illa- (3.272) 
2. 对 于 所 有 信道 Do, Vo E€ C(X, V) 5 81, Yı E CV, Z), FARE: 
io = Biolll, < yo 一 Boll], + |v: ~ Sl]. (3.273) 


证 明 ”根据 命题 3.41, 我 们 可 以 算出 


IES = || VS @1x)), < IE 81r lh lE ® Decay], (3.274) 
并 且 
||| ¥1¥o 一 ®1¥o]|], =||¥1¥o 8 Lyx) — 8180 8 1r») |l 
<|| Yo 8 1px) — Bo 8 Irwy ll (3.275) 
+ || 8 Irw) — 81 8 Irw) lli- 
这 个 命题 可 以 从 定理 3.46 得 到 . 口 


我 们 同样 可 以 证 明 完 全 有 界 迹 范 数 对 于 张 量 积 是 可 乘 的 . 
定理 3.49 HO € T(AXO, Yo) 与 1 E T(&%, V1) 为 映射 , 这 里 MH. MV 5 V MA 
复 欧 几 里 得 空间 . FARMS: 


I Po 8 © = eolll I&i. (3.276) 


证 明 ”根据 命题 3.48 以 及 推论 3.47, 我 们 有 


||®o 8 Pall], = |(®o 8 tron) Arx) 人 下 |， 
< ||®o 8 tron lll rex) ® Pall, = lolll Illl 
我 们 还 需要 证 明 反 向 的 不 等 式 . 
首先 , 选择 算 子 Xo E L(% @%) 与 X1 E LX @ £) 使 得 Xolli = 1 E || Xolla =1， 
并 且 如 下 等 式 成 立 : 


(3.277) 





Goll, = || (Go 8 Lcx,)) (Xo) Il, . 
loll, = [(@o @ tr) Xo) m 
leall = (@ 8 treo) 


由 于 迹 范 数 对 于 张 量 积 是 可 乘 的 , 所 以 我 们 有 | Xo @ Xill = 1. 
接 下 来 , 我 们 需要 看 到 


leo eaill, = 19084 @ trnov lh Pe 


= ||Go @ Irix) 8 81 8 Irix lli- 
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第 二 个 等 式 关 系 来 目 诱导 迹 范 数 的 酉 不 变性 (命题 3.41 的 声明 3). 这 代表 这 个 范 数 在 改变 
映射 的 张 量 积 顺序 后 不 变 . 再 一 次 使 用 迹 范 数 关 于 张 量 积 的 可 乘 性 ,我 们 得 到 
|®o 8 Hil], > || (Go 8 Aria) ® 81 @ 1r(x)) (Xo 8 X1) |l; 
= || (Go 8 lrx) (Xo) |]; |] (81 8 træ) Xll (3.280) 
= |®olll Ill lll, » 
至 此 完成 了 证 明 . o 


3.3.3 ”信道 间 的 距离 
本 节 将 解释 上 一 节 引 出 的 完全 有 界 迹 范 数 与 信道 区 分 之 间 的 关系 ， 并 讨论 由 完全 有 界 
迹 范 数 导出 的 信道 间距 离 这 个 概念 的 其 他 角度 . 
3.3.3.1 & Hermite 映射 的 完全 有 界 迹 范 数 
给 定 一 个 映射 D eE TX, Yy), 我 们 有 某 些 单位 向 量 uvEerx or 使 得 
li®llli = ||(® 8 rx) (uv*) ||- (3.281) 
如 果 不 对 更 加 以 限制 , 则 对 于 一 个 单位 向 量 u cor 满足 
lI®ll = || (@ @ Dry) (uu*) |], (3.282) 


的 更 强 的 条 件 一 般 并 不 成 立 . 

Ril, 4 > 是 保 Hermite 映射 的 时 候 , 总 存在 单位 向 量 we Xo 使 得 式 (3.282) 成 
VW. 这 个 事实 由 后 面 的 定理 3.51 给 出 , 而 它 的 证 明 需 要 用 到 如 下 引 理 . 

引 理 3.50 RX 5 YV AARLE, eT, Y) At Hermite RH, m Z A 
任意 满足 dim(Z) > 2 的 复 欧 几 里 得 空间 . AE-S iE uc XOZ 使 得 


| (@ @ Tp¢z))(uu*)||, > el (3.283) 


证 明 SCX eL) 为 满足 Xlli =1 5 | O(X) |i = ll WAT. 设 a, 2 € Z AEE 
意 两 个 正 交 单位 同 量 , 定义 Hermite Bf H € Herm(4 ® Z) 如 下 : 


1 1 
H = 5* &® zoži T 可 只 & Z129- (3.284) 


然后 我 们 可 以 看 到 || A ||. = || Xl]. = 1. 另外 , 我们 有 


1 1 

(® 8 Izy) (A) = z?) 8 2021 + z2x”) 四 2120 
1 1 

= 5 2(X) ® 292] + 5 2(X)" ®@ 212 - 


这 里 第 二 个 等 式 来 目 定 理 2.25 以 及 © 是 保 Hermite 映射 的 假设 . 因此 在 这 个 情况 下 有 


| (®@ @ Liz) A], = OCD], = Pll (3.286) 


(3.285) 


现在 考虑 详 分 解 


H = Ñ Agupuj, (3.287) 
k=1 


这 里 n= dim(¥ @ Z). 根据 三 角 不 等 式 , RNA 
|(®@1cza)) (BN < Solel |] (8 @ Lrcz)) uruk) |], (3.288) 
k=1 


由 于 || Al; = 1, 所 以 不 等 式 (3.288) 右边 的 表达 式 是 所 有 k € {1,--- ,n} 定义 的 
| (® @ Diz) (weve) ||, (3.289) 
的 凸 组 合 . 因此 必然 存在 Ke {1,--- ,n} 满足 
|| (@ 8 Urcz) (uruk) ||, > |] (@ 8 tr) (H) |l = |] PIL, (3.290) 
设 u= wn， 则 完成 了 证 明 . 口 
定理 3.51 GR eT, YV) 为 保 Hermite RH, 这 里 与 了 为 复 欧 几 里 得 空间 . 则 
Pll = wei») (S @ 1px))(uu*)||,- (3.291) 


证 明 ”对 于 每 一 个 单位 同 量 we XOX, 都 有 


|(® @ Lcx)) (uu*) 








1 < [|S 8 trw ll = Illl, (3.292) 
所 以 我 们 只 需要 证 明 存在 一 个 单位 向 量 uco 使 得 


| (8 @ Lyxy) (uu*) 








1 > ||P @ trw) |l = Mlha- (3.293) 
设 Z = C2. 根据 引 理 3.50， 必 然 存在 一 个 单位 风量 ce XOX OZ 使 得 
| (© @ Ax) 8 Lz) zz) > || © @ træ lh (3.294) 
另外 根据 引 理 3.45, URE ILIA uc X @ AX 使 得 
| (@ 8 Dry) (ue) = |] ($ 8 trx) 8 Lz) (@2") ||. (3.295) 
对 于 这 样 选择 的 u, 我 们 有 式 (3.293), 至 此 完成 了 证 明 . 口 


3.3.3.2 Holevo-Helstrom 定理 的 信道 版 本 


通过 用 完全 有 界 迹 范 数 替代 迹 范 数 ， 下 面 这 个 定理 表示 了 Holevo-Helstrom 定理 (定理 
3.4) 的 信道 版 本 . 
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EH 3.52 7 Do, ®ı E C(X, V) 为 信道 , REX 与 了 为 复 欧 几 里 得 空间 ， 而 入 E [0,1]. 
对 任 选 的 复 欧 几 里 得 空间 Z. 测量 pw: {0,1} 一 Pos(VQZ) 以 及 密度 算 子 o ED(X@2Z), F 
式 成 立 : 
M4(0), (Bo @ Iriz) )la)) + (1 — A)(u(1), (1 8 lrcz))(0)) 
<5 + 下 Mao 一 (为 | 
另外 ,对 于 任 选 的 满足 dim(Z) > dim(X) 的 Z, X (3.296) 中 的 等 号 可 以 由 某 些 投影 测量 1 
以 及 纯 态 o 达到 . 


证 明 ”根据 Holevo-Helstrom 定理 (定理 3.4), 式 (3.296) 左边 的 值 最 大 为 


(3.296) 


5 + ZAS 8 Lca)(0) — (1 — NB 8 rz) (3.297) 
这 个 值 的 上 界 是 
at 了 | (A®p — (1— A)¥1) @ Irz) |l}, (3.298) 
根据 定理 3.46， 其 最 大 值 为 
> + aSo — (1 — Bill (3.299) 


根据 Po 与 Di 是 全 正 映射 以 及 和 是 实数 的 事实 ，AEo — (1 — A)®, 是 保 Hermite 映射 
根据 定理 3.51, 必然 存在 一 个 单位 同 量 ucxo 使 得 


|A(®o 8 Ancxy)(uu*) — (1 — NB BILx)) (ue) 


(3.300) 
=|||X®o — (1 — A) |||- 
因此 在 dim(Z) > dim(V) 的 假设 下 , 我 们 有 
|A(®o ® lLcz))(0) — (1—N(E1® 1.z))(0)), TT 
=|||A®o — (1 — A) ||]; 
ix 
o = (ly @V)uu*(1y @V*) (3.302) 


为 纯 态 , V e U(X, Z) 为 任意 的 等 距 算 子 . 
最 后 , 根据 Holevo-Helstrom 定理 (定理 3.4), 必然 存在 投影 测量 jy: {0,1} 一 Pos(V@Z) 
使 得 


X(u(0), (Bo 8 liz))(0)) + (1 一 AGEIQ@Tz))c)) 


1 1 

= 5 + 5||A@o 8 lrz))(0) — A — NB @1z))()|], (3.303) 
L., l 

= 5 tallata -All 


至 此 完成 了 证 明 . 口 


3.3.3.3 ”信道 网 络 间 的 距离 


量子 信息 与 计算 中 的 很 多 计算 与 交互 都 可 以 由 信道 的 网 络 来 描述 . 这 里 我 们 假设 一 些 
有 着 不 同 输入 与 输出 空间 的 信道 1, , On 组 成 一 张 非 循环 网 络 (如 图 3.1 中 的 例子 所 示 ). 
完全 有 和 界 迹 范 数 正好 适合 分 析 这 样 的 网 络 中 的 错误 、 误差 以 及 噪声 . 





图 3.1 “一 个 非 循环 信道 网 络 的 理论 模型 ， 箭头 表示 寄存 器 . 这 里 假设 信道 (由 方形 表示 ) 的 输入 和 输 
出 空间 与 箭头 表示 的 寄存 器 是 契合 的 . 例如 信道 ©, 将 寄存 器 Xi 转化 为 其 他 的 寄存 器 (在 这 
张 图 上 没有 命名 )， 也 即 是 信道 B4 的 三 个 输入 中 的 第 二 个 . 通过 将 信道 D, , Be 以 如 图 方 
式 组 合 起 来 , 我 们 可 以 得 到 一 个 新 的 信道 © € C(Xi O AX @ X3, Vi ® J2) 


通过 以 与 网 络 一 致 的 方法 组 合 信道 0, , Bw， 我 们 可 以 得 到 信道 O&O. 假设 寄存 器 
Xi,… , X 为 网 络 的 输入 而 寄存 器 Yi …… ,Ym 为 输出 , 则 信道 更 表示 信道 &1,… , Bw 的 如 
下 组 合 : 

® E C(A, @--- @ Xn, V18- @ Vm). (3.304) 


现在 假设 W1,---, Uy 的 输入 和 输出 空间 和 @1,:… ,Bw 一 一 对 应 , 并 且 对 于 每 一 个 € 
{1,---,N}, AU, 替换 O,. 同样 地 , 信道 更 ;,.…… ,更 w 通过 与 网 络 一 致 的 方法 结合 到 一 起 ， 

构成 信道 
UW EC(A, @---@ Xn, B® Vm) (3.305) 


以 替代 ©. 例如 , 1,:… Oy 可 以 表示 被 一 个 协议 或 者 算法 决定 的 理想 信道 , 而 亚 ;,…… Uy 
代表 di ,Bw 在 少量 噪声 或 者 损坏 下 的 变形 ， 
我 们 会 自然 地 提出 疑问 , 在 对 所 有 ke {1,:… , NJ REO, SU, 的 差别 函数 后 , 更 与 
T 可 能 差 多 少 . p 与 更 之 差 的 完全 有 界 迹 范 数 的 上 界 可 以 通过 归纳 法 从 命题 3.48 以 及 推论 
3.47 得 到 : 
I — lh < |||®1 一 更 :| 十 十 | 川 到 一 更 | (3.306) 


因此 , 不 论 考虑 的 网 络 有 什么 性 质 , 当 把 信道 组 成 网 络 时 , WF ke {1,---,N}, 信道 加 与 
Vk 之 间 的 差别 仅仅 是 累加 的 . 
3.3.3.4 ”等 距 信道 对 之 间 的 区 分 


正如 例 3.36 强调 的 , 在 情形 3.35 的 某 些 情况 下 ，Bob 必须 使 用 辅助 寄存 器 W 来 完成 
对 给 定 信道 对 的 最 优 区 分 . 一 个 有 意思 的 情况 是 ， 当 这 两 个 信道 等 距 的 时 候 ，Bob 不 一 定 需 
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要 辅助 寄存 器 . 这 对 等 距 信道 定义 为 , 对 所 有 X EL), 
Bo(X)=WXV 和 Bi(X)= VXV, (3.307) 


这 里 Vo, Vi € U(X, V). 这 个 情况 下 的 最 优 区 分 不 需要 辅助 寄存 器 的 证 明 如 下 . 这 个 证 明 中 
用 到 了 算 子 数值 域 的 概念 . 
定义 3.53 设 寺 为 复 欧 几 里 得 空间 ， 而 XEL) ARF. X 的 数值 域 为 如 下 定义 
的 集合 NW(X) CC 
N(X) = {Ww Xu : u e S(4)}. (3.308) 


一 般 来 说 , 给 定 算 子 X 的 每 一 个 本 征 值 都 属于 和 NN(X), 而 且 我 们 可 以 证 明 当 X 是 正规 
算 子 时 , N(X) ETF X 本 征 值 的 凸 包 . 然而 , 对 于 非 正 规 算 子 而 言 , 这 一 般 不 成 立 . 但 NN(X) 
总 是 紧 且 凸 的 , 也 就 是 下 面 这 个 定理 的 内 容 . 

定理 3.54 (Toeplitz-Hausdorff 定理 ) 对 于 任意 复 欧 几 里 得 空间 X 以 及 算 子 X ELX), 
集合 WI(X) 是 紧 且 凸 的 . 


证 明 ”定义 为 flu) = w Xu 的 函数 f : S(x) 一 C 是 连续 的 ， 并 且 单 位 球 S(t) 是 紧 
的 . 从 紧 集 到 紧 集 的 连续 映射 意味 着 W(X) = f(S(X)) 是 紧 的 . 
接 下 来 我 们 要 证 明 N(X) 的 凸 性 . 固定 a, 6 e N(X) 以 及 实数 和 € [0, 1]. 我 们 要 证 明 的 
是 
Aa + (1 — NB e NX]. (3.309) 


这 已 经 足够 证 明 这 个 定理 了 . 这 里 我 们 假设 a 关 6, 因为 在 a = 8 的 情况 下 这 个 论断 是 平凡 
HY. 

根据 数值 域 的 定义 , 我 们 选择 单位 向 量 u,v © S(x) 使 得 u*Xu=a H v* Xv = B. 假设 
a 关 B, RNE DE u 与 v 是 线性 无 关 的 . 

fe PRK, 定义 


-É 
= E i a =x (3.310) 


使 得 u*Yu =1 #H v*Yv =0. 8 H,K € Herm() 定义 如 下 : 


Y = 








Y+Y* Y- Y* 
= = AL 
H 5 和 K = (3.311) 
使 得 Y = 五 十 iK. 我 们 可 以 得 到 
“Hu = I, v' Hv = 0, 
(3.312) 
“Ku =0, v K1 = 0, 


不 失 一 般 性 地 , 我 们 可 以 假设 w*Kw 是 纯 虚 数 ( 即 实 部 为 0), 否则 我 们 可 以 用 iu 替换， HK 
后 选择 9 使 它 变 成 纯 虚数 . 这 不 会 改变 前 面 提 到 的 性 质 . 
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由 于 与 v 是 线性 无 关 的 , 所 以 对 于 任 选 的 te 及 , 向 量 tu+ (1 -tw 不 等 于 零 . 因此 ， 
对 每 一 个 te [0,1], 我 们 可 以 定义 单位 疝 量 
t+ (l= 
a Toul 


由 于 u*Ku=v*Kv=0 H w*Kw 是 纯 虚 数 ， 所 以 对 每 一 个 te [0,1], z(t)*Kz(t) =0, 因此 


(3.313) 


t? + ¢(1 — t)(v* Hu + u* Hv) 
|tu + (1 — tw ||? 

st (3.314) 右边 的 表达 式 是 一 个 将 0 映射 到 0、 将 1 映射 到 1 的 连续 实 值 函 数 . 由 此 可 得 ， 

必然 存在 至 少 一 个 te [0,1] 使 得 z(t) Y z(t) = 入 . Be t, Rw = z(t), 使 得 w*Yw = 入 则 

w 是 一 个 单位 回 量 ,并且 


2(t)*Y z(t) = 2(t)*H2(t) = (3.314) 


w* Xw = (a — ß) (== + w'¥w) = = à&a + (1 — à). (3.315) 


因此 我 们 可 以 看 到 , 正如 我 们 需要 的 ，Xa + (1-—A)BEN(X). 口 


定理 3.55 HX 5 Y AW dim(X) < dim(V) 的 复 欧 几 里 得 空间 ，W,Vi € U(X, Y) 
为 等 距 算 子 ， 并 定义 信道 Do, $1 CC(X,Y) 为 对 所 有 X CLL) 都 满足 


(X) = VXV E BX)=VXW. (3.316) 
存在 单位 向 量 UC HX 使 得 对 每 一 个 入 Ee [0,1] 都 有 
|| ABo(uu*) — (1 — A)@1(uu*)||, = |||A®o — (1— A) ®i||, - (3.317) 
证 明 ”利用 恒等式 (1.184), 我 们 发 现 , 对 于 所 有 的 单位 向 量 ueg, 


| So (wu*) — (1 — Nl 








(3.318) 
=/1—4A(1— A) ju Vš V ul”. 
类 似 地 ， 对 所 有 复 欧 几 里 得 空间 Z 5AE ve X QZ, 
|A(®o @ Ia)) (v0) — (1 — A) (81 @dlrz)oo |， 
(3.319) 


1 — 4A(1 — A) |o* (VV, @1z)0|”. 


WwW Z 为 满足 dim(Z) = dim(X) 的 复 欧 几 里 得 空间 ,根据 式 (3.319) 以 及 定理 3.51, 必然 存 
在 单位 向 量 ve X QZ 使 得 


IlASo — 0— NB = 1 — 4A NW @1z) uo” (3.320) 
现在 我 们 可 以 看 到 , 对 于 p= Trz(vv*)， 


v* (WV @1z)u = (p, Vo'V, ). (3.321) 
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根据 p 的 说 分 解 ， 我们 可 以 发 现 式 (3.321) 表示 的 值 是 如 下 形式 的 值 的 凸 组 合 : 
w Vo Viw, (3.322) 


这 里 wex 的 取 值 范围 是 p 的 单位 本 征 向 量 集合 . 每 一 个 如 上 的 值 都 在 VxVi 的 数值 域内 ， 
所 以 根据 Toeplitz-Hausdorff 定理 (定理 3.54) 必然 存在 单位 向 量 u cx 使 得 


u“ Vo Viw = (p, Vo Vi X (3.323) 

根据 式 (3.318)， 下 式 成 立 : 
|| ABo(uu*) — (1 — A)®i (uu*) |], = |||A®o — (1 — A) a |||- (3.324) 
我 们 可 以 看 到 向 量 v 与 和 无关, 至 此 完成 了 证 明 . 口 


3.3.3.5 ”信道 与 单位 信道 间 的 完全 有 界 迹 距离 


再 次 回 到 例 3.36, 我 们 看 到 , 通过 使 用 足够 大 的 辅助 寄存 器 , 我 们 可 以 完美 地 区 分 Werner- 
Holevo 信道 . 但 是 如 果 不 允 许 使 用 辅助 寄存 器 , 那么 我 们 几乎 无 法 区 分 它们 (假设 这 些 信 道 
定义 在 高 维度 的 空间 上 ). Werner-Holevo 信道 还 有 另 一 个 与 我 们 接 下 来 要 讨论 的 问题 相关 的 
性 质 : 它 是 高 噪声 的 信道 , 它 的 输出 接近 于 所 有 可 能 输入 的 完全 泥 态 . 

我 们 可 能 会 想 知 道 , 当 其 中 一 个 信道 是 单位 信道 的 时 候 , 是 否 会 出 现 辅助 寄存 器 能 带 来 
巨大 影响 的 现象 . 这 是 个 非常 自然 的 问题 , 因为 给 定 信道 与 单位 信道 的 接近 程度 在 有 些 情况 
下 是 该 信道 本 质 的 展示 . 下 面 这 个 定理 展示 在 上 述 现象 在 这 个 设 定 中 是 受 限 的 . 特别 地 , 这 
个 定理 展示 在 使 用 辅助 寄存 器 区 分 一 个 给 定 的 信道 与 单位 信道 时 ， 其 可 能 的 优势 与 维度 无 
Fe. 

定理 3.56 ” 设 半 为 复 欧 几 里 得 空间 , OCC(X) 为 信道 ，e € [0,2]， 并 假设 对 每 一 个 
密度 算 子 p € D(X), 

|®(p) -ell < a. (3.325) 


FARZ: 
|| -irw < v22. (3.326) 


证 明 ”从 该 定理 的 假设 来 看 , 显然 , 对 每 一 个 单位 向 量 uc, 我们 有 
|© (uu*) — uu*||, < e, (3.327) 


因此 


|(uu*, (uw) — uu*)| < (3.328) 


E 
F 
KERUB- NER RE REA TEC A Au, 0 € x 建立 一 个 类 似 形式 的 上 界 : 


|(uv*, Bu’) — uv*)| < 7" (3.329) 


146 量子 信息论 


为 了 完成 这 个 目标 , 假设 u,v e £ 为 正 交 单位 癌 量 , 对 每 一 个 Ke {0,1,2,3} 定义 单位 癌 量 


uti*y 








Wk A (3.330) 
我 们 可 以 观察 到 
uv = = D iwew, (3.331) 
k=0 
因而 
O(uv*) 一 uv* = =3 Da (S(ww}) 一 wkwk). (3.332) 
由 于 无 迹 ( 迹 为 0) Hermite 生子 的 谱 施 数 不 大 于 其 迹 范 数 的 一 半 ， 所 以 下 式 成 立 
|| 更 (ww”) seam 一 Ka 天 | 
(3.333) 
< 4 pD letvi) — wkw% ||; < 5 
由 此 可 以 推出 我 们 想 要 的 界 (3.329). 
现在 , Wz2EeX Ox 为 单位 问 量 , 并 将 其 写成 Schmidt 分 解 的 形式 
z=) VPp(a)za ® Ya, (3.334) 


acd 


这 里 D 为 字母 表 , {ta : aE DSH {ya : a € E} AX 的 规范 正 交 子 集 , 而 pe P(2) 为 概率 
HE. 下 式 成 立 : 


(zz*, (® @ Lyx) (z2*)) = > p(a)p(b) (rary, (Taxi )), (3.335) 
a,bed 
因而 , 根据 三 角 不 等 式 以 及 上 述 的 界 (3.328) 与 (3.329), 
] 一 Caz", (® 8 lL(x))(z2*)) = = ae", (® @ lL(x)) (zz*) — zz *)| 
=>. p(a)p(b) )|(raxg, ® _ = ToT} )| ee E (3-336) 
a,bed 


利用 参数 的 秩 为 1 的 保 真 度 函 数 的 表达 式 (命题 3.13)， 下 式 成 立 : 
F((® @ licx)) (zz*), zz") >1- =. (3.337) 
因此 , 根据 Fuchs-van de Graaf 不 等 式 (定理 3.33) 之 一 , 我 们 有 


| (© @1icx))(z2") — 22*||, 


<2ųy1-— F((® 8 Lx)) (22*), 22*)” < V2e. 


因为 8 一 1L(x) 是 保 Hermite PRAT, 所 以 由 定理 3.51 即 可 得 到 该 定理 . 口 
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3.3.4 完全 有 界 迹 范 数 的 特征 


下 面 将 展示 完全 有 界 迹 范 数 的 另外 两 种 特征 ， 以 及 一 个 关于 有 限 Choi 秩 映 射 的 完全 有 
界 迹 范 数 的 定理 . 


3.3.4.1 全 正 映 射 间 的 最 大 输出 保 真 度 


我 们 可 以 用 由 一 个 映射 推出 的 两 种 全 正 映 射 间 的 最 大 输出 保 真 度 来 刻画 该 映射 的 完全 
有 界 迹 范 数 . 最 大 输出 保 真 度 定 义 如 下 . 

定义 3.57 34 Vo, Yı E€ CP(X, V) 为 全 正 映 射 ， 这 里 对 与 》 为 复 欧 几 里 得 空间 . Vo 
与 p 之 间 的 最 大 输出 保 真 度 定义 为 


Fnax(Wo,Wi) = max F(Wo(p0), 更 l 3.339 
(Wo, Y1) oie a (Wo(po), Yi(pr)) ( ) 


对 于 任意 复 欧 儿 里 得 空间 x GY 上 选 定 的 uve LOY 形式 的 向 量 , 推论 3.23 指出 ， 
|| Try (vu*) ||, = F (Træ (uu*), Træ (vv*)). (3.340) 


这 个 事实 的 一 个 扩充 提供 了 完全 有 界 迹 范 数 与 最 大 输出 保 真 度 之 间 的 关联 ， 为 了 讨论 这 个 
扩充 ， 先 把 下 列 引 理 表述 的 事实 独立 出 来 会 更 加 方便 . 

引 理 3.58 设 Ao, A EL(X, VOZ) ARF, REX.VAEZAAKILEREM, # 
定义 映射 Vo, Vi E CP(X, Z) 5 ET, V) 如 下 : HHH X EC L(A), 


Vi(X)= Try (AX Aj), (3.341) 


另外 , 设 uou EOW 为 向 量 , 这 里 W 为 复 欧 几 里 得 空间 . FARA: 
| (© 8 Trey) (uout) ||; =F(Vo(Trw (woud)), Yi (Trw (wiut))). (3.342) 
证 明 LO W ECUV@ZO@W,Z@VOW) AMMA yeyV. zEeZHRwew 都 满足 
Wly®z@w)=z@y@w (3.343) 
的 算 子 . 换 名 话说, W 代表 对 张 量 因 子 从 VozZaw 到 Z@OVOW BHF. 显然 , 我 们 有 


(® 的 lcw)) (uou? ) = Trz ( (Ao @ yw )uou? (At & Ly) ) 


(3.344) 
= Ire (W (Ao Oo Ly) uou; (Ai & Ly) W*) 
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应 用 推论 3.23, 我 们 得 到 
| (© 8 1i0w)) (wort) ||, 
= F(Tryew (W (Ao & Ly) uous (AG 多 lyw)W*), 
Tryew(W (A1 8 Tw) uu} (Aj @ Ly) W*) ) (3.345) 
=F (Try (Ao Trw (oud) A), Try (Ai Ty (uruj) Ai) ) 
=F (Wo (Trw(uoug)), Yi (Trw (viwi))), 
也 即 我 们 想 要 的 结果 . 口 
定理 3.59 设 4o,4i EL(X, VO Z) ARF, REX. V 5 2 为 复 欧 几 里 得 空间 ， 并 
定义 映射 Vo, Yı E CP(X, Z) 5 DE T(A,Y) 如 下 : 对 每 一 个 XX ELX), 
Wo(X) = Try (Ao X A5), 
Vi(X) = Try(A1X Aï), (3.346) 
(X) = Trz (AoX At). 
则 下 式 成 立 : 
川 更 川 = Fmax(Yo, Y1). (3.347) 
证 明 i W 为 满足 dim(W) = dim(¥) 的 复 欧 几 里 得 空间 .根据 命题 3.44 以 及 引 理 
3.58, BANA 


Pla = | (© @ Dewy) (uout) |], 


max 
up ,u1ES(X QW) 


wo rev) F (Wo(Try(woug)), Yi (Tr (wij) )) (3.348) 


= max F(WV wv 
n PEX a) (Vo(po), Yı (p1)) 


Fnac WO; Yı), 
也 即 我 们 想 要 的 结果 . 口 
注 : 定理 3.59 的 证 明 建 立 了 达到 表达 式 


Enasi Yo Wi) = ax F(W ,了 3.349 
(Wo, Vi) ~ as (Yo(po), V1i(p1)) ( ) 


最 大 值 的 算 子 po,p1 E D(X) 与 达到 表达 式 


Pll], = |(® 8 pew) (uout) ||, (3.350) 


uon ES(XOW) 
最 大 值 的 向 量 uo ur E S(X OW) 之 间 的 关系 . 特别 地 ， 对 于 任 选 的 单位 向 量 uo, u E S(O 
W), 我 们 可 以 选择 

po = Trw(uoug) 和 pi = Trw(uiu}), (3.351) 
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反 过 来 ， 对 于 任 选 的 密度 算 子 po, pı E D(X), 我 们 可 以 使 uo, ui E S(X O W) A po 和 pi 的 
相应 纯化 态 . 如 上 选择 在 两 种 情况 中 都 可 以 得 到 与 上 述 表 达 式 相同 的 结果 . 

通过 结合 定理 3.59 与 完全 有 界 迹 范 数 关 于 张 量 积 的 可 乘 性 (定理 3.49), 我 们 可 以 发 现 
最 大 输出 保 真 度 关 于 张 量 积 也 是 可 乘 的 . 

推论 3.60 HM. Xis Yo 5 Vi 为 复 欧 几 里 得 空间 ， 且 $0, Yo € CP(A, Vo) 与 Oi, 
V1 E€ CP(&, V) 为 全 正 映射 . FARE: 


Fnax( Do 名 pı, Vo 多 Y) = Finax(®o, Vo) Fax (i, V1). (3.352) 


由 这 个 引 理 可 以 推出 一 个 简单 但 不 一 定 显然 的 事实 : 两 个 全 正 积 映射 之 间 的 最 大 输出 保 真 
度 可 以 由 张 量 积 态 的 输入 得 到 . 这 与 一 些 其 他 感 兴趣 的 量 不 同 (比如 在 第 7 章 中 会 介绍 的 最 
小 输出 炉 ), 它们 并 不 像 这 样 保持 张 量 积 的 形式 . 


3.3.4.2 ”最 大 输出 保 真 度 的 半 定 规划 


我 们 会 很 自然 地 想 知道 , 给 定 映射 D ET, V) 的 完全 有 界 迹 范 数 的 值 川 @ 咱 ,是否 可 
以 高 效 地 计算 出 来 . 虽然 目前 我 们 并 不 知道 这 个 值 的 封闭 形式 表达 式 , 但 是 它 等 于 一 个 用 映 
射 o 可 以 简单 描述 的 半 定 规划 问题 的 最 优 解 . 特别 地 ， 当 把 定理 3.59 与 3.2.2 节 讨 论 的 保 
真 度 函 数 的 半 定 规划 问题 结合 起 来 后 , 我 们 就 可 以 得 到 完全 有 界 迹 范 数 的 半 定 规划 . 这 人 允许 
我 们 用 计算 机 对 值 lalh 进行 高 效 的 计算 ,并且 通过 半 定 规划 的 对 偶 性 进行 高 效 的 验证 . 

更 详细 地 说 , 设 o eT, y) 为 一 个 映射 , 这 里 与 y 为 复 欧 几 里 得 空间 ， 然 后 假设 
® 的 Stinespring 表示 为 , 对 所 有 X ELX), 


(X) = Trz (AoX A*), (3.353) 


这 里 Ao, A, E L(X,V 9 Z) 为 某 个 复 欧 几 里 得 空间 Z 上 的 算 子 .定义 全 正 映射 Vo, Yı E 
CP(¥Y,Z) 如 下 : 对 于 所 有 X € L(4), 


(3.354) 


接 下 来 , 考虑 原始 问题 如 下 的 半 定 规划 : 
原始 问题 


1 


条件 ， ol(po) Y ai 
Y* Wi(p1) 


po, p1 © D(X), Y € L(Z). 


Tr(Y) + 3 Tr(Y") 
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根据 1.2.3 节 中 半 定 规划 的 定义 , 这 个 半 定 规划 问题 可 以 更 形式 化 地 表述 如 下 . 
首先 , 我们 定义 一 个 保 Hermite 映射 
2:L(X@XOZ0Z) -L(CeC@ZOZ) (3.355) 


对 所 有 Xo, Xi E€ L(X) 与 Zo,2 E€ L(Z) 都 有 


Xo 
sin Xı 
zZ m 

Z\ 
(3.356) 

Tr(Xp) 0 0 0 

,| o a 0 0 
2 0 0 Zo — Vo(Xo) 0 
0 0 0 Zı — Yı (X1) 


这 里 的 点 表示 不 依赖 的 空间 上 的 算 子 . 
下 面 , 我 们 定义 Hermite ATF A c€ Herm(XOXOZOZ) 5 Be Herm(COCHZ6Z) 


为 
0 0 0 0 i100 0 
000 0 ,{0 100 
, E fave (3.357) 
000 1 =10 00 0 
001 0 000 0 
WA, 上面 给 定 的 原始 问题 等 价 于 量 (A,X) 在 所 有 满足 限制 E(X) = BAN 
Xo 
D Mi «+ « 
x = E€ Pos(X PZZ) (3.358) 
Z Y 
Y* Z, 


上 取 最 大 值 的 问题 . 
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Xo 
_— Al 
= n 
Zı 
(3.359) 
Aol x — VG(Zo) 0 0 0 
i 0 My —Wi(Z,:) 0 0 
g 0 0 Zo 0 
0 0 0 Zi 
因此 半 定 规划 (E, A, B) 对 应 的 对 偶 问 题 即 是 在 
Nlx >VG(Zo) 和 Alx > Vi(Z1) (3.360) 


的 条 件 下 , 最 小 化 (Ao + A1)/2 的 值 . 这 里 Zo, Zi € Herm(Z) 是 满足 


Z Ù 0 1 
> (3.361) 
ope 


的 Hermite Bf. 我 们 可 以 观察 到 , 为 了 满足 式 (3.361), Zo 与 Zi 必然 是 半 正 定 的 . 结合 Vo 
与 pr 都 是 正 映 射 的 事实 , 我 们 得 到 对 侦 问 题 的 表述 如 下 : 
对 偶 问 题 


最 小 化 FIZ +I] 
Zo —lz 
条 件 : z 0 
-lz Zi 
Zo, Z1 € Pd(Z). 


为 了 证 明 这 个 半 定 规划 问题 满足 强 对 偶 ， 我 们 要 先 观察 到 这 个 原始 问题 是 可 行 的 并 且 
这 个 对 偶 问 题 是 严格 可 行 的 . 特别 地 , 对 于 这 个 半 定 规划 问题 的 如 上 形式 化 表述 , 我 们 可 知 
算 子 


(3.362) 
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对 任 选 的 密度 算 子 po, pi E D(X) 都 是 可 行 的 . 这 里 , 为 了 验证 对 偶 问 题 的 严格 可 行 性 , 我 们 
先 观 察 到 算 子 


(3.363) 


0 0 0 21z 


对 Ao > | 亚 (1z)| 5 ài > V7(1z) 咱 是 严格 对 偶 可 行 的 . 根据 Slater 定理 (定理 1.18), 原 
始 最 优 解 与 对 偶 最 优 解 相等 ,并且 原 始 最 优 值 可 以 由 原始 可 行 算 子 得 到 . 
这 个 半 定 规划 问题 的 最 优 解 与 完全 有 界 范 数 © ||| 相等 的 事实 源 于 定理 3.59 以 及 定理 
3.1%. 
上 述 对 偶 问 题 可 以 再 做 如 下 简化 : 
对 偶 问 题 (简化 ) 








最 小 化 : | vi (Z>) || 


条 件 : Ze Pd(Z). 


1 
w5(Z)|| 二 可 | 


为 了 证 明 这 个 问题 与 前 面 的 对 偶 问 题 有 着 相同 的 最 优 值 , 我 们 要 先 观 察 到 不 等 式 (3.361) 4 
且 仅 当 2 与 7, 缘 为 半 正 定 且 满 足 Z > Z) 时 成 立 . 对 于 这 样 的 2o 与 2 , 根据 Us 的 正 
性 , 不 等 式 
| vi(21)| > || vi(20 )|| (3.364) 

RA, 并 可 以 由 此 推出 , 将 问题 局 限 到 Z = 2Z 与 Z1 = 2G-1 上 并 不 会 丢失 一 般 性 .这 里 
Z € Pd(Z). 下 面 这 个 定理 便 是 这 个 观察 的 结果 . 

定理 3.61 设 Ao, ALE L(X,V OZ) ARF, 28 X, YV 与 Z 为 复 欧 几 里 得 空间 ， 然 
后 定义 映射 Vo, UV, E€ CP(X,Z) HDET(X,Y) 如 下 : 对 于 每 一 个 XEL(X)， 


Vo(X) = Try(AoX AG), 
V(X) = Try(A,X 4’), (3.365) 
D(X) = Trz (AoX At). 


则 下 式 成 立 : 
lla = 





: | see ae IREN 
sat LIER Wi (Z DI). (3.366) 
3.3.4.3 ”完全 有 界 迹 范 数 的 谱 范 数 特征 


考虑 复 欧 几 里 得 空间 X 与 》 上 的 映射 S ETX, YV). 根据 定理 2.22, 我 们 有 : SAMY 
复 欧 几 里 得 空间 Z 的 维度 不 小 于 d 的 Choi FRAT, 存在 © 的 Stinespring 表示 


B(X) = Trz (AoX Af), (3.367) 
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这 里 Ao, Aı E L(V, Y 8 Z). 对 于 所 有 的 算 子 X ELX), 存在 一 个 与 式 (3.367) 等 价 的 条 件 
J(®) = Trz(vec(4o) vec(A1)*). (3.368) 


如 下 一 个 定理 所 示 , © 的 完全 有 界 迹 范 数 等 于 乘积 | Ao|||| Ar || 在 所 有 Ao 与 Ar 上 的 下 确 界 . 
定理 3.62 (Smith) HOE T(X, V) 为 复 欧 几 里 得 空间 与 LHRH, Z 为 满足 
dim(Z) > rank(J(®)) 的 复 欧 几 里 得 空间 ， 并 且 


Ks ={(Ao, A1) EL(X,Y ® Z) xL(X,Y ® Z) 


(3.369) 
: J(®) = Trz (vec(Ao) vec(A1)”)}. 
则 下 式 成 立 : 
lela =, in Aol Au (3.370) 


证 明 ”存在 一 对 单位 向 量 u,v E XIX 使 得 对 任意 算 子 对 (Ao, A1) EKo, WA 
IElli = || Trz((Ao @ Dx)uv*(Ar @1x)*) ||. (3.371) 
根据 偏 迹 下 迹 范 数 的 单调 性 1.183 以 及 谱 范 数 关于 张 量 积 的 可 乘 性 , 我 们 有 


Illl < ||(Ao 8 Lx)uv*(Ar @ 1x)* ||, 
= ||(Ao 8 1x)u|||| (41 @ 1x)v|| 


(3.372) 
< || Ao 8 1x |||| 41 8 1x || 
= || Ao |||| A1 ||- 
由 于 该 不 等 式 对 每 一 对 (Ao, A1) E Ks 都 成 立 , 可 得 
Pla < imf || Ao|||| Ail]. (3.373) 


(Ao,Ai1)€Ke 


下 面 我 们 要 证 明 反 癌 的 不 等 式 . 固定 算 子 对 (Bo, Bi) € Ko, 然后 定义 Vo, Vi € CP(X, Z) 
使 得 对 所 有 X ELX) 都 有 
Vo(X)= Try(BoX B$), (3.374) 
Vi(X)= Try(BıX Bİ), 
因而 对 所 有 Z e L(Z) 都 有 
W*(Z) = B*(ly ® Z)Bo, 
W*(Z) = BY (ly ® Z)By. 


根据 定理 3.61, 式 (3.366) 成 立 . 因此 对 任 选 的 正 实数 c > 0, 必然 存在 半 正 定 算 子 Z € Pd(Z) 
使 得 


(3.375) 


1 1 
sll ¥o(Z)|| + 5||¥i(4~) Mel + e- (3.376) 
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根据 算术 -几何 平均 数 不 等 式 , 我 们 有 


VIED iy EZ] < ISl +e- (3.377) 





BW 
Age (1y ® Z?) Bo, 
(3.378) 
do (1y ® Z-*) By, 
根据 迹 的 循环 性 , 我 们 有 (Ao, Ai) E Ke. 另外 ， 下 式 成 立 : 
|| Aol] Aa |] = Villao4olvl4ia4all 1.970 


= VIPO(Z) ily YZ) < Melli +. 
正如 我 们 已 经 证 明 过 的 , 对 任 选 的 s > 0, 存在 一 个 算 子 对 (Ao, A1) € Ks 满足 不 等 式 (3.379)， 
所 以 下 式 成 立 : 


a) A A1ll < MSi, 3.380 
a x, ll Aollll Aull < NSl in 


至 此 完成 了 证 明 . 口 
3.3.4.4 有 限 Choi 秩 映 射 的 完全 有 界 迹 范 数 
对 于 给 定 的 映射 ET, V) 以 及 复 欧 几 里 得 空间 Z, (根据 定理 3.46) 下 式 成 立 : 


|S 8 trez) |], < Illa, (3.381) 


并 且 当 dim(Z) > dim(¥) 时 取 等 . 如 果 dim(Z) < dim(¥), 则 这 个 不 等 式 有 可 能 不 成 立 . Bil 
如 , 任意 复 欧 几 里 得 空间 上 的 转 置 映射 T(X) =X", 对 所 有 复 欧 几 里 得 空间 Z 都 有 


|T S 1riz) ||; = min{dim(X), dim(2)}. (3.382) 


然而 , 在 这 种 情况 下 , 如 下 定理 所 示 , 在 一 个 一 般 而 言 完 全 不 同 的 假设 , 即 当 2Z 的 维度 
不 小 于 更 的 Choi 秩 的 条 件 下 , PEA (3.381) 还 是 成 立 的 . 

定理 3.63 (Timoney) HY. V 5 Z AARLE, ETX, V) 为 映射 HAR 
设 dim(Z) > rank(J(®)). FARE: 


Pll; = || ® ® Iriz) |l- (3.383) 


下 面 对 定 理 3.63 的 证 明 需 要 用 到 如 下 引 理 . 

引 理 3.64 RX 5 V AKILLA, eT, V) 为 正 映 射 ， 而 PE Pos()) AH 
足 对 某 些 密度 矩阵 peE D(X) 有 P= O(p) 的 非 零 半 正 定 算 子 . 存在 一 个 使 rank(o) < rank(P) 
的 密度 算 子 o E D() 满足 P= Vo). 
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证 明 ”定义 集合 
C={€ED(X) : O(€) =P}. (3.384) 
根据 这 个 引 理 的 假设 , RA C 是 非 空 的 , 并 且 显 然 它 是 紧 且 凸 的 . 因此 必然 存在 一 个 C 的 极 
点 . Ro 为 这 个 极点 , 并 且 r= rank(o). 我 们 要 证 明 的 即 是 > < rank(P)， 这 等 价 于 证 明 这 
个 引 理 , 
wn = dim() M m = rank(P), 以 及 I = Ilim(p)， 定 义 线性 映射 更 : Herm(4) 一 
Herm(Y $ C) 对 所 有 H € Herm(X) 都 有 


V(H) = p , l (3.385) 
0 (ly 一 II, ¢(H)) 

T 的 像 的 维度 最 大 为 m? 十 1, AE Y 的 核 是 维度 至 少 为 n? 一 m? 一 1 的 Herm(¥) 的 子 空间 . 

男 外 定义 子 空间 W C Herm(&) 为 


W = {He Herm(2) : im(H) C im(o) H Tr(H) = 0}. (3.386) 


W 的 维度 为 r ?一 1. 
现在 考虑 任意 算 子 H e ker(¥)NW. HF im(H) C im(o) 并 且 o 是 半 正 定 的 , 所 以 必 
然 存 在 一 个 正 实数 。 > 0 使 得 o 十 eH 与 o 一 eH 同时 为 半 正 定 算 子 . 因为 互 是 无 迹 的 , 所 
Wot+eH 5o-—cH 都 是 密度 算 子 . WH H cker(V) 的 假设 , RITA Oy 一 I,B(H)) = 0， 
因此 
(ly - IH,B(o+eH)) = (ly— I,P+eB(H))=0. (3.387) 


HF 的 正 性 , FAR: 
P(o + cH) =10(o+eH) = P+el®(H)I=P. (3.388) 


由 于 类 似 的 原因 , B(o —cH) = P. 因此 我 们 证 明了 oo 十 eH Ho-—cH ME C 的 元 素 ; 但 是 


-jf jie elt = i; (3.389) 
2 2 


则 会 得 到 H = 0. 因此 , FER ker(V) NW 的 维度 必然 为 0. 
最 后 , 由 于 Herm(X) 的 维度 为 六 2 ，ker( 亚 ) C Herm(X) 的 维度 至 少 为 wm2 -—m?-1, WC 
Herm() 的 维度 为 7? 一 1, 而 ker(V) OW 的 维度 为 0,， 因 而 


(n? -m — 1) + (r? — 1} g n?, (3.390) 


所 以 
r Sm +2. (3.391) 


由 于 7 与 m 都 是 正 整数 , 所 以 我 们 有 7 <m, 至 此 完成 了 证 明 . oO 


定理 3.63 的 证 明 ”根据 推论 2.21, 我 们 可 以 选择 算 子 Ao, Ay E LX, YV @ Z) 使 得 对 所 
AR X © L(Y) 都 有 
(X) = Trz(AoX Af). (3.392) 


根据 定理 3.59, 我 们 有 
川 理由: e Finax(Vo, WV), (3.393) 


这 里 Wo, Yı E CP(X, Z) 是 定义 为 对 所 有 X L(Y) 都 有 


Vo(X) = Try(AoX A5), 


(3.394) 
Vi(X) = Try(A1XAi) 
的 全 正 映射 . 设 po, pi € D(X) 为 满足 
F(Wo(po), Wi(p1)) = Fmax(Vo, Y) = IP lla (3.395) 


的 密度 算 子 . 

因为 算 子 Po = Volpo) 5 Pr = Wi(pi1) 为 Pos(Z) 的 元 素 , 所 以 它们 的 秩 不 可 以 超过 2Z 的 
维度 . 根据 引 理 3.64, 存在 秩 也 不 超过 Z 的 维度 的 密度 算 子 o0,o1 E€ D(X), 使 得 Vo(o0) = Po 
A Vi(o1) = P. 因此 我 们 有 


F(Yo(oo), Yı(01)) = |S- (3.396) 
因为 oo 5 ci 的 秩 最 多 等 于 Z 的 维度 ,所 以 必然 存在 uou E OZ 满足 


CO0 = Trz (uous), 


(3.397) 
01 = Trz (uiui). 
根据 引 理 3.58, 我 们 有 
| (© 8 1riz))(uoui) ||, = F (Golo), Yi(o1)) = |®lli, (3.398) 
这 代表 
|® @ txez ll > Illa- (3.399) 
根据 定理 3.46, 反 向 的 不 等 式 也 成 立 , 我 们 便 完成 了 证 明 . 口 


推论 3.65 1 o, E C(X, V) 为 复 欧 几 里 得 空间 宗 与 EMG, Z 为 满足 
dim(Z) > 2rank(J(®o — ®;)) (3.400) 
的 复 欧 几 里 得 空间 . HAPS u EIZA 


|(Eog@dlrz)Go) — (E181.z)) (uu*) ||, = |||@o — ||], (3.401) 
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WEA 5 5o = Bi 时 , 这 个 定理 没有 意义 , 因此 我 们 假设 它们 不 相等 . 设 W 为 维度 为 
rank(J(®o 一 B1)) 的 复 欧 几 里 得 空间 . 根据 定理 3.63， 下 式 成 立 : 


|®o 7 Sı ll, m || Po 8 Iw) — 21 @liw i (3.402) 


根据 引 理 3.50， 我 们 可 以 得 到 ， 对 于 维度 为 2 的 复 欧 几 里 得 空间 y， 存 在 单位 向 量 ve€ 
XQ@WOEYV 使 得 


| (Bo 8 lLwev)) (vo”) = (Sı ® lLowev) ) (vv*) Il 之 |||Bo 一 Sı |||. (3.403) 


现在 , 在 dim(Z) > 2rank(J(®o — 81) 的 假设 下 , 必然 存在 Ve UWY, Z) 形式 的 线 
性 等 距 算 子 . 根据 迹 范 数 的 等 距 不 变性 以 及 式 (3.403), 我 们 可 以 设 


u= (lx @V), (3.404) 
从 而 得 到 


| (Bo ® lrcz)) (uu) — (1 B12)) (we") 
=||(1y 8 V)((®0 8 lLowev)) (vo") 

— (®ı 8 lweyv)) v0”)) (Ly @V*)||, (3.405) 
= || (0 8 1Lowev)) (v0) — (1 8 liowev)) vo”) 
2|||fo0 — ®: |||, - 


因为 根据 定理 3.46, 反问 的 不 等 式 对 所 有 单位 同 量 we X@Z 都 成 立 , 所 以 我 们 便 完 成 了 证 
HH. o 


3.4 J 


习题 3.1 KY 为 复 欧 几 里 得 空间 ，po,pi € D(X) AAS, M 6 = F(p0, pi). 另外 设 n A 
正 整数 并 且 定义 两 个 新 密度 算 子 如 下 : 





1 
Oo = on-1 ` Pa; B == B Pans 


Qi," „an E{0,1} 
al 十 … 十 nm even 


71 = gn- 3 Pa; ®@***® Pan: 
a1, an € {0,1} 
al 十 … 十 an odd 


(3.406) 


证 明 
nå? 


F(a0,01) > 1 — exp (-"). (3.407) 
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习题 3.2 KW P,Q € Pos(V) 为 半 正 定 算 子 而 6 ecT, V) 为 保 迹 正 映射 (不 一 定 是 全 
正 的 ). 这 里 X 与 y 为 复 欧 几 里 得 空间 . 证 明 


F(P, Q) < F(®(P), ®(Q)). (3.408) 


习题 3.3 ”找到 复 欧 几 里 得 空间 x 5 y 上 的 两 个 信道 bo, El E C, y) 使 得 对 所 有 
密度 算 子 pe D(X) 都 有 


|| P(e) — P1()||, < || Po — 81|; - (3.409) 


习题 3.4 Oe T(x; 站) 为 映射 , RE X 与 y 为 复 欧 几 里 得 空间 . 证 明 


ISl = max || (Ly 8 V5o)7(@)(ty 8 vP1) |li. (3.410) 


习题 3.5 tt He Herm(Y 9 X) A Hermite AT, KE X 与 2 为 复 欧 几 里 得 空间 . 然 
后 考虑 在 所 有 的 信道 8 e C(x, y) 上 最 大 化 


(H, J(®)) (3.411) 


的 值 . 证 明 当 且 仅 当 算 子 Try(HJ(B)) 是 Hermite 的 并 且 满 足 
ly®Try(HJ(®)) > H (3.412) 
时 , 信道 8 ecx, y) 满足 
(H, J(®)) = max{ (H, J(V)) : Y e C(X,y)}. (3.413) 


习题 3.6 W P cT, V) 为 映射 , 这 里 蒜 与 站 为 复 欧 几 里 得 空间 , Rak n = dim(X). 
证 明 
ISl < AC) la < nlla. (3.414) 


3.5 ”参考 书目 注释 


虽然 对 于 具体 的 量子 物理 系统 , 量子 态 区 分 问题 在 更 早 的 时 候 就 有 人 考虑 了 , 但 是 这 个 
问题 最 早 是 由 Helstrom (1967) (用 抽象 语言 ) 提出 的 . 定理 3.4 最 早 由 Helstrom (1967) 对 受 
限 的 投影 测量 的 情况 进行 了 证 明 , 然后 由 Holevo (1972) 证 明了 更 一 般 的 情况 . 

定理 3.7 是 由 Gutoski 和 Watrous (2005) 证 明 的 , 而 它 的 一 个 更 弱 的 版 本 (对 于 有 限 的 
态 的 集合 ) 几乎 在 同时 被 Jain (2005) 用 Sion 最 大 -最 小 定理 证 明 . Jain 的 证 明 可 以 扩展 到 
更 一 般 的 情况 . 这 个 扩展 的 证 明 在 本 章 中 已 经 讨论 过 了 . 
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定理 3.9 归功 于 Holevo (1972, 1973a) 与 Yuen, Kennedy 和 Lax (1970, 1975). 这 个 证 
明 使 用 的 半 定 规划 形式 源 于 Yuen、Kennedy 和 Lax， 虽 然 他 们 在 该 工作 中 并 没有 发 现 这 是 
半 定 规划 (他 们 的 工作 出 现在 半 定 规划 的 发 展 之 前 ). Eldar、Megretski 和 Verghese (2003) 发 
现 这 个 问题 是 一 个 半 定 规划 . 

极 优 测量 (pretty good measurement) 这 个 名 字 取 自 Hausladen 和 Wootters (1994) 
一 一 它 是 由 Belavkin (1975) 给 出 并 在 其 他 工作 (比如 Eldar 和 Forney (2001)) 中 考虑 的 一 系 
列 测量 中 的 一 种 . 定理 3.10 来 自 Barnum 和 Knil (2002) 的 工作 . 

保 真 度 函数 是 由 Uhlmann (1976) 给 出 的 , 他 将 其 称 为 跃迁 率 (Uhlmann) 将 跃迁 率 定义 
为 本 书 中 定义 的 保 真 度 函 数 的 平方 . 很 多 其 他 作者 按照 这 个 传统 将 这 个 平方 后 的 保 真 度 定义 
为 保 真 度 ). Uhlmann 在 同一 篇 论文 中 证 明了 定理 3.22 并 且 观 察 到 了 保 真 度 的 一 些 基 本 性 质 . 
推论 3.20 KA Alberti (1983) 的 工作 ， 而 定理 3.27 KÁ Alberti 和 Uhlmann (1983) 的 工作 . 
保 真 度 这 个 术语 最 初 由 Jozsa (1994) 给 出 , 他 也 给 出 了 Uhlmann 定理 的 一 个 简化 版 的 证 明 . 

推论 3.15 的 一 个 变形 由 Winter (1999) 证 明 , 但 是 由 迹 距 离 而 非 保 真 度 定 义 . 定理 3.24 
来 自 Fuchs 和 Caves (1995) 的 工作 , 定理 3.29 来 自 Spekkens 和 Rudolph (2001) 的 工作 , 而 
定理 3.33 来 自 Fuchs 和 van de Graaf (1999) 的 工作 . 定理 3.17 以 及 关于 这 个 定理 的 半 定 规 
划 独 立地 出 现 于 Killoran (2012) 与 Watrous (2013) 的 工作 . 

信道 保 真 度 是 由 Schumacher (1996) 提出 的 . 他 命名 了 纠缠 保 真 度 并 且 得 到 了 它 的 一 些 
基本 性 质 , 包括 推导 了 命题 3.31 中 的 表达 式 , 及 其 对 用 于 定义 自身 的 纯化 态 的 选择 无 关 的 
事实 . 命题 3.32 的 证 明 出 现在 Nielsen (1998) 的 工作 中 . 

完全 有 界 迹 范 数 与 量子 信息 和 计算 理论 的 关系 最 初 由 Kitaev (1997) 发 现 , 他 把 谱 范 数 
特征 (定理 3.62) 当 作 它 的 定义 并 证 明了 这 与 定义 3.43 等 价 . 完全 有 界 迹 范 数 的 几 个 基本 性 
质 出 现在 上 述 论文 ， 以 及 Aharonov、Kitaev 和 Nisan (1998) 的 工作 中 . Kitave 在 讨论 完全 
有 界 迹 范 数 时 使 用 了 符号 Illo 而 非 川 川 ， 因 此 这 也 被 称 为 “ 萎 形 范 数 ”. 人 们 之 后 发 现 了 
这 个 范 数 与 完全 有 界 范 数 (在 算 子 代数 中 非常 重要 ) 的 紧密 关系 : 在 有 限 维 中 , 一 个 映射 的 
完全 有 界 范 数 等 于 其 伴随 映射 的 完全 有 界 迹 范 数 . Paulsen (2002) 的 著作 给 出 了 关于 这 个 性 
质 的 概论 、 应 用 ， 以 及 这 个 范 数 在 算 子 代数 领域 的 历史 . 

例 3.36 从 某 种 程度 来 说 是 一 个 传统 的 结果 . Kretschmann, Schlingemann 和 Werner 
(2008) 给 出 了 这 个 例子 的 一 个 变种 , 并 且 在 许多 年 前 被 其 他 人 (包括 本 书 作 者 ) 所 认可 . 关于 
类 似 特 征 的 另 一 个 不 同 但 差异 不 大 的 例子 由 Kitaev、Shen 和 Vyalyi (2002) 给 出 ( 见 该 书 的 
例 11.1 以 及 后 面 的 内 容 ). 在 这 些 例子 的 背后 , 我 们 可 以 看 到 , 转 置 映射 给 出 了 诱导 迹 范 数 
与 完全 有 界 迹 范 数 之 间 的 一 个 差异 ; 一 个 等 价 的 例子 (至 少 ) 可 以 回溯 到 Arveson (1969) 的 
工作 : 

定理 3.39 等 价 于 Russo 和 Dye (1966) 提出 的 一 个 定理 . 其 有 着 与 Gilchrist、Langford 和 
Nielsen (2005) 的 论文 中 的 引 理 3.45， 以 及 Watrous (2005) 的 工作 , 加 上 Rosgen 和 Watrous 
(2005) 的 工作 中 的 引 理 3.50 类 似 的 结果 . 在 本 信道 情况 下 的 定理 3.55 由 Aharonov, Kitaev 
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和 Nisan (1998) 给 出 ， 而 Childs. Preskill 和 Renes (2000) 证 明了 一 个 等 价 的 命题 . 定理 3.56 
的 一 个 类 似 的 界 出 现在 Kretschmann 和 Werner (2004) 的 工作 中 . 

定理 3.59 由 Kitaev、Shen 和 Vyalyi (2002) 给 出 (作为 练习 , 并 给 出 了 答案 ). 定理 3.62 源 
于 Smith (1983). 定理 3.63 源 于 Timoney (2003), 而 本 章 中 这 个 定理 的 证 明 来 源 于 Watrous 
(2008). 

完全 有 界 迹 范 数 可 以 通过 不 同 的 方式 表示 为 半 定 规划 . 这 由 Watrous (2009b, 2013) 证 
HH. Ben-Aroya 和 Ta-Shma (2010) 独立 证 明了 完全 有 界 迹 范 数 可 以 用 凸 规划 技术 高 效 计算 . 
Gilchrist. Langford 和 Nielson (2005) 在 考虑 计算 两 个 信道 的 完全 有 界 迹 范 数 之 差 这 个 更 有 
限 的 任务 时 , 也 得 到 了 类 似 的 结果 . 男 一 个 计算 完全 有 界 迹 范 数 的 方法 由 Zarikian (2006) 以 
及 Johnston, Kribs 和 Paulsen (2009) 给 出 ， 但 他 们 没有 给 出 计算 效率 的 证 明 . 


| 第 4 章 


The Theory of Quantum Information 


体 么 信道 与 优 超 





本 章 主要 研究 保 么 信道 (unital channel) 的 分 类 , 以 及 Hermite 算 子 优 超 (majorization) 
的 概念 . 4.1 节 介 绍 保 么 信道 的 多 种 分 类 , 包括 混合 西 信道 、Weyl 协 变 信道 和 Schur 信道 ; 4.2 
节 涉 及 保 么 信道 的 普遍 性 质 ，4.3 节 讨 论 Hermite 算 子 的 优 超 ,以 及 对 于 实 向 量 的 类 似 概念 . 
天 于 保 么 信道 , 本 章 会 一 直 使 用 下 面 的 定义 . 

EX 41 令 半 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 . $ ELz) =1y, Mes D EC) 为 一 个 
保 么 信道 . 

普遍 来 讲 , 我 们 认为 , 对 某 种 选 定 的 复 欧 几 里 得 空间 X 和 Yy, 任何 形式 为 © € C4, Y) 
HWER (Lx) = Ly 的 信道 都 是 保 么 信道 . 不 过 , 因为 信道 必须 保 迹 , 所 以 这 样 的 信道 的 
存在 意味 着 dim(Y) = dim(XY); 也 正 因为 如 此 , 把 保 么 信道 的 定义 限制 在 © eE) 的 形式 
内 几乎 不 会 丧失 普遍 性 . 此 外 , 对 于 所 选择 的 复 欧 几 里 得 空间 X, TRA FIE YALA © € C(X) 
形式 存在 , 这 一 要 求 对 于 本 章 讨论 的 内 容 来 说 是 目 然 且 方 便 的 . 


4.1 保 么 信道 的 分 类 


本 节 将 介绍 三 类 保 委 信道: 混合 酉 信道 、Weyl 协 变 信道 和 Schur 信道 . 此 外 本 节 还 会 
讨论 这 三 类 保 么 信道 的 多 种 性 质 ,以 及 它们 互相 之 间 、 它 们 与 广义 本 信道 之 间 的 关系 . 


4.1.1 混合 酉 信道 

显然 , 每 一 个 本 信道 都 是 保 么 信道 , 任意 酉 信道 的 凸 组 合 也 是 如 此 . 后 一 种 信道 称 为 混 
合 丁 信道 . 以 下 为 严格 的 定义 . 

定义 4.2 SX A-AAKILEREWM, ecx) 为 一 个 信道 . 若 存在 一 个 字母 
表 9、 一 个 概率 向 量 D E P(E) 以 及 一 组 西 算 子 {U。: a € E} CUA) 使 得 对 于 任意 一 个 
XEL(X), HA 


D(X) = X pla) Ua XU, (4.1) 
aed 


则 我 们 说 更 是 一 个 混合 本 信道 . 等 价 地 说 ， 如 果 映 射 Plx) E Cx 是 西 信道 的 凸 组 合 ， 则 
称 该 映射 为 一 个 混合 酉 信道 . 
4.1.1.1 不 是 混合 酉 信道 的 保 么 信道 的 示例 


每 一 个 混合 酉 信道 都 必须 是 保 么 信道 , 但 是 这 一 表述 反 过 来 并 不 成 立 . 下 面 的 例子 说 明 
了 这 一 后 . 
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例 4.3 $ x=. WHEE X ELX), 定义 BeC(X) 为 
6(X) = İT(XN — SX" (4.2) 


例 3.36 BZ d 构造 为 一 个 信道 . 显然 B 是 保 么 信道 , 但 它 并 不 是 混合 酉 信道 . 
为 了 证 明 更 不 是 混合 西 信道 ， 首 先 我 们 注意 到 


p(X) = AyX Aj + AoX A5 + AsX AZ (4.3) 
对 于 任意 X € L(X) 和 
1 1 
0 0 0 0 0 — 0 — 0 
‘ t 1 V2 i V2 
Ay = We ; A? = 0 0 0 ; A3 = e 0 0 (4.4) 
2 
0 a 中 = öö ve 
/2 V3 0 0 0 


均 成 立 . sh (4.3) 右 侧 所 定义 的 映射 的 Choi 表示 与 J() 相符 ,这 也 证 明了 该 式 对 于 所 有 
X € L(X) 确实 都 成 立 . 正如 例 3.36 中 所 计算 的 : 


3 
5 @il- SW = 2. vec(Ax) vec( Ak)“, (4.5) 
其 中 W 表示 XOX 上 的 交换 算 子 . 
我 们 可 以 看 到 集合 {A Ar : 1 < j,k <3} 包含 了 下 列 算 子 : 


0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 1 
Aj Á, = 0 5 0 Aj A2 = 5 0 0 , AAs = 0 0 0 : 
1 —] 
— — 0 0 
0 0 5 0 0 Q 9 
1 1 
s 一 0 
0 5 0 5 0 0 0 
1 1 
= 一 0 
0 0 O 0 0 5 5 
cat 1 
0 0 > 0 0 0 5 0 O 
* * 1 * 
AM = 10 0 g | Aja 0 51 Aas = 1 6 5 0 
0 0 0 oO Q p 0 0 0 


可 以 验证 , 这 个 集合 是 线性 无 关 的 . 从 定理 2.31 可 以 得 出 © 是 信道 集合 CX) 的 一 个 极点 . 
GE 本身 并 不 是 本 信道 , 因此 它 无 法 被 表示 成 一 个 酉 信道 的 凸 组 合 . Oo 
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4.1.1.2 Bee 


关于 混合 西 信道 存在 许多 有 趣 的 例子 . 一 种 称 为 前 枝 信道 的 信道 提供 了 一 组 例子 . 
定义 4.4 令 革 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 . 若 存 在 一 个 投影 算 子 的 集合 {I。: acd} 满 
Æ 


> ,Ms =1z (4.7) 


aed 
( 即 该 条 件 使 得 集合 {I : aE UE 代表 一 个 投影 测量 ),， 则 我 们 称 信道 D Ee C(X) A-4ABR 
信道 ， 或 者 简称 该 信道 是 剪 枝 的 . 其 中 ， 
6(X) =) AXL (4.8) 
aed 

对 任意 X ELIX) HME. 

在 寄存 器 X 上 的 由 式 (4.8) 定义 的 信道 的 行为 , 等 同 于 X 被 由 {H。: a € E) 定义 的 无 
损 测量 所 测量 ,有 目测 量 之 后 得 到 的 结果 会 被 舍弃 . 

例 4.5 定义 信道 8 c C(C5) 为 


P(X) = lloX Io + Ih XI, (4.9) 
其 中 ， 
llo = .B11 + Hove H II = Ez 3 + E44 + bEs,s. (4.10) 


该 信道 为 前 枝 信 道 的 一 个 例子 . 这 个 信道 在 LX) 中 的 一 个 广义 算 子 上 的 行为 的 矩阵 形式 可 
以 表示 为 


A411 Q12 13 Q14 Q1,5 Q11 al2 0 0 0 
Q21 Q22 Q23 Q24 Q25 Q21 Q22 0 0 0 
P | a31 as2 033 as4 Qa35|=| 0 0 az3 Qa34 Q3,5 | - (4.11) 
Q41 Q42 Q43 Q44 Q45 0 0 43 Q44 Q45 
051 Q52 53 Q5,4 5,5 0 0 53 Q54 5,5 


该 信道 的 作用 意味 着 表示 输入 算 子 的 矩阵 是 “被 剪 校 的 ”， 也 就 是 说 它 导 致 矩 阵 某 些 非 对 角 
元 变 为 0. 这 也 正 是 用 这 一 术语 来 描述 这 种 映射 的 原因 . 当 一 个 剪 梳 信 道 由 一 组 在 标准 基 下 
非 对 角 化 的 投影 算 子 集合 所 定义 时 ， 该 术语 并 不 能 以 这 种 方式 描述 . 不 过 , 我 们 还 是 沿用 了 
这 一 定义 . 口 
虽然 从 定义 中 , 我 们 无 法 立即 看 出 每 一 个 勇 校 信道 都 是 混合 西 信道 , 但 我 们 可 以 相当 直 
接地 证 明 这 一 点 , 如 下 面 的 命题 所 示 . 
命题 4.6 令 半 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 ， 隐 为 一 个 字母 表 ，{Ia : aE E} 为 一 个 在 二 
上 投影 算 子 的 集合 且 满 足 
2 male (4.12) 


acy 
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则 对 于 任意 X ELX), 定义 为 
D(X) = X Xil (4.13) 
acd 


的 信道 OE Cl) 为 混合 西 信道 . 
证 明 ”考虑 在 C7 中 的 向 量 集合 1-1,1) 且 其 元 素 在 集合 {1,1} A. 对 每 个 向 量 
w €{-1,1}", 定义 西 算 子 


We w(a)IIq. (4.14) 
aed 
则 对 任意 X € L(x), WA 
T Xo UX A > w(a)w(b)Ta XI (4.15) 
we{—1,1}* a,bEXL we{—1,1}* 
成 立 . 为 了 简化 这 一 表达 式 , 可 以 看 到 对 任 选 的 abe WA 
1 l @=) 
ae w(a)w(b) = (4.16) 
2|5| pon l adh 
因此 , 对 任意 X € L(V) WA 
So Ux = Y TX = G(X) (4.17) 
2 we{—1,1}* acr 
成 立 . 这 说 明 更 是 一 个 混合 西 信道 , 命题 得 证 . 口 


例 4.7 在 任意 复 欧 几 里 得 空间 X = CY 上 定义 的 完全 失 相 信道 A cO) 是 剪 枝 信 
道 的 一 个 范例 , 其 原因 是 该 信道 是 由 投影 算 子 的 集合 {Eaa : a E L} 根据 定义 4.4 所 定义 
的 . 根据 命题 4.6, 我 们 可 以 推断 出 A 是 一 个 混合 西 信道 . 口 


4.1.1.3 ”环境 协助 下 的 信道 修正 


基于 环境 协助 下 的 信道 修正 的 概念 , 混合 西 信道 有 男 一 种 描述 方法 如 下 . 
令 pecx) 为 一 个 信道 , 对 任意 Xe L(V), 某 个 选 定 的 复 欧 几 里 得 空间 Z 及 等 距 算 
F AECU(X,X @Z), 在 Stinespring 形式 下 可 以 表示 为 


(X) = Trz(AXA*). (4.18) 
环境 协助 下 的 信道 修正 是 指 , 存在 一 个 字母 表 2 、 一 组 信道 

{ 亚 。: aE E} CO) (4.19) 
以 及 一 个 测量 yp: — Pos(Z), 使 得 


X = X W,(Trz((1x ® u(a))AX A*)) (4.20) 
aed 
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对 所 有 X ELX) 均 成 立 . 

对 式 (4.20) 的 解释 如 下 . 想象 一 个 包含 量子 态 pe D(X) 的 寄存 器 X. 映射 和 一 AX A* 
会 导致 该 量子 态 被 编码 在 以 寄存 器 对 (X,Z) 为 基底 的 量子 态 中 , 其 中 Z 为 另 一 个 寄存 器 . 通 
过 舍弃 寄存 器 Z, 寄存 器 X 会 留 在 量子 态 B(p) 里 , 该 量子 态 可 能 与 p 非常 不 同 . AML, 寄 
存 器 Z 即 代表 所 谓 的 “环境 ”. 部 分 p 的 编码 可 能 已 经 逃逸 或 泄露 到 了 这 一 环境 中 . 在 寄存 
ae Z 上 的 测量 jy, 以 及 Va 在 X 上 的 应 用 (无 论 其 测量 结果 acd 是 什么 ) 均 可 被 视 为 一 次 
修正 (correct) X Wink. 因此 它 会 被 变 回 p. 式 (4.20) 代表 完成 这 种 修正 的 一 种 理想 情形 . 

下 面 的 定理 表明 ,， 当 且 仅 当 更 是 一 个 混合 西 信道 时 ， 上述 的 理想 修正 才 可 能 实现 . 

定理 4.8 令 AeU(X,X@Z) 为 复 欧 几 里 得 空间 计 和 2Z 内 的 一 个 等 距 算 子 , PE C(X) 
为 由 下 列 等 式 定 义 的 信道 : 

(X) = Trz (AXA*). (4.21) 


该 等 式 对 任意 X CL(X) HRA. 下 面 两 种 声明 是 等 价 的 : 
1. © 是 一 个 混合 酉 信道 . 
2. 存在 一 个 字母 表 VU, 一 个 测量 几 :一 Pos(Z) 以 及 一 组 信道 集合 {V : a € DU} C C(X)， 
其 中 
X= >》 Va(Trz((lx ® p(a))AX A*)) (4.22) 


aed 


对 任意 X EL(X) 均 成 立 . 


证 明 ”首先 ,我们 假设 声明 1 成 立 ， 从 而 对 于 任意 X es LX) FER E AKRE 
素 、 一 组 西 算 子 的 集合 {UV : a € PF} C U(X), 以 及 一 个 概率 向 量 peP(Z)， 有 


P(X) = > p(a)UaXUZ. (4.23) 
aed 


不 失 一 般 性 地 , 假设 |S] > dim(Z); 我 们 可 以 向 SS 内 加 入 任何 有 限 数目 的 元 素 , 使 p(a) = 0, 
并 任意 选择 与 这 些 元 素 对 应 的 Ue U(X), 以 保持 式 (4.23) 的 正确 性 . 通过 这 个 假设 可 以 得 
出 , 一 定 存在 一 个 向 量 集合 {va : ae 中 CZ, 使 得 


J tts = Lz. (4.24) 


aed 


固定 这 样 的 一 个 集合 , 并且 对 每 个 ae2 都 定义 算 子 {A : ac E} CL) 为 
Aa = (Lx Q v*)A. (4.25) 
对 任意 X ELX), A FIFRA: 


D(X) = Trz(AXA*) = 》 AXA}. (4.26) 
acr 
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因此 , 根据 推论 2.23, 对 任意 aed, 一 定 存在 一 个 西 算 子 W e U(C>), 使 


VPp(a)Ua = 》 W(a,b) Ap. (4.27) 
bed 
对 每 一 个 符号 acd, 定义 向 量 wa EZA 
= > W (a, b)vp, (4.28) 
bed 
并 且 定 义 wp: — Pos(Z) 为 pla) = uau. AA W 是 一 个 西 算 子 , 所 以 有 
a plaj = ` W (a, b)W (a, c)upv. = X ww = Íz, (4.29) 
aed a,b,cEd bExX 
因此 u 是 一 个 测量 . 此 外 , HEA X EL) Ml aed, 定义 信道 集合 { 亚 。: ae D} A 
Va(X) = U*XU,. (4.30) 
现在 , 有 
(Ly @uz)A = >_ W(a,b) Ap = V/p(a)Ua, (4.31) 
bExX 
所 以 对 于 每 个 a € &, 
Trz((lx ® p(a))AX A*) = p(a)U,XUZ, (4.32) 
从 而 , 对 所 有 X € L(4), 
>》 Va(Trz((1x ® u(a))AXA*)) = X p(a)UZUaXUZUa = X. (4.33) 
aed aed 


因此 , 由 声明 1 推出 了 声明 2. 
接 下 来 假设 声明 2 成 立 . 对 每 一 个 ae ,以 及 所 有 X ELX), 定义 d, € CPX) 为 


®,(X) = Trz((lx Q u(a)) AX A*). (4.34) 
此 外 , > 
{Aan : a€d,bET} 和 {Bab: a6 E, ber} (4.35) 
ALX) 中 的 算 子 的 集合 . 车 适当 地 选择 字母 表 械 , 我 们 可 以 得 到 关于 所 有 a ec SAX eL) 
的 Kraus 表示 : 


Vo(X)= > AapX Azs 和 F(X)= > ,BaeXB:, (4.36) 
bel cer 


(此 处 ， 我 们 为 了 这 种 表示 选取 了 共用 的 字母 表 T 作为 索引 集 ， 这 只 是 为 了 标记 上 的 简化 ， 
并 不 会 损失 结论 的 普遍 性 ; 事实 上 , 对 于 任 一 映射 , 我们 都 可 以 对 Kraus 算 子 添加 任意 多 的 
FAT) 通过 假设 声明 2 成 立 , 我 们 有 

》 > Wa. = Ax). (4.37) 


acd 
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因此 式 (4.37) 两 边 的 Choi 表示 必须 相同 : 


XO 2% vec(Aa,bBa,c) vec(Aa,bBa,c)* = vec(1.x) vec(1x)”*. (4.38) 
aed bceT 
因此 ,必然 存在 一 个 复数 集合 [aawe : aED, b cerh 使 等 式 
六 wa 再 we = Qa,b,cl x (4.39) 
MAAN aed Al b cer 都 成 立 . 此 外 , 这 个 集合 显然 还 应 该 满足 约束 条 件 
>. wd (4.40) 
aed b,cel 
BA, 对 于 所 有 的 ae Acer 我 们 可 以 得 到 
S Oaet Teo= > Bs AS paaa Bn = Bh Bax (4.41) 
bET ber | 
因为 每 个 映射 V MWE MEE. 所 以 , WIEN acd A cel MA 
Bae = [oon aie (4.42) 
成 立 . 其 中 我 们 选取 酉 算 子 Uac E U(X) 以 及 满足 下 列 条 件 的 复数 Bac EC: 
Bal => Jania: (4.43) 
bel 


WHE aed Mecer, 我 们 可 以 得 到 
D(X) = 》 Ba(X)= 》 Y pla, c)Ua, X Už o» (4.44) 
aed aed cel 
此 处 pe P(E xT) 定义 为 p(a,c) = |Ba.cl? 的 概率 向 量 . 因此 , 信道 更 是 一 个 混合 本 信道. 这 
证 明 由 声明 2 可 以 推导 出 声明 1. 
4.1.1.4 ”混合 本 信道 与 Carathéodory 定理 
根据 定义 ， 每 一 个 混合 西 信 道 © c C(t) 都 是 一 个 酉 信道 集合 的 凸 包 上 的 元 素 . 根据 
Carathéodory 定理 (定理 1.9), 我 们 可 以 得 到 必须 取 均 值 以 获得 任意 混合 本 信道 的 本 信道 数 
量 的 上 界 . 下 面 的 命题 证 明了 这 一 点 . 
命题 4.9 令 半 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 , i n= dim(X), Lọ eC) 为 一 个 混合 本 
信道 . 存在 一 个 正 整 数 m 满足 
m S nÍ — 2n? +2, (4.45) 


FE — 98. BHF {Ui Um} C U(E), 及 一 个 概率 向 量 (p1,… ,pm)， 使 得 


D(X) = 》 prU XU% (4.46) 
k=1 


对 任意 XEL) HME. 


168 FT 12 at 


证 明 “对 于 任意 X,Y © Herm(4), 考虑 由 下 列 等 式 定义 的 线性 映射 三: Herm(X IX) 一 
Herm(* @ X): 


(4.47) 


MAPE ws 0 | | 


0 THY IX 
并 且 固 定 任意 包含 单位 算 子 的 Herm(¥) 的 正 交 基 {1, Hi, , Hna} 对 于 任意 的 j,k € 
{l,e n? -= 1}, WA 
Z(H; ® Hk) =0 (4.48) 
成 立 , 其 中 算 子 
=(1®H:), (Hi:@1) 和 (1 ®1) (4.49) 
的 范围 在 ke€ {1,… ,mn? 一 1} 之 间 , 它们 均 非 零 并 且 两 两 正 交 . 因此 , = 的 核 等 同 于 被 下 列 
正 交 集合 扩展 的 子 空间 : 
{H;@H, :1<j,k<n*—-1)}. (4.50) 
特别 地 ,映射 S 的 核 的 维度 由 


(n=1) = n* =m +1 (4.51) 


确定 . 

接 下 来 , 考虑 任意 的 西 算 子 U c U(X), 并 且 使 Vy c Cx) 为 对 于 任意 X eL), 由 
Wy(X) = UXU* 定义 的 西 信道 . 通过 估算 定义 在 Vy 的 Choi 表示 上 的 映射 =, 我 们 可 以 得 
到 


1 
&(J(Vy)) = S(vec(U) vec(U)*) = 0 1 . (4.52) 


所 以 , Wy 的 Choi 表示 是 从 一 个 维度 为 n4 一 2m2 十 1 的 Herm(X 8 X) 的 仿 射 子 空间 得 到 的 . 
由 于 更 是 一 个 混合 酉 信道 , © 的 Choi 表示 .J(@) 包含 在 形式 为 Jv) 的 算 子 集 的 凸 包 
上 , 其 中 U 的 取 值 范围 是 西 算 子 UY) 的 集合 . 从 而 , 由 Carathéodory 定理 我 们 可 以 得 到 


J(&) = 》 pJ (Yu). (4.53) 
k=1 


该 等 式 对 于 某 些 满足 条 件 (4.45) 的 正 整数 m BAT U,---,Um € UX) 和 概率 向 量 
(p1,… ,pm) 成 立 . 同样 ， 等 式 
P(X) = 》 prU XU% (4.54) 
k=1 
对 任何 X e L(x) 以 及 相同 条 件 下 的 m, Ui -Um 和 (pi1,… ,pm) 成 立 . 这 样 我 们 便 完 成 
了 证 明 . Oo 
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我 们 可 以 通过 使 用 与 前 面 证 明 中 所 用 的 相似 技巧 得 到 信道 数量 的 上 界 . 这 些 信 道 可 以 
从 任 总 的 集合 中 获得 ， 且 必 须 取 均值 以 获得 该 集合 凸 包 上 的 一 个 给 定 元 素 . 作为 一 个 推论 ， 
我 们 可 以 获得 一 个 不 同 的 (通常 也 是 更 好 的 ) 酉 信道 数量 的 阐 值 , 这些 西 信道 必须 取 均 值 以 
获得 一 个 给 定 的 混合 本 信道. 

定理 4.10 AX fF VARKILEREW, ACO, YV) 为 任意 一 个 信道 的 非 空 集合 ， 
@econv(A) 为 4 的 凸 包 上 的 一 个 信道 . 存在 一 个 正 整 数 

m < rank(J(®))?, (4.55) 
一 个 概率 向 量 (pi,… ,pm)， 以 及 一 些 信道 V,U E A 使 得 
P = pV, +--+ + pmVm. (4.56) 


证 明 $ r= rank(J(©)), O ARF .JJ(®) 的 像 的 投影 算 子 . 对 每 个 H e Herm(Vo7%), 
定义 一 个 线性 映射 


= :Herm(Y Q X) 一 Herm(C 6 (V Q £) E (V 8 X)) (4.57) 
为 
Tr(H) 0 0 
&(H) = 0 1- TH(L-I) (l-IDATI], (4.58) 
0 MH (1 — T) 0 
可 以 看 出 对 于 满足 
H=0HI E T(H)=0 (4.59) 


的 Hermite 算 子 H, =(H) = 0 恰恰 成 立 . 因此 = 的 核 的 维度 是 r? 一 1. 
> 


B={WEA: im(J(V)) Cim(J(%))}, (4.60) 
由 于 ® € conv(A), 所 以 我 们 可 以 观察 到 © € conv(B). MTRMAIB Y eB, A 
dim(X) 0 0 
=(J(v)) = 0 0 0 (4.61) 
0 0 0 


成 立 . 因此 ,对 于 每 个 更 e 好 ,存在 一 个 维度 为 -1 的 Hermn(27 8 8) 的 仿 射 子 空间 , CA 
有 J(®). 由 于 J(B) 是 该 仿 射 空间 内 算 子 的 一 个 凸 组 合 ， 所 以 根据 Carathéodory 定理 我 们 
可 以 得 知 存在 一 个 整数 m < (r? 一 1) 十 1=72、 一 系列 信道 V,,--- Um E BC A 和 一 个 概 
KE (pi, ,pm), 使 得 


J(®) = pid (U1) +++: + DmJ (Um). (4.62) 


式 (4.62) 与 式 (4.56) 等 价 ， 定 理 得 证 . 口 
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推论 4.11 AX A-HAMILERGEW, ecl) 为 一 个 混合 西 信道 . 存在 一 个 正 
整数 m < rank(J(®))?, —KAW BHF Ui, ,Um E U(X) 以 及 一 个 概率 向 量 (pi, ,pm)， 
使 得 


D(X) = 》 prU XU; (4.63) 
k=l 


对 任意 X ELX) 成 立 . 
4.1.2 Weyl 协 变 信 道 


本 节 主 要 关注 Weyl 协 变 信道 . 这 类 保 么 信道 与 一 组 称 为 离散 Weyl 算 子 的 算 子 集合 (以 
多 种 方式 ) 相关 . 


4.1.2.1 离散 Weyl 算 子 
对 于 每 一 个 正 整数 n, 集合 Z 定义 为 
Zn = {0,-++,n—1} (4.64) 
这 个 集合 对 于 模 n 的 加 法 和 乘法 形成 了 一 个 环 . 无 论 何 时 Z, 的 元 素 在 本 书 的 算术 表达 式 中 
出 现 ,我们 均 默 认 假设 这 些 运算 是 取 模 n. 


离散 Weyl 算 子 是 一 组 在 给 定 正 整数 ”的 情况 下 作用 在 X = C* 上 的 西 算 子 集合 . 这 
种 算 子 以 下 面 的 方式 定义 ”. 首先 我 们 可 以 定义 一 个 标量 


C= exp( =), (4.65) 
n 

以 及 西 算 子 

U= Y Base M V= Y Ere (4.66) 
CEZn CEZn 
对 于 每 一 组 (a,b) € Zn x Zn» 离散 Weyl AF Way E U(X) 定义 为 

三 Te， (4.67) 

或 者 等 价 地 ， 
Wa,s > aat E (4.68) 


CEZn 


例 4.12 对 于 n=2, 离散 Weyl 算 子 (矩阵 形式 ) 由 下 式 给 出 : 





O 有 时 , 把 离散 Weyl 算 子 的 定义 从 形式 为 X = Cr 的 复 欧 几 里 得 空间 扩展 到 任意 复 欧 几 里 得 空间 X = CY 
是 很 方便 的 . RNA DO 蔡 换 成 Zn. 其 中 n = |El. 这 种 方法 是 固定 的 , 但 从 某 种 角度 来 说 也 是 任意 的 . 


RAF 保 么 信道 与 优 起 


等 价 地 ， 
Woo=1, Woi=o0:, Wi,o=or, Wi,i= —ioy, 
其 中 
Oz = i Cy = ; j = 
1 Q i 0 0 一 1 
A Pauli 算 子 . 
有 下 面 的 等 式 成 立 : 
UV = Y Chai. BH VO= "OM Bayes 
CEZn CEZn 
由 此 有 对 易 关 系 


VU = CUV. 
通过 这 个 关系 , 我 们 可 以 得 到 一 些 恒等式 , 以 及 一 些 相当 直接 的 计算 , 包括 
Wai = Wa- Wi "Waa M Wy = Wac 
对 所 有 a,b E€ Zn R, UR 
WapWed = C°Ware,b+d = 0 We,aWa,s 


对 所 有 a,b,c,d € Zn 成 立 . 
由 等 式 


a a= 
2k = 
cEZn 0 aeé{l,---,n-1} 


n (a,b) = (0, 
Tr(W,s) = (a,b) = (0,0) 
0 其 他 . 


可 以 得 到 


把 这 个 结果 和 式 (4.75) 结合 起 来 , 可 以 得 到 


mo (&,b)= (6d 
(Wa,b, We,a) = ban) = e 

0 (a,b) # (c,d) 
对 所 有 a,b,c,d € Zn MIL. 所 以 集合 


] 
{Was : (a, b) = Ln x Zn 
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(4.73) 


(4.74) 


(4.75) 


(4.76) 


(4.77) 


(4.78) 


(4.79) 


会 形成 一 个 规范 正 交 集 . 因为 这 个 集合 的 势 等 于 L(+) 的 维 数 , 所 以 它 能 构成 这 个 空间 的 一 


个 规范 正 交 基 . 
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由 下 式 定 义 的 离散 傅 里 叶 变 换算 子玉 < U(X) 
F= = x, Ea (4.80) 


a,bEZn 


与 离散 Weyl 算 子 有 着 特别 的 联系 . F 是 么 正 的 , 这 可 由 一 个 直接 的 计算 证 明 : 


1 

F*F = 一 a(b—c) = — He 

= >. Ç Ecb > Ey,» = 1 (4.81) 
a,b,cEZ, bEZn 


我 们 还 可 以 证 明 FU = VF Al FV = U*F， 从 而 可 得 

FWa b = CPW ba F (4.82) 
对 所 有 a,b € Zn 成 立 . 
4.1.2.2 Weyl 协 变 映射 和 信道 


对 于 如 上 定义 的 x = C2, 如果 映射 D ET) 与 每 一 个 离散 Weyl 算 子 的 结合 都 对 易 ， 
那么 它 是 一 个 Weyl 协 变 映 射 . 下 面 给 出 了 精确 的 定义 . 
定义 4.13 AX =C, 其 中 n 是 正 整 数 . 如 果 对 于 每 个 X ELX) Fo (a,b) € Zn X Zn 
都 有 
P(Wa bX Woy) = Wa b(X)Wi o (4.83) 


那么 ETZ) 是 一 个 Weyl 协 变 映射 . 此 外 ， 如 果 除 了 作为 Weyl 协 变 映 射 以 外 > 还 是 一 
个 信道 , 那么 更 HA Weyl 协 变 信道 . 

从 这 个 定义 我 们 可 以 看 出 Be T(X) 形式 下 的 Weyl 协 变 映射 的 集合 是 TX) 的 一 个 线 
性 子 空 间 ; 对 于 任意 两 个 Weyl] 协 变 映射 ©, Y c T(x) 以 及 标量 a,b eC, 映射 ad + BV 也 
是 Weyl 协 变 的 . 从 这 里 我 们 可 以 看 出 d eC) 形式 下 的 Weyl 协 变 信道 集合 是 C) 的 
he. 

下 面 的 定理 提供 了 Weyl 协 变 映射 的 两 种 特征 . 第 一 种 特征 声明 , 一 个 映射 是 Weyl 协 
变 的 , 当 且 仅 当 每 一 个 离散 Weyl 算 子 都 是 该 映射 的 本 征 算 子 2. 另 一 种 特征 声明 , 一 个 映射 
是 Weyl 协 变 的 ， 当 且 仅 当 它 是 一 个 离散 Weyl 算 子 的 结合 的 线性 组 合 . 这 两 种 特征 通过 高 
散 傅 里 叶 变 换算 子 联系 起 来 . 

定理 4.14 对 于 一 个 正 整 数 n， 令 二 = Cz"*, 并 且 ET() 为 一 个 映射 . 下面 的 声 
明 是 等 价 的 : 

1. © 是 一 个 Weyl 协 变 映射 . 
2. 存在 一 个 算 子 ACL(LX), 使 得 对 于 所 有 的 (a,b) E Zn x Zn 都 有 


(Wa b) = Ala, b)Wa b (4.84) 
成 立 . 


O 术语 本 征 算 子 应 以 一 种 自然 的 方式 解释 , 即 一 种 与 作用 在 一 个 算 子 空间 上 的 线性 映射 的 本 征 向 量 类 似 的 算 子 . 
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3， 存 在 一 个 算 子 BE L(+) 使 等 式 


E(X) = >》 B(a,b)WabXWi s (4.85) 
a,bEZ,, 


对 所 有 XEL) 成 立 . 
假设 这 三 个 声明 成 立 ， 则 声明 2 和 3 中 的 算 子 A 和 B 由 下 面 的 等 式 联系 起 来 : 


A’ = nF* BF. (4.86) 
证 明 ”假设 更 是 一 个 Weyl 协 变 映射 . 考虑 算 子 
Wz ,D(Wa.p), (4.87) 
其 中 (a,b) € Zn x Zn 是 任意 选择 的 . 对 于 每 对 (c,d) E€ Zn x Zn A 
We v®(Wao) Wea = Wa bWeaWea® (Wa b) Wea 


= We Wr g®(We,aWa,pWe a) = WogWipP(Wa,pWe,aWe a) (4.88) 
一 cadaWa oP(Wa,s) 


成 立 . 其 中 第 二 个 等 式 使 用 了 © 的 Weyl WEE, 第 三 个 等 式 使 用 了 等 式 
W.dWap =aWapWea 和 Wr,Wr,=aW24W%,. (4.89) 
在 该 等 式 中 , a = çe, 从 而 , 对 于 所 有 的 (c,d) € Zn x Zn» 
[Ws B(Wa,s), Wea] =0 (4.90) 


成 立 . 由 于 所 有 离散 Weyl 算 子 的 集合 形成 了 关于 L(x) 的 基 , 所 以 Wr ,0(Wo») 与 L(+) 内 
的 所 有 算 子 均 对 易 是 一 定 成 立 的 , 因此 We", (Wan) 等 于 一 个 单位 算 子 的 标量 积 
因为 这 对 任 选 的 (a,b) € Zn x Zn ABRIL, 所 以 我 们 必须 选择 算 子 A cL) 使 
全 -于 (oo A(a, b)i (4.91) 


RL, 也 正 因为 如 此 ， 
下 (人 co) A(a,b)Wa,p (4.92) 
对 所 有 的 (a,b) € Zn x Zn 成 立 . 所 以 由 声明 1 推导 出 了 声明 2. 
相反 ， 由 声明 2 推导 出 声明 1 可 由 对 易 关 系 (4.75) 导出 . 更 详细 地 说 ， 假 设 声明 2 成 
VW, & (a,b) € Zn X Zn. 对 于 任意 一 对 (c,d) E Zr X Zn, A 
(Wa bWe W2 p) = CO (We a) = Alc, dC Wea 
= A(c, d)Wa,bWe,a W p = Wa, b® (We a) We», 


(4.93) 
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因此 , 通过 再 次 利用 离散 Weyl 算 子 形成 了 L(Y) 的 基 这 一 事实 , 我 们 可 以 得 到 
P(Wa b X Wa b) = WapP(X)We, (4.94) 
对 所 有 的 X € L(Y) 线性 成 立 . 
现在 假设 声明 3 对 某 些 Be L(A’) 成 立 . 再 次 应 用 对 易 关 系 (4.75), 我 们 可 以 得 到 


©(Wea)= >> Bla,b)WapWeaWi,= 》 CB(a,b)Wea (4.95) 
a,beZ, a,beZ, 


对 每 一 对 (c,d) € Zn X Zn 成 立 . 选择 A ELX) 使 得 


A(c,d)= y ¢-*4B(a, b) (4.96) 


a,bEZ,, 


对 所 有 的 (c,d) € Zn x Zn 成 立 . 这 等 价 于 A = (nF* BF)". 我 们 可 以 得 到 
B(Wea) = A(c, d) We,a (4.97) 


对 所 有 (c,d) € Zn x Z 成 立 . 从 而 由 声明 3 推导 出 了 声明 2, 其 中 算 子 AM B 具有 上 述 关 
系 . 

最 后 , 假设 声明 2 对 于 某 些 A L(x) 成 立 , HEM B= IRAE". 通过 类 似 于 建立 如 
上 推断 所 使 用 的 计算 , 我 们 可 以 得 到 


(Weca) = A(c,d)We.a 


= 》 (4 B(a,b)Wea= 》 B(a,b)WapWeaWi. sie 
a,beEZ,, a,bEeZ, 
对 每 一 对 (c,d) € Zn x Zn 成 立 . 因此 ， 
G(X)= > Bla,b)Wab XW (4.99) 
a,beEZ,, 
对 所 有 的 X © L(Y) 线性 成 立 . 至 此 由 声明 2 推导 出 了 声明 3, 其 中 算 子 4 和 B 依旧 具有 
上 述 关 系 . 口 


推论 4.15 ”对 于 一 个 正 整 数 n， 令 二 二 C2", 且 EC() 为 一 个 Weyl 协 变 信道 . 存 
在 一 个 概率 向 量 pE P(Zn x Zn) 使 


O(X)= X` pla, b)Wa XW (4.100) 
a,bEZy, 


对 所 有 X ELX) MA. 特别 地 ， 上 述 等 式 当 更 是 混合 酉 信道 时 也 成 立 . 
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证 明 ”根据 定理 4.14, 存在 一 个 算 子 Be L(X) 使 


B®(X)= >》 Bla,b)Wos XW (4.101) 


a,bEZ,, 


对 于 所 有 的 X ELX) 成 立 . 我 们 有 
J(@)= X` Bla,b)vec(Wa,s)vec(Wa,s)’, (4.102) 


a,bE€Z,, 


4 o 全 正 时 , 这 是 一 个 半 正 定 算 子 . 这 说 明 对 于 每 一 对 (a,b) € Zn x Zn, Bla, b) 都 是 非 负 的 . 
这 是 因为 向 量 
{vec(Wa,s) :a,be Zn } (4.103) 


形成 了 一 个 正 交 集 . 对 于 任意 的 X € L(X)， 


Tr(B(X))= >》 Bla,b) Tr(WosXWi,)= >》 Bla,b)Tr(X) (4.104) 
a,beEZ, a,bEZ, 


成 立 , 所 以 通过 假设 P TRUE, 


» B(a,b) =1 (4.105) 
a,bEZ,, 
成 立 ， 对 每 一 对 (a,b) € Zn x Zn, FEM pla,b) = B(a,b)， 可 以 看 到 p 是 一 个 概率 向 量 . 
WEE. 口 


4.1.2.3 ”完全 去 极 化 信道 与 完全 失 相 信道 
对 任意 的 复 欧 几 里 得 空间 Y= CY, 完全 去 极 化 信道 Qf € Cx) 和 完全 失 相 信道 人 € C(X) 
对 所 有 的 Xe L(x) 有 如 下 定义 : 


_ Tr(X) 
Gi i dim(X) 





lx H A(X)= Y X(a,a)Ea,a (4.106) 
aed 
( 见 2.2.3 43). 在 复 欧 几 里 得 空间 X 关于 正 整 数 n 取 X= 的 形式 时 , 这 两 种 信道 都 是 
Weyl 协 变 信道 的 例子 . 
通过 观察 下 面 的 等 式 , 我 们 可 以 看 出 完全 去 极 化 信道 是 Weyl 协 变 信道 : 


Q(Wa,o) = 


i (a,b) = (0,0) (4.107) 


0 (a,b) # (0,0), 
或 者 等 价 地 ， 对 于 -每 一 个 (a, b) = Zn x Zn 都 有 8 = Eo,0(a, b)Wa,b- 因此 ， 根据 定理 
4.14 以 及 等 式 


1 _ | 
-F Epo" =- Y Eib (4.108) 
a,bEZn 
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我 们 可 以 得 到 , 对 所 有 的 X ELX), 


Q(X) = = NO WapX Wip (4.109) 
i a,bEZn 
我 们 还 有 另 一 种 验证 式 (4.109) 的 有 效 性 的 方式 . 通过 观察 可 以 发 现 , 由 等 式 右 侧 所 定义 的 
映射 的 Choi 算 子 与 Q 的 Choi 算 子 是 相同 的 : 


z vea ve)" = “1 y Sl = H. (4.110) 
QiyDE CA 

正如 第 170 页 的 脚注 所 提 到 的 , 通过 利用 E 内 的 元 素 和 Z, 之 间 确 定 的 任意 对 应 关系 
(假设 n = |2)， 我 们 可 以 将 一 个 离散 Weyl 算 子 的 概念 从 形式 为 C2" 的 空间 变换 到 任意 的 
复 欧 几 里 得 空间 CY. 由 此 我 们 还 可 以 得 知 , 对 于 任 选 的 复 欧 几 里 得 空间 X =C, 完全 去 极 
化 信道 Q e C(x) 是 一 个 混合 酉 信道. 这 是 因为 对 于 选 定 的 2 与 Z 之 间 的 对 应 关系 , CE 

于 上 面 所 定义 的 Weyl 协 变 信道 . 
完全 失 相 信道 是 Weyl 协 变 信道 . 通过 观察 下 列 等 式 我 们 可 以 显而易见 地 得 到 这 一 结论 . 


Was 2=0 
A(Wa,b) = i (4.111) 
0 a #0, 


或 者 等 价 地 ,对 于 所 有 的 (a,b) € Zn x Zn,» XF 


A= 》 Eve, (4.112) 


cEZn 
A A(Wa») = Ala, b)Wa o 成 立 . 由 定理 4.14 以 及 FAF* =A, 我 们 有 
A(X) = = > Wo X Wg. (4.113) 
CEZn 
对 于 任意 的 X € L(A’) 成 立 . 
4.1.3 Schur 信道 
Schur 信道 的 定义 如 下 所 示 . 它 代 表 了 保 么 信道 另 一 种 有 趣 的 子 类 . 
定义 4.16 A X= 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 ， 其 中 E 为 一 个 字母 表 . 若 存在 一 个 算 
FAEL(A) 满足 
G(X)= AOX, (4.114) 
则 称 映射 be T(Y) 为 Schur 映射 ， 其 中 AOX 表示 对 所 有 的 a,bE 9 Af X 的 对 应 元 
素 的 乘积 : 
(A © X)(a,b) = A(a, b) X(a, b). (4.115) 
此 外 ， 若 映射 更 是 一 个 信道 则 其 被 称 为 Schur 信道 . 
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下 述 命题 给 出 了 一 个 给 定 的 Schur 映射 是 全 正 的 (或 等 价 地 说 , 正 的 ) 简单 情形 . 

命题 4.17 令 卫 为 一 个 字母 表 , X =, AEL) A-A, eT) 为 对 于 
MAHI X ELX), 由 O(X)=AOX 定义 的 Schur RH. 下 面 的 声明 都 是 等 价 的 : 
1. A 是 半 正 定 的 . 


2. 0 是正 的 . 
3. P 是 全 正 的 . 
证 明 ”假设 4 是 半 正 定 的 . 有 下 述 等 式 成 立 : 
J(®) = >》 ©(Eas)@ Ean = 》 A(a,b)Ea» ® Lay = VAV*, (4.116) 
a,bed a,bexs 


其 中 Ve U(x, gox) AH 


Fa > (ea ® €a)e, (4.117) 
aey 


定义 的 等 距 算 子 . 这 说 明 J(®) 是 半 正 定 的 , 所 以 根据 定理 2.22, 6 是 全 正 的 . 这 也 证 明 由 
声明 1 可 以 推导 出 声明 3. 

显然 , 由 声明 3 可 以 推导 出 声明 2, 因为 每 一 个 全 正 的 映射 都 是 正 的 . 

Ba, frie 更 是 正 的 ， 算 子 X c L(Y) 的 元 素 都 等 于 1( 例 如 ， 对 于 所 有 的 a,b € 
D, X (a,b) = 1)， 该 算 子 是 半 正 定 的 . AF B BIEN, PU O(X) = 4 是 半 正 定 的 . 
此 , 由 声明 2 可 以 推导 出 声明 1, 命题 得 证 . 口 


根据 与 上 述 命题 相似 的 思路 , 下 列 命 题 提 供 了 一 个 给 定 的 Schur 映射 保 迹 (或 者 等 价 地 ， 
A AI) 的 简单 情形 . 
命题 4.18 AY A-AFHR, X =C, AEL) A-ARF, PeT) 为 对 于 
所 有 XEL), 由 
6(X)=AOX (4.118) 
定义 的 Schur 映射 . 下 面 的 声明 都 是 等 价 的 : 
1. 对 于 所 有 的 aed, A(a,a)=1. 


2. © ZIRE. 
3. D 是 保 么 映射 . 
证 明 ”假设 对 于 每 个 we 3, 4(a,a) = 1. 可 以 得 到 更 是 保 么 映射 ， 因 为 
6(1)=AO1=)_ A(a,a)Eaa = > Eaa =1. (4.119) 
aes acy 


我 们 还 可 以 得 到 更 是 保 迹 映射 ， 因 为 
Tr(®(X)) = 》 (40 X)(a,a) 
aed 


=} A(a,a)X(a,a) = Y X(a,a) = Tr(X) 


acy aed 


(4.120) 


178 量子 信息 论 


对 所 有 的 X € L(Y) 都 成 立 . 
假设 @ 是 保 迹 的 , 可 以 推导 出 ， 对 于 所 有 的 aed, 有 


Ala, a) = Trt(A(ao a) Eaa) = TSE) = Tr(Ba)=1 (4.121) 


成 立 . 因此 , 声明 1 和 2 是 等 价 的 . 
最 后 , 由 更 是 保 么 映射 的 假设 可 以 得 到 


> A(a,@) Fao = (1) =1= ) Baa, (4.122) 
aed acd 
所 以 对 于 每 一 个 a € 区 ，A(a,a) = 1. 因此 , 声明 1 和 3 是 等 价 的 . O 


全 正 的 Schur 映射 还 可 能 被 分 为 一 类 有 着 仅 由 相等 的 对 角 算 子 对 所 构成 的 Kraus 表示 
的 上 映射. 这 正如 下 列 定理 所 述 . 
定理 4.19 令 允 为 一 个 字母 表 , X =C 为 由 台 标 记 的 复 欧 几 里 得 空间 ，$ € CPX) 
为 一 个 全 正 映 射 . 下 面 的 声明 是 等 价 的 : 
1. E 是 一 个 Schur 映射 . 
2. 对 于 某 些 字母 表 工 ,存在 D 的 一 个 形式 为 
6(X)= 》 AXA; (4.123) 
acl 
的 Kraus 表示 , 使 得 对 于 每 个 aeT, Aa E L(X) 都 是 一 个 对 角 算 子 . 
3. 对 于 每 一 个 形 如 式 (4.123) 4 © 的 Kraus 表示 ， 以 及 每 个 aET，A。 都 是 一 个 对 角 算 


证 明 ”首先 假设 对 于 所 有 的 Xe L(Y) MELAT P ELX), 更 是 由 
G(X)=POX (4.124) 


给 出 的 Schur 映射 . 根据 更 全 正 这 一 假设 , 由 命题 4.17 可 以 推导 出 P 是 半 正 定 的 . 就 如 该 
命题 的 证 明 中 所 计算 的 , 更 的 Choi 表示 由 


J(®) = VPV* (4.125) 


给 出 , 其 中 


y = >》_ (es ® ep )er. (4.126) 
bed 


对 于 某 些 字母 表 TT 和 算 子 集合 {4 : a ET} C L(+), 考虑 形 如 式 (4.123) 的 © 的 任意 Choi 
表示 . 因为 该 映射 中 由 等 式 右 侧 所 定义 的 Choi 表示 必须 与 式 (4.125) 相同 , 所 以 有 


》 vec(Aq) vec(Aa)* = VPV* (4.127) 


aer 


BAF RASH 179 


成 立 . 因此 , 对 于 每 一 个 ae 了, 有 
` vec(Aa) € im(V) = span{e, ® es : b € B}, (4.128) 


这 与 A, 对 于 每 一 个 a ET 都 是 对 角 的 这 一 条 件 等 价 . 至 此 我 们 证 明了 由 声明 1 可 以 推导 出 
声明 3. 

显然 由 声明 3 可 以 推导 出 声明 2, 所 以 我 们 只 需 证 明 由 声明 2 可 以 推导 出 声明 1. 对 于 
P 的 一 个 形 如 式 (4.123) 的 Kraus 表示 , 其 中 工 是 一 个 字母 表 、{4。: a ET 是 一 个 对 角 算 
子 的 集合 , $ {vo : a Er} CX 为 满足 条 件 A = Diag(va) (a ET) 的 癌 量 的 集合 , 并 且 定 义 


(4.129) 
aer 
通过 计算 我 们 有 
万 商 其 一 >》 >》 X(b,c) va(b)va(c) Boe = Y AaX A’ (4.130) 
aET b,cE€d aT 
对 于 每 一 个 X eL) 都 成 立 . 因此 , 我 们 证 明了 B 是 一 个 Schur PRAY, 所 以 正如 所 要 求 的 
那样 , 由 声明 2 可 以 推导 出 声明 1. 口 


4.2 ” 保 和 信道 的 普遍 性 质 

本 节 将 证 明 保 么 信道 的 一 些 普 遍 的 基本 性 质 .我们 将 重点 说 明 对 于 一 个 给 定 空间 的 所 
有 保 么 信道 集合 的 极点 . 此 外 , 我 们 还 将 证 明 保 么 信道 集合 的 不 动 点 和 模 的 相关 性 质 . 
4.2.1 保 么 信道 集合 的 极点 

由 定理 2.31 所 给 出 的 判 据 , 我 们 可 以 确定 一 个 给 定 的 信道 8 c Ol) 是 否 是 所 有 信道 
集合 C(t) 的 一 个 极点 . 下 面 所 述 的 定理 4.21 证 明了 当 我 们 用 所 有 保 么 信道 

{Pe C(X) : Oy) = 1x} (4.131) 

的 集合 代替 集合 C) 时 ， 有 相似 的 判 据 成 立 . 事实 上 ,关于 极 值 保 么 信道 的 判 据 可 以 直接 


通过 定理 2.31 以 及 将 集合 (4.131) 嵌入 有 着 形式 C2 O24) 的 所 有 信道 的 集合 得 出 . 
假设 已 固定 一 个 复 欧 几 里 得 空间 ,通过 对 所 有 算 子 Xe L(X) 均 成 立 的 等 式 


X 0 
V vec( X) = vec È o) (4.132) 
定义 算 子 
VELI OX, (KGL) (TBH)). (4.133) 


可 以 证 明 V*V = 2A vox. 对 于 任意 映射 Oe T(X), 定义 WE@) cT OX) 为 唯一 使 得 


J(ġ(®)) = VI(®)V* (4.134) 
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成 立 的 映射 , 我 们 观察 到 以 这 种 方式 定义 的 映射 o: T(X) — TX OX) 是 线性 单 射 的 . 如 果 
BcT(X) 由 Kraus 表示 


G(X)= 》 AXB; (4.135) 
aed 


所 定义 , 那么 


X X Aa 0 X X B, 0 | 
A(S) 0,0 01) _ y 0,0 0,1 (4.136) 
Xio Xii LO -Ag Xio X11 0 B 


为 oS) 的 一 个 Kraus 表示 . 可 以 证 明 下 面 与 映射 6: T(X) 一 TX OX) 有 关 的 性 质 成 立 : 
1. 当 且 仅 当 6/6) e TX GX) 全 正 时 , 映射 6 ecT) 全 正 . 
2. 4AM o(6) e T(X o X) 保 迹 时 , 映射 © € T(X) FRYUBAA AI. 
特别 地 ， 当 且 仅 当 $(®) e C(x OX) 是 一 个 信道 时 , © e C(x) 是 一 个 保 么 信道 . 在 这 种 情 
况 下 , (©) 也 是 保 么 信道 . 

引 理 4.20 令 你 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 , DEC) 为 一 个 保 么 信道 ，% 人 (更 ) E C(V OA) 
为 根据 式 (4.134) YO 定义 的 信道 . OCA) 中 的 所 有 保 么 信道 集合 的 一 个 极点 ， 当 且 仅 
当 (©) 为 信道 集合 CX OX) 的 一 个 极点 时 成 立 . 


证 明 ”首先 假设 更 DE Ca) 中 所 有 保 么 信道 的 集合 的 一 个 极点 ， 从 而 
$ = AVo+ (1 — NVI (4.137) 
对 不 同 的 保 么 信道 Vo, Yı e C(X) 和 标量 Ae (0,1) 成 立 . 因为 映射 o 为 线性 单 射 的 , 所 以 
PB) = AP(Vo) + (1 — MPV) (4.138) 


成 立 . 该 映射 也 是 不 同 信道 的 适当 凸 组 合 . 由 此 可 推出 p(B) 不 是 信道 集合 C OX) 的 一 
个 极点 . 
另外 , 假设 ot) 不 是 信道 集合 CX OX) 的 一 个 极点 ， 从 而 


o(®) = AZo + (1 — NS (4.139) 


对 不 同 的 信道 Sp, 21 € C(x OX) 和 标量 Ae (0,1) 成 立 . 取 等 式 两 边 的 Choi 表示 , 我 们 可 
以 得 到 
VJ(®)V* = XJ(Eo) 十 (1 — A) I (E1). (4.140) 


因此 , 根据 引 理 2.30, 可 以 得 到 
J(Eo) =VQoV* 和 J(31) =VQiV* (4.141) 
对 某 些 半 正 定 算 子 Qo, Qı € Pos(¥ @ X) MIL. $ Vo, Yı € T(x) 为 由 


J(Yo)=Qo 和 J(Yi)= Qi (4.142) 
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定义 的 映射 , 我 们 有 


So = (To) 和 B= Wr) (4.143) 
成 立 . 因为 so ALE, 是 不 同 的 信道 , 所 以 Vo AU, 是 不 同 的 保 么 信道 . 等 式 
P(E) = AG(Wo) + (1 — A)O(H1) (4.144) 
RL, 故 
P = AW) + (1 — AN (4.145) 
成 立 . 从 这 一 等 式 可 以 推导 出 , 更 HIE C) 中 所 有 保 么 信道 的 集合 的 一 个 极点 . u 


定理 4.21 AX A-AAKULEREW, D ECX) 为 一 个 保 么 信道 , E 为 一 个 字母 
表 ， 并 使 {Aa : a EE} CL(X) 为 对 所 有 的 X EL) 满足 


©(X)= 》 AXA; (4.146) 
aed 


的 线性 独立 集合 . 信道 X EL) ZC(X) 中 所 有 保 么 信道 的 集合 的 一 个 极点 ， 当 且 仅 当 算 


子 的 集合 
| ey ‘ : (a,b) EEX | (4.147) 
0 AA 
是 线性 独立 的 . | 


证 明 ”根据 引 理 4.20, 信道 8 是 C(X) 中 保 么 信道 的 集合 的 一 个 极点 ， 当 且 仅 当 信 道 
oE) 是 集合 C OX) 的 一 个 极点 , 其 中 6: T(X)  T(X © X) 是 由 式 (4.134) 所 定义 的 映 
射 . 根据 定理 2.31, 我 们 可 以 知道 (更 ) 是 信道 集合 CX OX) 的 一 个 极点 ， 当 且 仅 当 


AtA, 0 
ee : (a,b) EX xd (4.148) 
0 MA 


是 一 个 线性 独立 的 算 子 集合 . 对 右 下 方 的 区 块 取 转 置 , 该 操作 并 不 影响 该 集合 是 否 是 线性 独 
立 的 , 我 们 可 以 得 到 6(0) 是 集合 O OX) 的 一 个 极点 , SAMSEA (4.147) 是 线性 独立 
的 . 口 
保 么 量子 比特 信道 是 混合 本 信道 

正如 例 4.3 Pras, 不 是 混合 西 信道 的 保 丝 信道 是 存在 的 . 然而 , 这 种 信道 的 存在 要 求 帮 
层 空 间 的 维度 至 少 为 3; 若 将 定理 4.21 与 下 面 的 引 理 结合 起 来 , 则 我 们 可 以 得 到 结论 : 每 一 
个 保 么 信道 都 是 混合 酉 信道. 

5| 4.22 令 革 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 且 Ao, 4i E L(V) 为 满足 条 件 


Aj Ao + Aj A, = lx = Ag Ap + A, Aj (4.149) 


的 算 子 . 存在 西 算 子 U,V € U(X) 使 V4oU* 和 VA1U"* 为 对 角 算 子 . 
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证 明 ”我 们 只 和 需 证 明 存 在 一 个 西 算 子 W c U(X) 使 得 算 子 Who 和 WA, 都 是 正规 的 

且 满 足 
[W Ao, W A1] = 0, (4.150) 

从 而 根据 定理 1.5 可 知 ， 我 们 可 以 选择 U 使 UWAU* 和 UWAU* 是 对 角 的 ， 并 且 取 
V =UW. 

使 Uo, U1 E€ U(X) 和 Po, P) € Pos(&¥) 为 提供 极 分 解 Ao = UoPo 和 Ay = UP, WAT, 
并 且 使 W = US. AS W Ao = Po 成 立 ， 该 等 式 是 半 正 定 的 , 因此 也 是 正规 的 . 为 了 证 明 
WA, 是 正规 的 , 通过 观察 假设 (4.149) 可 以 得 出 


UP U: =1—U,P7U3; AP? =1- Pe, (4.151) 


因此 
(WAi)(WA1)* = Uj U, P2U{Up = UZ (1 — Up P$ UŠ )Uo 
=1 = P? = P? = P Ut UoU¿ UP = (WA1)*(W Ai). 


我 们 还 需 证 明 算 子 Who 与 算 子 WA 对 易 . 从 等 式 P? =1- P? TUAH PR 5 P? 
相互 对 易 . 因为 P? 和 户 是 对 易 的 半 正 定 算 子 , 所 以 P 5 P 对 易 . HPP =1— P? AA 
等 式 

ULP UT =1 — Up P3U;, (4.153) 


我 们 可 以 得 到 

UP$ U} = Ui BU, (4.154) 
因此 , 通过 对 等 式 两 侧 同 时 取 平 方 根 ， 可 以 得 到 

UpPoU§ = Ui PoUy. (4.155) 
这 说 明 

PoUZU, = UčU Po, (4.156) 
所 以 Po 与 UU, 对 易 . 我 们 还 可 以 进一步 得 到 


(WAo)(W Ai) = PoUSU, P, = U¢U, P, Py = (WA1)(W Ap), (4.157) 


从 而 Who 与 WA, 对 易 , 命题 得 证 . 口 


定理 4.23 SX A-+AHRE dim(X) =2 的 复 欧 几 里 得 空间 . 每 一 个 保 么 信道 € C(X) 
都 是 混合 西 信道 . 


证 明 ”在 空间 VY 上 定义 的 保 乏 信道 的 集合 


{EC Sly})= Lo} (4.158) 
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AACA. 这 两 个 性 质 的 根据 是 这 个 集合 等 于 紧 且 凸 的 集合 Cx) 和 所 有 满足 条 件 (x)= 
Ly 的 映射 Oe T(xX) 的 (闭合 的 ) 仿 射 子 空间 的 交集 . 由 于 该 集合 是 紧 且 凸 的 , 所 以 由 定理 
1.10 可 以 推导 出 它 等 于 其 极点 的 凸 包 . 为 了 完成 这 一 证 明 , 我 们 必须 证 明 每 一 个 不 是 酉 信道 
的 保 么 信道 p e C() 不 是 集合 (4.158) 的 极点 . 
为 了 这 个 目标 , 我 们 令 d e C(X) 为 一 个 任意 的 保 么 信道 ,并 令 {hs : ae D} CL(X) 
为 一 组 对 于 所 有 的 X © L(Y) 满足 
&(X)= 》 AXA; (4.159) 
acd 
的 算 子 的 线性 独立 组 合 . 可 以 得 到 更 是 一 个 本 信道， 当 且 仅 当 |2| = 1. 因此 我 们 只 需 证 明 
每 当 |2| > 2 时 , © 不 是 集合 (4.158) 的 一 个 极点 即 可 . 
根据 定理 4.21, 信道 & 是 集合 (4.158) 的 一 个 极点 ， 当 且 仅 当 


| 的 A : (a,b) EX x | CL(¥ OX) (4.160) 


是 一 个 线性 独立 的 算 子 组 合 . 有 两 种 情况 必须 考虑 在 内 : 第 一 种 是 |2| > 3, 第 二 种 是 |2| = 2. 
对 于 第 一 种 情况 , 我 们 可 以 看 到 合集 (4.160) 包括 至 少 9 个 从 8 维 子 空间 


G d avera) (4.161) 
0 Y 


得 到 的 算 子 . 所 以 ， 如果 |2| > 3， 那 么 合集 (4.160) 不 能 是 线性 独立 的 ,因此 6 不 是 集合 
(4.158) 的 一 个 极点 . 
我 们 还 需 考 虑 当 |2| = 2 时 的 情况 . 不 失 一 般 性 地 , 假设 D = {0,1}, UK £ = C. 根 
据 更 有 双 元 且 保 迹 的 假设 , 有 
4040 + Aj Ai = l Ap Ao a A, Aj (4.162) 
成 立 . 根据 引 理 4.22, 必须 存在 西 算 子 U,V € U(X) 使 得 V4oU* 5 VAU* 都 是 对 角 算 子 : 


V AgU* = ag Eo,0 + bo F 1 


(4.163) 
VA U* =a) Foo + fi E11- 
因此 , 下 面 的 等 式 对 每 个 选 定 的 a,5be BML: 
Ay Aa z QaQbU” Eo 0U 二 Babb U* Ei,1U, 
(4.164) 


Aa A; = Aga, V * EooV Ae Babb V* E1 1V. 
所 以 集合 (4.160) 包含 在 由 算 子 集合 


DU*EooU 0 U*E, 1U 0 
ai . LA (4.165) 
0 V*EoV 0 E 
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生成 的 子 空间 内 . 合集 (4.160) 包含 4 个 从 一 个 二 维 空间 提取 的 算 子 ,， 因此 它 不 会 是 线性 独 
立 的 . 由 此 可 以 推导 出 信道 更 不 是 集合 (4.158) 的 一 个 极点 , 命题 得 证 . 口 


4.2.2 ” 保 么 信道 的 不 动 点 、 谱 和 模 
每 个 形式 为 @ e C(X) 的 信道 都 必须 至 少 有 一 个 密度 算 子 的 不 动 点 , 这 意味 着 密度 算 子 
pE D(X) 满足 
(p) = p. (4.166) 


我 们 可 以 把 这 一 事实 作为 Brouwer 不 动 点 定理 的 结论 ， 该 定理 说 明 每 个 将 欧 几 里 得 空间 内 
的 紧 且 凸 集合 映射 到 它 自 身 的 连续 函数 一 定 有 一 个 不 动 点 ， 不 过 ,我 们 的 情况 其 实 不 需要 
Brouwer 不 动 点 定理 的 全 部 效力 ; 信道 是 线性 映射 这 一 事实 使 得 证 明 变 得 更 简单 . 对 于 任意 
正 且 保 迹 的 映射 8 e T(X), 下 述 定理 给 出 了 对 这 一 事实 略微 普 壳 一 些 的 证 明 . 

定理 4.24 仿效 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 , $ eT) 为 一 个 正 且 保 迹 的 映射 .存在 一 
个 密度 算 子 p EeE D(X) 4& (p) = p. 

证 明 ”对 每 一 个 非 负 整数 n, 定义 映射 Vn E T(X) 为 


2"-1 
W,(X) = = >》 a(x), (4.167) 
k=0 


其 中 X eL). 定义 集合 
Cn = {Vn(p) : p € D(X)}. (4.168) 


因为 更 是 线性 、 正 且 保 迹 的 , 所 以 这 些 性 质 对 于 Vn 同样 成 立 . 因此 , 可 以 看 出 Cn 是 D(X*) 
的 一 个 紧 且 凸 的 子 集 . 由 于 C, 是 凸 的 , 所 以 对 每 一 个 pe D(X), 有 


Ynt+1(p) = = Wn(p) F > Wn (a (p) ) E Cn- (4.169) 


因此 对 于 每 一 个 Ts 有 Crad aE e 由 于 每 个 Cn 都 是 紧 的 ， 并 且 对 于 所 有 的 n A Casa ae 
从 而 一 定 存在 一 个 元 素 

pECONG N= (4.170) 
被 包含 在 所 有 这 些 集合 的 交集 内 . 


现在 , 我 们 将 满足 式 (4.170) 的 任 选 的 p 固定 下 来 . 对 于 一 个 任意 的 非 负 整 数 n, 存在 
REG EC D(X), 使 得 p = Vrlo) 成 立 . 因此 ， 


2 — iF 
©(p) — p = ®(Un(0)) - Yala) = A" (4.171) 
由 于 两 个 密度 算 子 间 迹 的 距离 不 能 超过 2, 有 
le) -pl < a (4.172) 


这 一 限制 对 于 每 一 个 n 都 成 立 , 这 说 明 || B(p) — pl = 0. WH O(p) = p. 命题 得 证 . 口 
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显然 ， 想 要 证 明 一 个 保 么 信道 的 密度 算 子 不 动 氮 的 存在 并 不 困难 : UR D € C(t) 是 一 
个 保 么 信道 ,那么 w =1y/dim(V) 是 B 的 一 个 密度 算 子 不 动 尽 ， 更 有 趣 的 是 ， 所 有 满足 
P(X) = X WAT X c L(X) 的 组 合 构成 了 LX) 的 一 个 保 么 子 代数 . 下 面 的 定理 证 明了 这 
=, 

定理 4.25 A X A-NAIL, DEC) 为 一 个 保 么 信道 . FOU A-+ 
字母 表 , {4。 : a€ D) CLIX) 为 对 于 所 有 X ELL) 满足 下 面 等 式 的 算 子 组 合 : 

D(X) = >》 AXA. (4.173) 
aed 


则 对 于 每 一 个 EL) A O(X)=X, SARYMH—-4 EY, [X, Aa] =0. 
证 了 明 如果 X eL) 是 一 个 算 子 并 且 对 于 每 一 个 a € 5 均 满足 [X, Aa] =0, 那么 


D(X) = > AXA; = > XAA, = XG(1) =X, (4.174) 
aed acr 
其 中 最 后 一 个 等 式 关 系 由 © ER E EHE FS h. 
现在 假设 Xe L(V) 是 一 个 算 子 , AA O(X) =X, 考虑 半 正 定 算 子 


》 [区 Aal [X, Aa]. (4.175) 
aed 
将 这 个 算 子 展开 ， 并 且 考 虑 更 是 保 么 信道 这 一 假设 ， 以 及 P(X) = X (AK, O(X*) = 
B(X)* = X*, AA 更 必须 是 保 Hermite 的 ), 我 们 可 以 得 到 
>_[X, Aa] [X, Aa]" 
aed 
=) (XA. — AaX)(ALX* — X" A;) 
aed 


= 》 (XAgA,X* — A XA X* — X Aa X* A; + AgX X* Aj) 


acu 
X =- — NOY) + OX X*) 
=5( XX- XX". 
因为 ® 是 一 个 信道 , 因此 也 是 保 迹 的 , 所 以 由 前 面 的 等 式 所 表达 的 算 子 的 迹 为 0. 唯一 无 迹 
的 半 正 定 算 子 是 零 算 子 , 所 以 


(4.176) 


y [AA [X, Aa]* = 0. (4.177) 


acy 
这 说 明 LX, Aa] [X, Aa] 的 每 一 项 都 是 0， 所 以 每 个 算 子 [X, Aa] 为 0. 口 
对 于 任意 形式 为 @e CX) 的 信道 ,其 中 x 是 一 个 复 欧 几 里 得 空间 , 我 们 可 以 得 到 更 


的 自然 表示 是 一 个 形式 为 KO) ELX @ X) KHAT. 下 面 的 命题 证 明 K(®) 的 谱 半 径 必 
须 等 于 1. 
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命题 4.26 令 车 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 , DET(L) 为 一 个 正 且 保 迹 的 映射 . 则 K(O) 
的 谱 半径 等 于 1, 

证 明 ”根据 定理 4.24, 一 定 存在 一 个 密度 算 子 pe D(X) 使 得 @(p) = p， 这 说 明 K8) 
有 等 于 1 的 本 征 值 . 

我 们 还 需 证 明 K(5) 任 一 本 征 值 的 绝对 值 至 多 为 1, 这 与 下 面 的 声明 等 价 : 对 满足 


6(X) = AX (4.178) 
的 任 选 的 非 零 算 子 X e L(Y) 和 复数 入 cC, | 和 | < 1 成立. 假设 X eL) 是 一 个 非 零 算 


F, 入 EC 是 满足 式 (4.178) 的 标量 . 根据 推论 3.40, 有 |l = 1 Booz, 因此 


,~ IPOD _ WAX _ 
Em 








Al (4.179) 


关于 入 所 要 求 的 约束 成 立 ， 从 而 完成 了 证 明 . 口 


尽管 任意 信道 8 e C(X) 的 自然 表示 KO) 的 谱 半径 必须 等 于 1, 但 K8) 的 谱 范 数 通 
常 并 不 为 1. 正如 下 面 的 定理 所 表明 的 ， 当 且 仅 当 © 是 一 个 保 么 信道 时 ， 这 一 说 法 才 成 立 . 
类 似 于 定理 4.24 和 命题 4.26, 在 这 一 证 明 中 我 们 并 不 需要 “全 正 ” 这 一 性 质 , 所 以 它 不 仅 对 
信道 成 立 ， 而 且 对 所 有 的 正 且 保 迹 的 映射 成 立 . 

定理 4.27 AX A-+AAMILEREW, cT) 为 一 个 正 且 保 迹 的 映射 . 则 别 是 
保 么 映射 ， 当 且 仅 当 || K(®)|| = 1 


证 明 ”首先 假设 o 是 一 个 保 么 映射 . 显然 有 || K(®)|| > 1， 因 为 命题 4.26 已 经 证 明了 
天 (更 ) 的 谱 范 数 为 1， 且 任意 方 算 子 的 谱 范 数 大 于 等 于 其 自身 的 谱 半 径 . 因此 我 们 只 需 证 明 
IKS) <1, 这 等 价 于 如 下 条 件 : 对 于 所 有 X € L(A), 


| P(X) ]2 < |X |2- (4.180) 


首先 考虑 任意 的 Hermite 算 子 H € Herm(4). $ 


H= 》 Apmyet (4.181) 
k=l 


为 H 的 一 个 谱 分 解 , 其 中 n= dim(X), XS 
Pr = Pippa) (4.182) 


对 于 每 一 个 ke {1,… ,n} 都 成 立 . 我 们 可 以 得 到 pi,… ,pn 是 密度 算 子 , 因为 © 是 正 且 保 
迹 的 . 此 外 , 因为 © 是 保 么 映射 ， 从 而 有 pi 十 … 十 pn = 1 我 们 还 有 下 面 的 等 式 成 立 : 


|a) |; = || Arp ++ Rapal, = 》 h(i (4.183) 


l<j,k<n 
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从 Cauchy-Schwarz 不 等 式 可 以 得 出 
YNM(pj, Pr) 


1<j,k<n 


< do XP pr) por (Pj, Pk) = Dat = | 
l<j,kgn <j,ken 


其 中 第 一 个 等 式 可 由 pi +s + pn = 1 得 到 .所 以 我 们 证 明了 对 于 所 有 的 Hermite BF 
H € Herm(X), 有 || ®(A)|l2 < || Ale. 
现在 考虑 任 一 算 子 X EL), CETUS X =H +iK, 其 中 


(4.184) 








X-X 
= 和 K= (4.185) 
为 Hermite 算 子 , 并 且 我 们 观察 到 
IX Wo = WS + IKI: (4.186) 
由 于 & 必须 是 保 Hermite 的 ,所 以 我 们 发 现 
|S) ||, = |S) + iS = Enl + Eo l (4.187) 
因此 
lew = GD | + EGO < Alle + WAI = IX Ih. (4.188) 


所 以 || ®(X) lo < IX ll. 从 而 我 们 证 明了 如 果 © 是 保 么 映射 ,那么 || K(o)|| =1. 
现在 假设 || K(®)|| = 1, 这 与 对 于 每 一 个 Xe L(xX) @ || ®(X) lo < IX l2 这 一 条 件 等 价 . 
特别 地 , 对 于 n= dim(), 一 定 有 


[sw < al = v7 (4.189) 
成 立 . AA & 是 正 且 保 迹 的 , 所 以 O(1) 是 半 正 定 的 并 且 迹 等 于 n. 把 这 些 性 质 与 Cauchy- 
Schwarz 不 等 式 结合 起 来 , 我 们 可 以 得 到 

n = Tr(®(11)) = (1, ®(1)) < |/1]|, |]@@) |], < n. (4.190) 
从 而 得 到 了 Cauchy-Schwarz 不 等 式 中 的 相等 关系 ,这 说 明 (1) Fl 1 是 线性 相关 的 . 由 于 
Tr(1) = Tr(B(1)), 所 以 B(1) 和 1 实际 上 必须 相等 , 因此 更 TRA BRAY. 口 
4.3 ” 优 超 


本 节 介 绍 Hermite 算 子 的 优 超 关 系 ， 这 一 概念 是 从 针对 实 问 量 的 一 个 相似 概念 推广 而 
来 的 ， 直观 上 来 讲 ， 优 超 关系 通过 某 种 “随机 混合 过 程 ” 从 一 个 对 象 中 获得 另 一 个 对 象 的 


对 于 实 向 量 和 Hermite 算 子 ,我们 可 以 通过 许多 等 价 的 方式 建立 优 超 关系 . 这 种 关系 一 
旦 建立 起 来 就 会 成 为 一 个 非常 有 用 的 数学 概念 . 在 量子 信息 理论 中 , 优 超 在 Nielsen 定理 ( 定 
理 6.33) 下 有 着 特 别 显 著 的 应 用 价值 . 该 定理 给 出 了 两 个 纯 态 之 间 相 互 转换 的 一 种 精确 的 特 
征 描述 ,即使 这 两 个 纯 态 与 对 方 的 交流 被 限制 在 经 典 信息 交换 中 也 可 以 进行 转换 . 


4.3.1 实 问 量 的 优 超 

在 本 书 中 , 对 于 实 向 量 的 优 超 关 系 的 定义 是 在 一 类 双 随 机 算 子 的 基础 上 给 出 的 . 在 给 出 
实 向 量 的 优 超 关系 的 定义 后 , 我 们 将 对 这 种 算 子 进行 讨论 . 
4.3.1.1 What 


SL 为 一 个 字母 表 , 并 且 考 虑 实 欧 几 里 得 空间 R”. 如 果 对 于 作用 在 该 向 量 空间 上 的 算 
子 AeL(R>), 有 
1. A(a,b) > 0 对 于 所 有 的 a,b E E WA. 
2. racy A(a,b) = 1 对 所 有 的 be 成立. 
那么 该 算 子 被 称 为 是 随机 的 . BARE Aes MFHT be 均 为 概率 向 量 是 等 价 的 , 或 者 等 
价 地 说 , 4 将 概率 向量 映射 到 概率 问 量 . 

对 于 算 子 A e L(R>), WRA 
1. A(a,b) > 0 对 于 所 有 a,b E€ E RM. 
2. J acn Ala, b) = 1 WFAA bE = AW. 
3. pes A(a,b) = 1 WFAA ac DRY. 
那么 该 算 子 被 称 为 是 双 随 机 的 . 也 就 是 说 ， 当 且 仅 当 4 和 AT (或 者 等 价 地 ，4 和 4*) 都 是 
随机 的 时 , 称 算 子 A 是 双 随 机 的 . 这 与 该 条 件 等 价 : A 的 矩阵 表示 的 每 一 列 和 每 一 行 都 形成 
一 个 概率 问 量 . 

双 随 机 算 子 与 置换 算 子 有 看 很 密切 的 关系 . 对 于 每 一 个 置换 r e Sym(D), 我 们 可 以 对 
每 一 个 (a,b) E E xE 定义 置换 算 子 Vi € L(R?) 为 


j 1 a=n(6) 
Verla; b) = | 0 +t. (4.191) 
等 价 地 ， 对 于 每 一 个 bed, Vr 为 满足 等 式 Ve, = Er(b) 的 唯一 算 子 . 显然 ， 置换 算 子 为 双 
随机 的 . 接 下 来 的 定理 证 明了 所 有 双 随 机 算 子 的 集合 事实 上 与 置换 算 子 的 凸 包 相 等 . 
定理 4.28 (Birkhoff-von Neumann 定理 ) 4D A-AFAR, ACL(RY) 为 一 个 算 子 . 
则 4 是 双 随 机 的 ， 当 且 仅 当 存在 一 个 概率 向 量 De P(Sym(L)) 使 得 
A= Y pr) (4.192) 


nESym(5) 


证 明 所 有 作用 在 R” 上 的 双 随 机 算 子 的 集合 都 是 凸 且 紧 的 , 因此 根据 定理 1.10, 该 集 
合 与 其 极点 的 凸 包 相 等 . 通过 证 明 该 集合 的 每 一 个 极点 都 是 一 个 置换 算 子 , 我 们 便 可 证 明 该 
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定理 . 牢记 这 一 事实 , 我们 令 4 为 一 个 不 是 置换 算 子 的 双 随 机 算 子 . 可 以 证 明 4 不 是 双 随 
机 算 子 集合 的 一 个 极点 ， 这 便 足 以 完成 证 明 . 

考虑 到 4 是 一 个 不 是 置换 算 子 的 双 随 机 算 子 , 那么 一 定 存 在 至 少 一 对 (a,b) eu xD 
使 A(aı, b1) € (0,1). 由 于 YD, A(ai,b) = 1 H. h(ai1,b1) € (0,1), 我 们 可 以 得 出 结论 : 一 定 存 
在 一 个 索引 bo Æ bı 使 A(a1,b2) € (0,1). 通过 对 第 一 个 索引 而 不 是 第 二 个 索引 应 用 相似 的 论 
证 , 可 以 得 到 一 定 存在 一 个 索引 az A ai WE Alaz, be) € (0,1). 重复 这 一 论证 , 我 们 最 终 可 
以 得 到 一 个 由 在 区 间 (0,1) 内 的 4 的 元 素 所 构成 的 偶数 长 度 的 闭环 ， 这 一 闭环 在 第 一 个 和 
第 二 个 索引 之 间 (例如 在 行 与 列 之 间 ) 相互 交替 . 仅 在 矩阵 A 中 只 有 有 限 数量 的 元 素 时 ， 闭 
环 才 可 以 最 终 形成 ; 并 且 一 个 奇数 长 度 的 闭环 可 以 通过 选择 结束 这 一 闭环 的 合适 元 素来 避 
免 . 图 4.1 说 明了 这 一 过 程 . 





图 4.1 一 个 由 在 区 间 (0,1) 内 的 A 的 元 素 所 构成 的 闭环 的 例子 (循环 由 虚线 箭头 表示 ) 


令 se(0,1) 等 于 上 面 所 描述 的 形式 下 闭环 内 元 素 的 最 小 值 , 并 且 定 义 B 为 可 以 令 闭 环 
内 的 每 一 个 元 素 均 等 于 te HAF, 这 里 正 负 号 交错 出 现 , 正如 图 4.2 所 示 . B 中 所 有 其 他 
的 元 素 都 被 设置 为 0. 最 后 , 考虑 算 子 4 十 B 和 4 一 B. 因为 4 是 双 随 机 的 , H B 的 行 与 列 
的 和 都 是 0, 所 以 A+B 和 4 一 B 也 满足 对 行 和 对 列 求 和 均等 于 1. 由 于 选 定 的 = 不 会 大 于 
所 选择 的 闭环 内 最 小 的 元 素 , MA A+ Bake A-B 中 没有 为 负 的 元 素 , 正 因 如 此 A-B 
和 A+B 是 双 随 机 的 . 因为 B 是 非 零 的 , 所 以 A 十 B 和 4 一 B 为 离散 的 . 因此 ， 


A= =(A+B)+5(A—B) (4.193) 


是 双 随 机 算 子 的 一 个 正常 凸 组 合 ， 且 因此 不 是 双 随 机 算 子 集合 的 一 个 极点 . 口 


190 eT 1 é 


4.2 AT B (除了 提 到 的 元 素 之 外 ,所 有 元 素 均 为 0) 


4.3.1.2 ” 实 向 量 优 超 的 定义 与 特征 


根据 双 随 机 算 子 的 作用 , 由 实数 构成 的 向 量 的 优 超 关 系 的 定义 如 下 所 述 . 

定义 4.29 SU A-AFHA, u,v ER” AMZ. AA-AAA A EL(R”) 
使 得 v= 二 Au, 那么 我 们 称 u 优 超 于 v, BH v ~ u. 

根据 Birkhoff-von Neumann 定理 (定理 4.28)， 我 们 可 以 把 这 一 定义 看 作对 于 本 节 开 头 
所 提 到 的 一 类 “随机 混合 过 程 ” 的 形式 化 . AT 4 是 双 随 机 的 , 当 且 仅 当 它 等 于 置换 算 子 的 
一 个 凸 组 合 . 因此 ,关系 式 v < vu 在 v 可 以 通过 下 列 操作 获得 时 恰好 成 立 : 随机 选择 一 个 置 
换 r e Sym()， 对 于 一 个 选 定 的 分 布 pe P(Sym(X)), 根据 选 定 的 置换 x 对 u 的 元 素 进 行 
混 洗 , 并 且 对 于 p 对 所 得 到 的 向 量 进行 平均 . 

下 面 的 定理 给 出 了 实 向 量 的 优 超 关 系 的 另外 两 种 特征 . 定理 的 表述 利用 了 下 述 概念 : 对 
每 一 个 向 量 u eR” 以 及 n = |El 我 们 可 以 用 


r(u) = (TLU); ,Tn(u)) (4.194) 
来 描述 通过 对 u HY TORR VA REAP EFT HE TORTS AY Al. 也 就 是 说 , 我 们 有 
{u(a) : a E E} = {rı (u), ,rn(u)}, (4.195) 


其 中 , 相等 关系 考虑 了 等 式 两 边 是 多 重 集 的 情况 , 此 外 ri(u) 2- > ralu). 
定理 4.30 AE A-AFHA, u,v ER” 下 面 的 声明 是 等 价 的 : 
L ow <u. 


2. 对 于 n= |El 对 于 任 选 的 me {l1,---,n—-1} 我 们 有 


Ti(W) 十 -一 十 Tm(W) > ri(v) +---+Tm(v) (4.196) 
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以 及 
+) =ri(v) + = + ralo). (4.197) 
3. 存在 一 个 西 算 子 UE U(C”), 使 得 对 于 在 所 有 的 a,bE 站 上 由 
A(a,b) = |U (a, b)|? (4.198) 
所 定义 的 双 随 机 算 子 ACL(R®), A v= Au 成立. 
证 明 ”首先 假设 声明 1 成 立 ， 则 存在 一 个 双 随 机 算 子 A c LR?) 使 得 Au =v. 可 以 


证 明 
y. u(a) = F. v(a), (4.199) 
aed aed 

FFA, 对 于 每 一 个 子 集 5 CU, 存在 一 个 子 集 TC5 HF [S| =|T| 以 及 
> u(a) > > v(a). (4.200) 
aET aes 


由 此 可 以 推导 出 声明 2.， 条 件 (4.199) 等 价 于 式 (4.197)， 同 时 我 们 考虑 到 对 于 每 一 个 m e 
{1,---.n-1}, SHv 中国 个 最 大 元 素 的 索引 构成 ， 则 此 时 通过 式 (4.200) 可 以 推导 出 式 
(4.196). 第 一 个 条 件 (4.199) 可 以 直接 从 假设 4 是 随机 的 得 出 : 


>》 v(a) = > (Au)(a) = X` A(a,b)u(b) = X` u(b). (4.201) 


aed aed a,bes bE 


为 了 证 明 第 二 个 条 件 ， 首 先 可 以 观察 到 ， 对 于 选 定 的 茶 些 概率 辣 量 p © P(Sym(S)), H 
Birkhoff-von Neumann 定理 (定理 4.28) 可 以 推导 出 


A= 5 p(r)Vr. (4.202) 
mESym() 


对 于 一 个 任 选 的 子 集 SCD, 从 式 (4.202) 可 以 推出 
>》 zuv(a=》(4u(al= > pr > ud). (4.203) 


acs a€S nESym(E) ben! (S) 


一 组 实数 的 凸 组 合 不 能 超过 该 集合 内 的 最 大 元 素 , 因此 一 定 存在 一 个 置换 r € Sym(D) 使 得 
XO u(b) > vla). (4.204) 


ben—1(S) a€S 
由 于 |x-1(5)| = |S 我 们 便 已 经 证 明了 对 于 某 些 合适 的 索引 集 T, PEA (4.200) R. 所 
以 , 我 们 证 明了 由 声明 1 可 以 推导 出 声明 2. 
接 下 来 我 们 将 证 明 由 声明 2 可 以 推导 出 声明 3, 这 也 是 整个 证 明 中 最 困难 的 部 分 . 此 推 
论 的 证 明 将 归结 于 n = |X| 其 中 的 基础 情形 n = 1 是 平凡 的 . 所 以 在 余下 的 证 明 中 我 们 假设 


192 SFT lt ht 


n>2. APPR ACE Hi MAHERAN A FS Fl A De) ee EHRE TEE, 
所 以 不 失 一 般 性 地 , 我 们 可 以 假设 E= {1,… rn}, ARF u = (wi,… ,un) HAE wl 2- Sn, 
WR v= (v, ,vn) AE V1 > +--+ D Un. 

在 假设 声明 2 成 立 的 前 提 下 ， 对 于 选 定 的 某 些 & € {1,--- ,n} 一 定 存在 情况 ul > v1 > 
uk. 我 们 将 天 固定 为 所 有 这 些 索 引 中 的 最 小 值 . 存在 两 种 情况 :大 =1 Al k > 1. 

如 果 情 况 是 大 = 1, 那么 有 u =n, 从 而 有 


对 每 一 个 m € {2,--- ,元 一 1} 成 立 ; 此 外 
üa tees +t Un = Vs t+ Un (4.206) 


也 成 立 . 定义 向 量 z = (ww2,… ,Un) AR y = (vo,… ,vn). 根据 最 开始 引入 的 归纳 假设 , 一 
定 存在 一 个 酉 算 子 V， 其 元 素 由 集合 (2, ,n} 所 标记 . 该 算 子 有 如 下 性 质 : 对 于 所 有 的 
a,b E€ {2,---,n}, 由 

B(a,b) = |V (a, b)|? (4.207) 


所 定义 的 双 随 机 算 子 B 满足 y= Bz. 使 U ABRT 


U = (4.208) 
0 V 


且 对 于 所 有 的 a,be {1,---,n}, 定义 A 为 
A(a, b) = |U (a, b)|?, (4.209) 


我 们 可 以 得 到 v = Awu， 从 而 得 证 . 
如 果 情 况 是 k > 1, 那么 有 u > v > wk， 所 以 一 定 存在 一 个 实数 € [0,1) 使 得 
vl = Au; + (1 —A)/)ug. 定义 同 量 T = (£2, Ey) 和 y= (Y2, ==: Un) 为 


= (u2, tl — A)ul + AUK, Uk4+1; ° jth) 
(4.210) 
a= (22,…， Un): 
对 于 m e {2,.… k1p 因为 上 是 对 于 vi > u 的 最 小 的 索引 , 所 以 有 
T2 十 -十 Tm 二 U2 十 十 Um > (m1)vi > ve +--+ + vm (4.211) 
RE. 对 于 me fhn E 
to + | ten 
SH — A)uy + Ug +--+ + Uk-1 + AUK + Uy +++ Um (4.212) 


=U + eee Um — U1 2 Vy F + Um — U1 = 02 +++ + Um; 


BAF 保 乡 信道 与 做 超 193 


其 中 等 号 在 m = n 时 成 立 . 根据 最 开始 引入 的 归纳 假设 , 一定 存在 一 个 西 算 子 V， 其 元 素 
由 集合 {2,… ,n} 所 标记 , 该 算 子 有 下 列 性 质 : 对 于 每 一 个 wb e {2,… ,n}, 由 


B(a,b) = |V(a, b)|? (4.213) 
定义 的 双 随 机 算 子 B 满足 y= Br. 2 WA 
We, = VAe1 — V1 — Dex, 
Wep = V1 — Aer + Vex 
定义 的 西 算 子 并 且 当 a e {2,… ,n}\{k} 时 有 Wea =e, È 


出 
U= W. (4.215) 
0 V 


(4.214) 


我 们 必须 精确 地 计算 U 的 元 素 : 


U(1,1)= VÀ U(a,1) = —V1 — AV (a, k) 
U(1,k) = Vi—A U(a,k) = VAV(a,k) (4.216) 
U(1,6) =0 U(a,b) = V (a,b), 


其 中 a € {2,--- n} H be {2,--- ,n}\{k}. 对 于 每 一 个 a,b Ee {1,… ,n}, SAAB 


A(a,b) = |U(a, b)|? (4.217) 
定义 的 双 随 机 算 子 , 我 们 可 以 得 到 一 个 算 子 , 其 元 素 由 
A(1,1)=A A(a, 1) = (1 — A)B(a,k) 
A(1,k) =1—A A(a, k) = \B(a, k) (4.218) 
A(1,b) =0 A(a,b) = B(a, b) 


给 出 , 其 中 a € {2,--- ,n} H be {2,--- ,n}\{k}. 等 价 地 ， 


A= D, (4.219) 
0 B 


De, = Xel 十 (1 一 入 )ek， 


其 中 万 为 由 


(4.220) 
Dek = (1 = 入 )el T AEk 


定义 的 双 随 机 算 子 ,此 处 对 于 ac {2,--- ,n}\{k}, Dea = ea 成 立 . 有 


Ba = 四 (4.221) 
T 
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成 立 , 因此 


Au = p | =y. (4.222) 
Bx 


从 而 , 我 们 证 明了 由 声明 2 可 以 推导 出 声明 3. 
证 明 的 最 后 一 步 是 观察 由 声明 3 可 以 推导 出 声明 1, 而 这 是 非常 直接 的 , 因为 由 声明 3 
所 确定 的 算 子 4 一 定 是 双 随 机 的 . 口 


注 : 鉴于 在 定理 4.30 中 声明 1 和 声明 3 的 等 价 性 ， 我 们 可 以 很 自然 地 提出 问题 , 即 是 否 
每 一 个 双 随 机 算 子 A CL(R®) 对 于 某 些 选 定 的 西 算 子 UE U(C>) 都 可 由 Ala, b) = |U (a, b)|? 
所 给 出 . 答案 是 否定 的 . L(R3) 中 的 算 子 


011 
A==|1 0 1 (4.223) 
1 1 0 


是 不 能 通过 这 种 方式 从 一 个 西 莫 子 获得 双 随 机 算 子 的 一 个 例子 .事实 上 ， 如 果 要 从 丁 莫 子 
UeU(Cs) 得 到 A, MAU 必须 有 下 面 的 形式 : 


[Poa 
= 万 | 0 fi], (4.224) 
Bs 2 0 
其 中 ai az az, bis b2 和 [3 是 单位 圆 上 的 复数 . 然而 ， 如果 U 是 么 正 的 , 那么 一 定 有 
[lal + |a|” abı azb2 
1=UU*=5| mA asl? +1)? a (4.225) 
a2 32 03/33 |821? + |83|? 


成 立 . 而 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 当 an azn az Bi. Bo 和 bs 是 单位 圆 上 的 复数 时 ， 式 (4.225) 
右 侧 算 子 的 非 对 角 元 都 不 可 能 等 于 0. 
4.3.2 Hermite 算 子 的 优 超 

现在 我 们 定义 Hermite 算 子 的 优 超 关系 . 这 一 关系 继承 于 其 相应 的 实 癌 量 类 比 的 一 些 重 
要 性 质 ; 同时 与 其 实 向量 类 比 相似 的 是 , 它 也 可 以 有 多 种 特征 . 在 讨论 它 的 另外 一 些 特征 之 
后 , 我 们 会 给 出 Hermite 算 子 优 超 的 两 个 应 用 . 
4.3.2.1 Hermite 算 子 优 超 的 定义 与 特征 

与 前 面 对 于 实 同 量 优 超 关系 的 直观 描述 类 似 ， 如 果 Hermite 算 子 Y 可 以 通过 一 个 “ 随 
机 混合 ” 过 程 从 另 一 个 Hermite AT X 得 出 , 那么 我 们 可 以 认为 X REF Y. 给 出 Hermite 
算 子 “随机 混合 ” 概念 的 一 个 很 自然 的 方式 是 考虑 用 混合 酉 信道 来 表示 这 些 过 程 . 下 面 的 定 
义 便 采 用 了 这 一 观点 . 
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定义 4.31 Å X,Y c Herm() 为 Hermite HF, HP XY 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 . 车 
存在 一 个 混合 西 信道 OC C(X) ROX) = 站， 则 我 们 称 X HRY, SHY <X. 

直觉 上 , 我 们 并 没有 一 定 要 选择 定义 4.31 而 非 另 一 种 定义 的 理由 ， 即 可 以 用 “更 是 一 
MRA RIE” 替代 “更 是 一 个 混合 西 信道 ”. 这 的 确 是 一 种 很 自然 的 替代 选择 ， 因 为 在 茶 种 
程度 上 , 保 么 信道 可 以 类 比 于 作用 在 实 欧 几 里 得 空间 上 的 双 随 机 算 子 , 而 混合 西 信道 可 以 类 
比 于 置换 算 子 的 凸 组 合 . Hermite 算 子 优 超 存在 两 种 差别 如 此 大 的 定义 , 正 是 我 们 无 法 找到 
Birkhoff-von Neumann 定理 的 直接 量子 对 应 的 原因 . 

下 面 的 定理 证 明了 这 两 种 选择 事实 上 是 等 价 的 . 这 一 定理 同样 提供 了 Hermite 算 子 优 
超 关 系 的 另外 两 种 特征 . 

定理 4.32 (Uhlmann) 4 X,Y € Herm(¥) 为 Hermite HF, HP X 是 一 个 复 欧 几 里 
得 空间 . 下 面 的 声明 是 等 价 的 : 
L Y «X. 
2. 存在 一 个 保 么 信道 DC C(X) 使 得 Y = G(X). 
3. 存在 一 个 正 的 、 保 迹 的 保 么 映射 D ETX) 144 Y = O(X). 
4. AY) < A(X). 


证 明 ”假设 声明 1 成 立 , 那么 存在 一 个 混合 酉 信道 © € C(X) 使 得 了 = B(X). 这 样 的 
信道 必须 是 保 么 信道 ， 从 而 由 声明 1 简单 地 推出 了 声明 2. 因为 每 一 个 保 么 信道 都 是 正 的 、 
RERESIK, 所 以 由 声明 2 简单 地 推出 了 声明 3. 

现在 假设 声明 3 成 立 . $ n= dim(X), HS 


A= YX) ajc, M Y= > An(Y) yky% (4.226) 
AX ALY 的 相应 谱 分 解 . 由 于 B(X) =Y, 所 以 我 们 可 以 总 结 出 对 于 每 个 k€ {1,--+ ,n}， 
Xk(Y ) = Daa ) yk (LIT Ur: (4.227) 
= 
等 价 地 ，A(Y) = AA(X) (A € L(R")) 为 对 于 每 一 个 j,k € {1,:… ,n}, 由 
A(k, j) = yk P (525 )Yk (4.228) 
定义 的 算 子 . 由 于 更 是 正 的 ,4 的 每 个 元 素 都 是 非 负 的 . 因为 B 是 保 迹 的 , 所 以 有 
A(k,j) =1 (4.229) 
k= 


对 于 每 个 j € {1,… ,n} 成 立 . 此 外 由 于 更 是 有 和 元 的 ,所 以 


y” Ath, 7) =1 (4.230) 
j=l 


196 EFT 12 22> 


对 于 每 个 € {1,… ,n} 成 立 . 所 以 算 子 4 是 双 随 机 的 , 从 而 AY) < A(X). 因此 我 们 证 明 
了 由 声明 3 可 以 推导 出 声明 4. 

最 后 , 假设 AY) < A(X). 如 式 (4.226) 中 那样 , 我 们 再 次 考虑 了 X 和 了 的 谱 分 解 . 从 
定理 4.28 H, 我 们 可 以 得 到 结论 : 存在 一 个 概率 向 量 pe P(S,) 使 得 


MY) = 》 p(T) VA(X). (4.231) 
TES», 


对 于 每 个 置换 r ES, =Sym({1,---,n}), 定义 西 算 子 


Un = > Ynt) 7), (4.232) 
j=l 
我 们 有 
>》 pr)UzrXU 
TESn 
(4.233) 
<5" > p(m) A; (Xurayra) = = Dat uy, = = 
ME e 
所 以 Y < X 成 立 , 也 因此 由 声明 4 可 以 推导 出 声明 1, 命题 得 证 . E 


4.3.2.2 Hermite 算 子 优 超 的 两 个 应 用 


下 面 的 定理 提供 了 Hermite 算 子 优 超 应 用 的 一 个 例子 . 第 一 个 定理 的 证 明 实 质 上 应 用 
了 定理 4.32, 它 为 某 些 实 向 量 给 出 了 一 个 精确 的 特征 . 这 些 实 向 量 可 以 通过 对 于 一 组 任 选 的 
规范 正 交 基 取 给 定 Hermite 算 子 的 对 角 元 获得 . 
定理 4.33(Schur-Horn 定理 ) A X AAKILEBE i, n=sdim(X), 并 且 X cHerm(&) 
A Hermite 算 子 . 有 下 面 所 述 的 两 种 推论 成 立 ， 它 们 互 为 北 命题 : 
1. SFX 的 每 一 个 规范 正 交 基 {ZX1,… ,Tn}， 以 及 每 一 个 keE {1,--- n}, H v(k) = ap Xazy 
所 定义 的 向 量 vE RR" 满足 v < 入 (X). 
2. 对 于 每 一 个 满足 v AX) HYBVER", FAK 的 一 个 规范 正 交 基 {71,… ,Zn}， 对 
于 每 个 keE {1,---,n} 有 wv(k) = zp Xz. 
证 明 假设 {z1,… ,zn} 是 的 一 个 规范 正 交 基 ， 且 对 于 每 个 Ke {1,… ,n} 定义 
v ER” 为 v(k) = ap Xan. 对 于 每 个 算 子 Ye L(X), 定义 映射 D ET) 为 


O(Y) = Y oY ancy, (4.234) 
k=) 


可 以 看 到 © 是 一 个 剪 枝 信 道 . 根据 命题 4.6， 可 以 推出 B 是 一 个 混合 本 信道 . 从 而 我 们 有 
P(X) < X, 根据 定理 4.32， 由 此 可 以 推导 出 A(@(X)) < A(X). 因为 


D(X) = > u(k)anzxj, (4.235) 
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显然 有 
spec(®(X )) 一 {v(1), vate ,u(n)}, (4.236) 


或 者 等 价 地 ， 
A(B(X)) = VWpv, (4.237) 


其 中 置换 算 子 Vi 的 作用 是 将 v 的 元 素 从 大 到 小 排序 : 
(V,v)(1) > -+ > (Vrv) (n). (4.238) 
从 而 我 们 有 v < X(X)， 这 证 明了 第 一 个 推导 成 立 . 
现在 假设 ve R” 是 一 个 满足 条 件 v < AX) NA, 令 


X = So A(X ukuk (4.239) 
k=l 


为 X 的 一 个 谱 分解 . 根据 定理 4.30, 由 假设 v AX) 可 以 推出 存在 一 个 丁 算 子 Ue U(C”) 
使 得 对 于 由 
A(j,k) = |U(j, k)|? (4.240) 


定义 的 A € LIR”) (其 中 j,k € {1,--- ,n}), 有 w= AMX). CMV EU(A,C") 为 


V =) exut, (4.241) 
k=l 
且 对 于 每 个 ke {1,… n} & 
rk = V*U*V ur. (4.242) 


算 子 V*U*V c U(X) 是 一 个 西 算 子 , 由 此 可 以 推导 出 {21,--- ,zn} Æ X 的 一 组 规范 正 交 基 . 
我 们 有 


1} Xak = X U (k, DP Ag(X) = (AAX))(k) = v(k) (4.243) 
成 立 , 从 而 第 二 条 推导 得 到 了 证 明 . o 


下 一 条 定理 代表 了 Hermite 算 子 优 超 的 第 二 种 应 用 . 它 定义 了 一 组 概率 癌 量 , 这 些 概率 
向 量 与 一 个 给 定 的 密度 算 子 的 表象 一 致 ， 而 这 个 给 定 的 密度 算 子 是 一 组 纯 态 的 混合 . 

定理 4.34 令 为 复 欧 几 里 得 空间 ,，p E D(X) AFRHF, n = dim(X), 且 p = 
(p1,"… ,pn) 为 概率 向 量 . 存在 一 组 (并 不 一 定 正 交 的 ) 单位 向 量 {u ,un} CE 使 得 


p= X pku (4.244) 
k=1 


当 且 仅 当 p < 入 (p) 时 成 立 . 
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证 明 ”首先 假设 
p= 》_ prunuj, (4.245) 
= 


对 于 一 组 单位 向 量 {wi,… ,wn} Cv 成立 . EM A ELC, X) 为 


A= > VDk Uke}. (4.246) 
=I 
可 以 看 到 AA* = p. 我 们 有 
A*A= 3 > ey (4.247) 
j=l k=l 
成 立 , 所 以 
ex A* Aek = pk (4.248) 


对 每 一 个 ke {1,--- ,n} 成 立 . 根据 定理 4.33, 由 此 可 以 推导 出 p < 和 (4*A). 因为 
\(A* A) = \(AA*) = A(p), (4.249) 


所 以 p < Alp). 因此 我 们 证 明了 上 面 定 理 要 求 的 一 个 推断 . 
现在 假设 p < Alp). 根据 定理 4.33, 对 于 每 个 ke€ {1,:… ,n}, 存在 一 个 有 着 性 质 


Pk = TEPTk (4.250) 
的 X 的 规范 正 交 基 {x1,… ,zn}. 令 
Yk = VPTk, (4.251) 
对 于 每 个 ke {1,---,n}, 定义 
tal wan acne 
z yp = 0, 


此 处 z e X 是 一 个 任 选 的 单位 癌 量 . 我 们 有 
lly ll? = (pr, /Prk) = Tepe = Pk (4.253) 


对 于 每 个 Re {1,---,n} BIZ, 所 以 
S pruuk = X uyk = X / PLEX}, VD = P. (4.254) 
k=1 k=1 k=1 


这 便 证 明了 定理 要 求 的 另 一 个 推断 ， 口 
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44 习题 


习题 4.1 $ x 为 复 欧 几 里 得 空间 且 dim(¥V) = 3, & Be C(x) A Schur 信道 . 证 明 © 
是 混合 西 信道 

习题 4.2 ”对 于 任意 的 正 整 数 n > 2, 对 于 每 一 个 六 ELC) 定义 保 么 信道 Pn € CC”) 
为 
TAi- 

n— 1 


n (X) = l (4.255) 


此 处 1, 表示 C 上 的 单位 算 子 . 证 明 当 n 是 奇数 的 时 候 ， ©, 不 是 混合 酉 信道 ， 
关于 本 习题 , 一 个 正确 的 解答 是 对 例 4.3 的 推广 . 不 过 与 例子 中 相 比 , 你 可 能 需要 一 个 
E n > 5 条件 下 的 不 同 论证 . 
习题 4.3 On AEK, X =C, > 


{Wap : a,b € Zn} C U(X) (4.256) 


为 作用 在 x 上 的 一 组 离散 Weyl 算 子 的 集合 , 并 且 令 decl) 为 一 个 信道 . 证 明 下 面 两 条 
声明 是 等 价 的 : 

1. ® BE Schur 信道, 也 是 Weyl 协 变 信道 . 

2. 存在 一 个 概率 和 问 量 pE P(Zn) 使 得 


©(X) = 》 pla)WoaX Woo (4.257) 
QEDn, 
对 所 有 的 X © L(A’) RL. 
44 SHY 为 复 欧 几 里 得 空间 , © ce T(x) 为 保 Hermite 的 映射 . 证明 下 面 两 条 声 
明 是 等 价 的 : 
1. 下 是 正 的 、 保 迹 的 保 么 映射 . 
2. 对 于 每 一 个 H € Herm(%), (H) < H 成 立 . 
习题 4.5” 令 为 复 欧 几 里 得 空间 ,，p e D(X) 为 密度 算 子 , p = (p1,… ,pm) 为 概率 问 
量 , 并 且 假 设 pi > po > … > pm. 证 明 存 在 单位 向 量 wi,… ,um E X RE 


p=) Prunny, (4.258) 
k=1 
当 且 仅 当 
Pi 十 -… 十 Dk <Ai(p) +--+ + Ax(p) (4.259) 


对 于 所 有 满足 1 <k < rank(p) 的 大 成立. 
这 个 问题 的 正确 解答 推广 了 定理 4.34, 因为 m 并 非 必须 与 x 的 维 数 一 致 


习题 4.6 $ + 为 复 欧 几 里 得 空间 , n = dim(X), 使 p € CX) 为 保 么 信道 . 依据 在 
1.1.3 节 内 讨论 过 的 约定 , 令 si1(Y) > …: > sn(Y) 表示 一 个 给 定 算 子 Y ELX) 的 奇异 值 且 
从 大 到 小 排列 , H k > rank(Y) 时 取 sk(Y) = 0. 证 明 对 于 每 一 个 算 子 X ELX), 对 于 每 
—# me {1,--- n} a 


JA + 8m(X) B 81(B(X)) + +++ + 8m(B(X)) (4.260) 


成 立 . 


45 ”参考 书目 注释 


在 茶 些 时 候 , 保 么 信道 在 数学 文献 中 是 指 双 随 机 映射 , 不 过 这 些 术 语 也 用 来 指正 的 (但 
并 不 必须 完全 为 正 )、 保 迹 的 保 么 映射 . 保 么 信道 集合 的 极点 由 Landau 和 Streater (1993) 所 
研究 . 定理 4.21、 例 4.3 和 定理 4.23 都 出 现在 了 这 篇 论文 中 . 关于 正 的 、 保 迹 的 保 么 映射 的 
相关 研究 结果 此 前 也 见于 Tregub (1986) 的 工作 ， 他 也 给 出 了 一 个 不 是 混合 西 信道 的 保 勾 
(Schur) 信道 的 不 同 例子 . 这 种 类 型 的 其 他 例子 也 出 现在 Kiimmerer 和 Maassen (1987) 的 工 
作 中 ， 

混合 本 信道 曾经 常 被 称 为 随机 西 信 道 , 如 Audenaert 和 Scheel (2008) 的 文章 中 所 示 . 环 
境 协 助 信道 修正 的 概念 由 Alber. Beth, Charnes. Delgado, Grass] 和 Mussinger (2001) 提出 . 
定理 4.8 根据 这 一 概念 描述 了 混合 酉 信道 的 特征 ,这 承接 了 Gregoratti 和 Werner (2003) 的 
工作 中 的 一 个 稍微 更 具有 普遍 性 的 结果 . 推论 4.11 是 根据 Buscemi (2006) 的 工作 得 到 的 , 他 
通过 利用 由 定理 4.8 所 表达 的 特征 证 明了 这 一 推论 . 

离散 Weyl 算 子 出 现在 Weyl 关于 量子 力学 群 论 理论 性 方面 的 工作 中 (例如 ， 可 以 参考 
Weyl (1950) 的 著作 中 章节 IV 的 第 14 和 15 节 )， 协 变性 的 概念 不 仅 可 以 用 在 离散 Weyl 
算 子 和 量子 信道 上 ， 还 可 以 用 在 其 他 酉 算 子 和 代数 对 象 的 组 合 上 ， 关 于 这 一 概念 ，Weyl 
(1950) 的 著作 中 有 一 些 讨论 ，Davies (1970) 则 针对 量子 仪器 对 其 做 了 更 明确 的 考虑 . Holevo 
(1993, 1996) 考虑 了 离散 Weyl 算 子 的 信道 协 变性 , 由 定理 4.14 所 表示 的 事实 可 以 从 这 一 工 
作 中 推导 出 来 . 

Schur (1911) 证 明了 半 正 定 锥 在 元 素 积 下 是 闭合 的 一 一 这 一 事实 现在 被 称 为 Schur 积 定 
理 . 算 子 的 元 素 积 称 为 Schur 积 ，Schur 映射 也 是 因为 这 个 理由 而 得 名 ， 术语 Hadamard 积 
有 时 也 被 用 来 指 元 素 积 , 相应 地 ,Schur 映射 有 时 也 称 为 Hadamard 映射 . Schur 映射 也 被 某 
些 作 者 称 为 对 角 映 射 , 因为 它们 对 应 于 有 着 对 角 Kraus 算 子 的 映射 (如 同 定理 4.19 中 叙述 
的 那样 ). 

定理 4.25 得 自 Kribs (2003), 其 证 明 利用 了 可 以 在 Lindblad (1999) 的 论文 中 找到 的 论 
证 . 量子 信道 、 保 么 信道 以 及 其 他 类 型 的 全 正 映 射 的 不 动 点 也 被 其 他 研究 人 员 研究 过 , 包括 
Bratteli, Jorgensen, Kishimoto 和 Werner (2000)， 以 及 Arias, Gheondea 和 Gutter (2002) 
等 . 定理 4.27 是 Pérez-Garcia、Wolf、Petz 和 Ruskai (2006) 的 文章 中 的 定理 的 一 个 特例 (该 
定理 对 男 一 类 更 具 普 遍 性 的 范 数 成 立 , 而 不 仅仅 是 谱 范 数 ). 
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实 向 量 优 超 的 概念 在 二 十 世纪 上 半 叶 由 Hardy, Littlewood, Pólya, Schur, Radó 和 Horn 
等 数学 家 建立 ， 关 于 优 超 的 历史 细节 可 以 在 Marshall、Olkin 和 Arnold (2011) 的 文章 中 找 
到 . 关于 Hermite 算 子 概念 的 拓展 得 自 Uhlmann (1971, 1972, 1973), 也 就 是 定理 4.32 (还 
可 查阅 Alberti 和 Uhlmann (1982) 的 著作 ). 定理 4.33 的 两 部 分 推导 分 别 由 Schur (1923) 和 
Horn (1954) WEH, 此 外 , 定理 4.34 得 自 Nielsen (2000). 


第 5 章 | 


The Theory of Quantum Information 


量 于 燃 与 信 源 编码 





量子 态 的 von Neumann 粹 是 该 态 缠 含 的 随机 性 或 不 确定 度 的 信息 学 度量 , 而 一 个 量子 
态 相 对 为 一 个 态 的 量子 相对 业 是 第 一 个 态 与 第 二 个 态 之 间 区 别 的 相对 度量 .本章 定 义 了 这 
些 函 数 , 确立 了 它们 的 一 些 基 本 性 质 , 并 且 解 释 了 它们 与 信 源 编码 任务 的 关联 . 


5.1 Se aa 


von Neumann #5 FA i eA BOW ae eS ee: Shannon W5 (经 典 ) 相 
HAR. 我 们 最 好 先 从 这 些 经 典 概 念 开 始 讨 论 ， 因 为 von Neumann W-E AAT RY 
学 性 质 是 自然 建立 在 它们 的 经 典 对 应 上 的 


5.1.1 AeA EM 


在 如 下 定义 中 ，Shannon WENER SE KL Ge I HAA SE 7 4 AY I) Bt. 
虽然 我 们 通常 只 在 概率 向 量 上 考虑 这 个 函数 , 但 是 将 它 的 定义 域 进行 扩展 会 更 为 方便 . 

定义 5.1 HE AFHR, uco oo)” 为 由 民 作 索引 的 非 负 实 数 构 成 的 向 量 . 我 们 定 
义 该 向 量 u 的 Shannon A 


H(u)=— $, u(a)log(u(a)) (5.1) 
u(a)>0 

(在 这 里 以 及 本 书后 面 的 章节 中 , log(Q) 代表 a KA 2 的 对 数 . a 的 自然 对 数 记 为 In(a)). 

概率 向 量 pe P(D) 的 Shannon $W H(p) 通常 被 表述 为 由 比特 (bit) 所 度量 的 概率 分 布 
p 的 随机 度 . H(p) 也 可 以 被 表述 为 在 知道 结果 前 , 我 们 对 由 p 描述 的 随机 过 程 的 不 确定 度 的 
比特 数 , 或 者 在 得 知 该 过 程 产生 了 ae 中 的 哪 一 个 结果 时 , 我 们 获得 的 信息 的 比特 数 . 

特别 地 , 对 于 最 简单 的 情况 , BY © = {0,1} 而 p(0) = p(1) = 1/2 时 , 我 们 有 H(p) = 1. 
正如 我 们 期 望 的 那样 ， 自 然 地 , 一 个 均匀 生成 的 随机 比特 (用 比特 度量 ) 蕴含 1 比特 的 不 确 
定 度 . 相反 , 对 于 确定 性 的 过 程 , 即 p 是 一 个 基本 单位 向 量 , 不 存在 随机 性 或 者 不 确定 度 . 因 
此 当 我 们 知道 结果 时 , 我 们 没有 得 到 任何 信息 . 对 于 这 种 情况 , RITAR H(p) AS. 

但 是 , 我 们 必须 要 注意 到 , 对 Shannon 灶 的 这 种 直观 的 描述 只 是 对 随机 性 、 不 确定 性 或 
者 信息 增益 的 期 望 的 度量 , 而 非 绝 对 或 确定 性 的 度量 . 如 下 例子 可 以 体现 这 一 点 . 

例 5.2 t& m XEK, 
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并 定义 概率 向 量 pe P(Z) 如 下 : 


jac a= 
p(a) = 1 aD (5.3) 


2 
w= 1 


我 们 可 以 算出 H(p) >m, 然而 在 由 p 描述 的 随机 选择 中 , 结果 0 出 现 的 概率 为 1 一 1/m. 
此 ,， 当 m 增 大 ; 我 们 将 会 越 来 越 “ 确 定 ” 结 果 为 0 然而 (BANEET) “不 确定 度 ” 会 
HAK. 口 

这 个 例子 并 不 是 一 个 悖 论 或 者 是 Shannon 和 不 能 被 看 作 不 确定 性 度量 的 一 个 佐证 . 如 
果 我 们 考虑 一 个 独立 地 大 量 选 出 中 的 元 素 的 实验 ,每 一 次 都 遵循 概率 向 量 pz， 则 直觉 上 
H(p) 的 值 确实 代表 了 每 一 次 随机 选择 的 不 确定 度 的 平均 值 或 期 望 

有 时 候 我 们 会 讨论 经 典 寄 存 器 X 的 Shannon W, ARREN FEWE H(X). KER 
们 为 了 方便 ， 对 由 p 描述 的 Xx 上 的 概率 态 对 应 的 H(p) 进行 的 缩写 .在 考虑 复合 寄存 器 的 
Shannon HAY, H(X, Y) 与 H(Xi,:… ,Xa) 将 被 用 来 描述 H((X,Y)) 与 H((Xi,… ,Xn)). RU 
地 ， 当 我 们 考虑 向 量 (ai,…… ,an) KWAR, Hla ,an) 将 被 用 来 替换 H (ai ,an)). 

相对 炉 函数 ， 有 时 也 称 为 Kullback-Leibler 散 度 , 与 Shannon HA @ABNKA. 出 于 
本 书 的 目标 , 我 们 介绍 这 个 概念 的 主要 目的 是 将 其 用 作 讨 论 Shannon 炉 的 一 种 分 析 工 具 . 

EX 5.3 HU AFAR, u,v € [0,co)2 为 由 吕 作 索引 的 非 负 实数 组 成 的 向 量 . u 关 
于 wv HARK D(ullv) 定义 如 下 . 如 果 久 的 支撑 集 包 含 于 vv 的 支撑 集 ( 即 , 对 所 有 AED, 如 
$ ula) >0 则 w(a) > 0), 则 D(wl|v) 定义 为 

D(ul|v) = F u(a) log (=) | (5.4) 


aed v(a) 
u(a)>0 


对 所 有 其 他 的 5 ov, 我们 定义 D(ullv) = o. 

类 似 于 Shannon WAR, BAVA AS EA H eT) A. 但 是 同样 地 , 我 们 将 它 的 定 
义 域 扩展 到 任意 非 负 实 向 量 上 会 更 为 方便 . 

对 于 给 定 的 一 对 概率 癌 量 p,q E€ P(E), CRH Dipl) 在 信息 论 的 视角 下 可 以 被 
看 作 p 与 q 之 间 差 异 的 度量 . 更 确切 地 说 , 它 并 不 满足 度 规 的 定义 : 它 不 是 对 称 的 , 对 于 某 
些 输入 对 它 等 于 无 穷 大 , 并 且 它 不 满足 三 角 不 等 式 . 当 扩 展 到 任意 u,v € [0,00)” 形式 的 向 
Ha, 它 甚至 可 以 是 复数 . BORA EER RIA, 但 它 依然 是 信息 论 中 非常 重要 的 
LA. 

Shannon HPJ LAYRAE PAS Uh A PR: 条 件 Shannon $ 以 及 互信 息 . 它们 都 与 两 个 经 
典 寄存 器 X 与 Y 的 关联 有 关 , 并 且 都 是 寄存 器 对 (X,Y) 的 联合 概率 态 的 函数 . 给 定 Y 后 , X 
的 条 件 Shannon #7 MA 





H(X|Y) = H(X, Y) — H(Y). (5.5) 


直觉 上 说 , 这 个 量 可 以 用 来 度量 当 我 们 知道 Y 的 经 典 态 的 信息 之 后 , 我 们 对 X 的 经 典 态 的 
不 确定 度 的 期 望 . X 与 Y 之 间 的 互信 息 定义 为 


I(X: Y) = H(X) + H(Y) — H(X, Y). (5.6) 
这 个 量 也 可 以 表示 成 
I(X:Y)= H(Y) — H(Y|X) = H(X) — H(X|Y). (5.7) 
对 这 个 量 的 一 个 典型 看 法 是 ,这 个 量 代 表 了 当 我 们 知道 Y 的 经 典 态 时 我 们 得 到 的 关于 X 的 
信息 的 期 望 , 或 者 (等 价 地 ) 当 我 们 知道 X 的 经 典 态 时 我 们 得 到 的 关于 Y 的 信息 的 期 望 
5.1.2 ete say tee 


Shannon HARAS FAT BOE AeA APE. 本 节 将 讨论 这 些 函 数 的 
一 些 基本 性 质 . 


5.1.2.1 Shannon %5 BRAR E wy 


为 了 得 到 Shannon Hi pki Bx FE OT He eR Be BEE AS OT Ei, ee SCC EE BR BOT DY AY 
标量 函数 会 很 有 用 . 这 些 标量 函数 由 自然 对 数 而 非 底 为 2 的 对 数 来 定义 , 因为 这 可 以 简化 后 
面 的 一 些 计 算 , 特别 是 当 我 们 需要 用 到 微分 的 时 候 . 

第 一 个 函数 7 : [0, co) 一 R 代表 Shannon MSH, Hee MOF: 

—aln(a) a>0 
na) = | (5.8) 
0 a= 0, 
PRX 7 在 定义 域 上 处 处 连续 , 并且 7 的 导数 对 所 有 正 实数 都 存在 . 特别 地 ， 
n (a) = —(1+ In(a)), (5.9) 
而 对 于 双关 1， 以 及 所 有 a > 0， 
—1)” (n — 1)! 


n+ (a) = | 


PRA 7 及 其 一 阶 导数 y 如 图 5.1 Bras. 由 于 7 的 二 阶 导数 对 所 有 a > 0 都 为 负 , 所 以 nm 是 
HRA: 对 应 所 有 a, b > 0 与 Ae [0,1]， 


a™ 


n(A@ + (1 — A)B) > Anla) + (1 — A)n(f) . (5.11) 
第 二 个 函数 : [0, 00)? 一 (—00, co] (UATE A tr eT DY, 其 定义 如 下 : 
0 a=0 
O(a, 8) = 4 œ a>0H B=0 (5.12) 
aln(a/B) a>0 有 8>0. 


从 定义 中 我 们 可 以 看 出 , 在 限制 在 a,b > 0 时, 当 a< 6 时 9(a,B) 的 值 为 负 , 当 aw = 9 时 
AF, 而 当 a> B 时 为 正 . 
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(1/e, 1/e) 









0.3 0.4 05 06 0.7 08 0.9 1.0N 1.1 1.2 


a) n(a)=—a In(a) 


5 0.6 07 08 0.9 10 1.1 1.2 


b) n' (a)=—(1+In(a)) 
5.1 Fan S57’ HAR 


我 们 需要 注意 到 ,函数 9 与 y 可 以 通过 如 下 等 式 关 联 起 来 : 
Q 
go 及 = -8n( 5); (5.13) 
该 等 式 对 所 有 a e [0,oo) 与 BE (0,00) 都 成 立 . 函数 9 在 所 有 8 > 0 的 点 (a,9) 上 都 连续 . 
但 是 在 所 有 (a,0) 上 都 不 连续 ,因为 这 样 的 点 的 每 一 个 领域 同时 包含 有 限 与 无 限 的 取 值 . 
下 面 这 个 关于 函数 9 的 引 理 非常 有 用 , 它 等 价 于 一 个 通常 称 为 对 数 - 和 不 等 式 的 事实 . 
引 理 5.4 i a0,01, bo, 61 € [0,co) 为 非 负 实数 . 下 式 成 立 : 
bao + a1, bo + Bi) < O(a0, Bo) + O(a1, 61). (5.14) 
证 明 WR bo 或 8 为 零 ， 则 这 个 不 等 式 显 然 成 立 ， 更 确切 地 说 ,， 如果 bo = 0 H. 
ag = 二 0, 该 不 等 式 等 价 于 
O(a, B1) < 6(a1, 81), (5.15) 
而 当 Bo0 =0 Hag >0 时, 式 (5.14) 的 右边 是 无 穷 大 . 根据 对 称 性 ，B1 = 0 时 有 相同 的 结果 . 
465 Bl BARN, 我 们 可 以 用 恒等式 (5.13) 与 n 的 四 性 来 证 明 不 等 式 : 
bao, Bo) + O(a1, 81) 


Bo Qo By Ql 
= ~(60 +A) zE +B oS) +a taal H)| 


Qo + Qı 
—( bo + 1) n( 2S ) 


= (œo + a1, Bo + bı), 





(5.16) 


也 即 是 我 们 声明 的 那样 . 
5.1.2.2 Shannon #5 wHHSALER 
Shannon WAA UH 六 函数 表示 如 下 : 对 于 任 选 的 字母 表 E URE u € [0, 00)”, 


may È nelo): (5.17) 
aed 


由 于 函数 7 在 定义 域内 都 是 连续 的 , 所 以 Shannon WRAAE ERER ET ESE. 如 
下 列 命 题 所 示 , 7 的 四 性 意味 着 Shannon FPR BAY EGE. 
命题 5.5 (Shannon MMI) HD AFAR, uv E [0,00)> AMS, 并 设 ce [0,1]. 
FAKE: 
H(Au + (1—A)v) > AH(u) + (1 — A) H(v). (5.18) 
证 明 BF n 的 四 性 , 我 们 有 


H(Au + (1 — A)v) = ai D n(Au(a) + (1 — A)v(a)) 
aed 


入 1 一 入 
> n 2 n(u(a)) + Tay 3 n(v(a)) (5.19) 


= \H(u) + (1 — A) H(z). 
口 
下 一 个 命题 给 出 了 关于 Shannon 炉 的 直 和 与 向 量 的 张 量 积 的 两 个 恒等式 . 这 两 个 恒 等 
式 都 可 以 由 直接 计算 得 到 . 
命题 5.6 Juco)? 与 vE [0,o00) 为 向 量 ， 这 里 也 与 工 为 字母 表 . 如 下 式 子 : 


H(u v) = H(u) + H(v) (5.20) 


H(u Q v) = H(u) 》 vf b) + H(v ) 》 u(a) (5.21) 
bET aed 
我 们 可 以 看 到 , 对 任 选 的 概率 向 量 pe P(Z) 与 qe P(T)， 由 恒等式 (5.21) 可 以 得 出 
H(p ® q) = H(p) + H(q). (5.22) 
作为 这 个 恒等式 的 一 个 特例 , 我 们 可 以 发 现 对 于 所 有 标量 a > 0 与 概率 癌 量 pe P(E), 
H(ap) = a H(p) — alog(a). (5.23) 
AES Hea eR H 0 函数 表示 如 下 : 对 任 选 的 字母 表 E AIA) Bt u,v € [0, 00)” 


D(ullv) = Ee X Olula (5.24) 


ach 
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FA He BRANT EE RRR v 的 元 素 只 取 正 数 的 定义 域 上 是 连续 的 , 但 是 对 于 v 有 一 个 或 
者 多 个 零 元 的 任意 点 (u,v) 都 是 不 连续 的 . 
下 一 个 命题 代表 了 引 理 5.4 的 一 个 应 用 . 它 指出 了 任何 两 个 概率 问 量 间 的 相对 箭 都 是 非 
负 的 . 
命题 5.7 HE AFHR, uve [0,00)” 为 向 量 , 假设 
X ula) > X` v(a). (5.25) 
aed aed 
则 我 们 有 D(ul|v) > 0. 特别 地 ， 对 所 有 的 概率 向 量 p,q € P(E), D(pllq) > 0. 
证 明 ”根据 引 理 5.4, 下 式 成 立 : 


1 1 7 
D(ul|v) = n 2, 6(u(a),v(a)) > na 9 (= u(a), X ve) , (5.26) 


aed 
从 这 个 事实 我 们 可 以 看 到 , 对 所 有 满足 a > 6 的 非 负 实数 a,b € (0,00), O(a, 8) > 0. 口 
注 : 本 章 后 面 会 提 到 的 定理 5.15 Aw TARA D(pllq) behhd p5q 之 间 的 1- 范 
数 距 离 |p 一 qjli Aww FF. 
命题 5.7 可 以 用 来 证 明 Shannon WHE PR. 这 可 以 在 如 下 命题 的 证 明 中 看 到 . 
命题 5.8 HE AFHR, uco)? 为 非 零 向 量 ， 而 且 
a= ` u(a). (5.27) 
aed 
则 下 式 成 立 : 
0 < H(u)+alog(a) < alog(|>|). (5.28) 
特别 地 ， 对 所 有 概率 向 量 p © P(N) RMA 0 < H(p) < log(|5)). 
证 明 ”首先 , 设 pe P(N) 是 一 个 概率 向 量 . Shannon W H(p) 可 以 写作 
= $ pl pla a) log( =); (5.29) 


aed 
p(a)>0 
由 于 对 所 有 ac, p(a) <1, 所 以 这 是 一 个 非 负 实数 的 凸 组合 . 因此 有 H(p) > 0 
接 下 来 , 定义 g E PŒ) 为 对 所 有 acd MA qla) = 1/|5| 的 概率 向 量 . 我 们 可 以 直接 
Mae SOP TEE ATH D(p||g): 


D(p||q) = — H(p) + log(|)). (5.30) 


HF p 5 q 都 是 概率 向 量 , 所 以 由 命题 5.7 A) DAE AEA Dilla) 是 非 负 的 , 因此 H(p) < 
log(|2|). 

现在 ， 像 命题 中 提 及 的 一 样 , 考虑 uc [0,co)2 以 及 a. 设 pe PE) 为 满足 ap=u 的 
概率 向 量 . 根据 式 (5.23), 我 们 有 


H(u) = H(ap) = a H(p) — alog(a). (5.31) 


给 定 0 和 H(p) < log(|D|), 我 们 可 以 得 到 
—alog(a) < H(u) < alog(|E|) — alog(a), (5.32) 


也 即 完 成 了 证 明 . 口 
注 : 命题 5.8 假设 以 是非 零 向 量 , 也 即 意 味 着 a > 0. 当 我 们 设 0log(0) = 0 时, 这 个 命 
题 给 出 的 不 等 式 对 二 0 是 平凡 的 . 
命题 5.7 也 可 以 用 来 证 明 Shannon 和 燃 是 次 可 加 的 . 这 将 在 下 一 个 命题 中 揭示 . 直观 来 
说 , 这 个 性 质 表明 一 个 复合 寄存 器 的 不 确定 度 不 可 能 多 于 每 一 个 寄存 器 不 确定 度 的 总 和 . 
命题 5.9 (Shannon HMMA INH) 设 X 与 Y 为 经 典 寄存 器 对 于 这 些 寄存 器 的 任意 
概率 态 ， 我 们 有 
H(X, Y) < H(X) + H(Y). (5.33) 
证 明 i pe P(E xT) 为 寄存 器 对 (X,Y) 的 一 个 任意 的 概率 态 . 这 里 了 与 为 X 与 
Y 对 应 的 经 典 态 集合 . ATT EMS AEA, 我 们 通过 计算 可 以 得 到 等 式 


D(p||p[X] $ p[Y]) = H(X) + H(Y) — H(X, Y). (5.34) 
根据 命题 5.7, BF ARREA TFAAR ESE TH, 所 以 这 即 得 到 了 我 们 
想 要 的 不 等 式 . 口 


我 们 可 以 看 到 命题 5.9 等 价 于 如 下 命题 : 两 个 寄存 器 间 的 互信 息 (X: Y) 必然 是 非 负 的 ， 
或 者 说 寄存 器 Y 在 给 定 男 一 寄存 器 X 时 的 条 件 Shannon W H(Y|X) 不 大 于 寄存 器 Y AG 
的 ( 非 条 件 ) Shannon $ H(Y), 即 H(Y|X) < H(Y). 

下 一 个 命题 说 明了 一 个 相关 的 事实 : 一 对 经 典 寄存 器 (X,Y) 的 Shannon HAR) Fix 
两 个 寄存 器 各 自 的 Shannon W. 等 价 地 , 条 件 Shannon HUXIY) 对 于 所 有 寄存 器 对 (X,Y) 
都 是 非 负 的 . 

命题 5.10 设 X 与 Y 为 经 典 寄 存 器 . 对 于 这 两 个 寄存 器 的 任意 概率 态 ， 下 式 成 立 : 


H(X) < H(X, Y). (5.35) 


证 明 WU HT AXSY 对 应 的 经 典 态 集 合 , p Ee P(xT) W (X,Y) 的 任意 概率 态 . 
因为 对 数 函 数 是 一 个 递增 函数 , 所 以 对 每 一 对 (a,b) E ExT, 


log(p(a,b)) < oe (> ro (5.36) 
cer 
因此 , 正如 我 们 需要 的 ， 

=— 5 ¥ pla, b) log(p(a, b)) 

acd bel 
(5.37) 

> -5 (Eu a, b) ) oe (Prt 中 - H(X). 
aX \bEr cer 
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注 : 需要 注意 的 是 命题 5.10 对 量子 态 的 von Neumann Ij FH RARE ( 见 定理 5.25). 
下 一 个 定理 代表 了 引 理 5.4 的 一 个 直接 的 应 用 . 我 们 并 不 知道 这 个 定理 的 量子 对 应 (将 
在 5.2.3 节 中 讨论 并 证 明 ) 是 否 有 这 样 的 直接 证 明 . 
定理 5.11 KRU AFHAM uo, u, vo, v E [0,00)> 为 由 以 如 作 索 引 的 非 负 实数 组 成 
的 向 量 . 我 们 有 
D(up + uillvo + v1) < D(uo|| vo) + D(ui || v1). (5.38) 
证 明 ”根据 引 理 5.4， 下 式 成 立 : 


+ u1 || vo + vı) 


= ng): 2, O(uola) + ui(a), vola) + vı(a)) 


i (5.39) 
~ nO) < 2, (@(uo(a), vo(a)) T 0(uı(a), vı(a))) 
= D(uo||vo) + D(u1 ||v1), 
也 即 是 我 们 声明 的 定理 . 口 
对 应 所 有 问 量 u,v E [0,co)2 以 及 标量 a,b E i 00), FARM: 
D(au||Bv) = aD(ul|v) + ngo’ ) 2 u(a). (5.40) 


这 里 在 a =0 H D(ullv) = oo 或 者 O(a, 8) = œ Hu=0 时 , 我 们 取 0. co = 0. 我 们 可 以 通 
过 直接 计算 来 验证 这 一 点 ,由 于 对 所 有 a € [0, co) 都 有 O(a,a) = 0, 所 以 我 们 可 以 得 到 恒 等 
式 


D(au||av) = a D(ullv). (5.41) 
这 里 我 们 再 一 次 取 0-00 = 0. 另外 , 我 们 可 以 通过 观察 对 所 有 非 负 实 数 a, 3, € (0,00); 
O(aB, ay) = a6(8, 7) (5.42) 


得 知 这 个 恒等式 成 立 . 通过 这 个 恒等式 , 我 们 可 以 得 到 定理 5.11 的 如 下 推论 . 

推论 5.12 (相对 炉 的 联合 凸 性 ) AE AFAR, uou, vov E [0,0)” HA ER 
引 的 非 负 实数 组 成 的 向 量 , 而 且 入 E [0,1]. FARR: 

D(Muo + (1 — A)u1 || Avo + (1 — Aw) 
< AD(uo||vo) + (1 — A) D(u1 || v1). 

通过 类 似 的 证 明 , BETAS DEH — TS a FF BT SY BE BT] NT 
两 个 向 量 进行 随机 运算 而 增 大 . 

定理 5.13 HE 5T AFHR, u,v € [0,00)” 为 向 量 , 且 A EL(R”, 民 ) AMMH 
F. FART: 


(5.43) 


D(Aul| Av) < D(ullv). (5.44) 


证 明 根据 引 理 5.4 以 及 恒等式 (5.42)， 下 式 成 立 : 


D(Au|| Av) = int) wy (a (a, b)u(b), >》 Ala, b)v( 中 





bed bed 
1 
A(a, b) O(u(b), v(b 
“HEE St (5.45) 
1 
~ In(2) 5 2 (ult 


5.1.2.3 Shannon 燃 与 相对 焕 的 量化 界 


现在 来 证 明 两 个 界 : 一 个 是 关于 Shannon WH, 另 一 个 是 关于 相对 粹 的 . 第 一 个 界 是 如 
下 命题 的 量化 形式 : Shannon 焙 函 数 在 概率 向 量 集合 上 是 连续 的 . 

定理 5.14 (Audenaert) it po,pl E P(X) 为 概率 向 量 ， 这 里 E 是 满足 | 了 | > 2 的 字母 
Pe AT X= 5 || po —pilli, FARE: 


|H(po) — H(pi)| < Alog(|X| — 1) + H(A, 1 — A). (5.46) 


WERA SS po = pi 时 ,这 个 定理 的 成 立 是 平凡 的 ， 因 此 我 们 假设 不 满足 这 个 条 件 . 设 
Do, 1 C 为 如 下 定义 的 不 相交 集 


Py = {a EY : pola) > pi(a)}, 


Dı = {a € E : pola) < pi(a)}, a 
并 且 设 向 量 uo, u € [0,1]2 对 所 有 ae 2 都 满足 
uo(a) -| oka) Puls) ay (5.48) 
ty (a) = | 1(0) — pola) (5.49) 
对 所 有 ae 了 都 有 po — pi = to 一 wi 与 uo(a)ui(a) =0. 并 且 
>》 auo(a) = 入 = 》 u(a). (5.50) 


aed aed 


定义 we [0,1]? 对 所 有 ae E 都 满足 以 下 条 件 : 


w(a) = min{po(a), pi(a)}, (5.51) 


PSF FFMACRRBS 211 


我 们 可 以 发 现 Po = uo + W, Pi = Ui 二 + 并 且 








>》 w(a) =1-d. (5.52) 
QE 
接 下 来 我 们 需要 观察 到 恒等式 
(a + p) log(a + 8) — a log(a) — 8 log(@) 
7 B (5.53) 
~ (a+p)H(—*, 4) 


对 所 有 的 非 负 实数 a 与 6 都 成 立 (假设 其 中 至 少 有 一 个 是 正 数 , 并 且 , 像 我 们 希望 的 那样 ， 
WR a 或 6 为 0, 则 将 Olog(0) 当 作 0). 由 这 个 恒等式 , 我 们 可 以 得 到 如 下 两 个 表达 式 : 


uo (a 














) w(a) 
H(uo) + H(w ne QH wat). (5.54) 
H(ui) + H(w =X pila ) HL。 oe) (5.55) 


aed, 


在 这 两 种 情况 中 ,对 集合 D 与 1 求 和 的 限制 使 得 加 数 不 得 为 0. 这 两 个 和 都 只 包含 了 非 
负 加 数 ， 因 此 


H(po) < H(uo) +H(w) H. H(pi) < H(u1) + H(w). (5.56) 
设 
Qo = > pola) H œ= >» p1(a), (5.57) 
a€Xo aed) 
BANA 
> wia)=ao9—-A 与 bD w(a) =a, 一 入 (5.58) 
aezo GED, 


也 即 意味 着 ao, al € [A, 1]. 根据 Shannon WARE (命题 5.5)， 可 以 得 到 如 下 两 个 不 等 式 : 


(tio) + E(w) — Hipo) < a (à, = =) | (5.59) 
Hoa) + tw) — File) < oy (à, J= +). (5.60) 
由 于 函数 
A 入 
fila) =e H( 2， ] 一 *) (5.61) 


(5.62) 
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因此 根据 三 角 不 等 式 以 及 式 (5.62), 我 们 可 以 总 结 出 


| 了 (po) — H(p1)| — |H(uo) — H(u1)| 
< |(H(po) — H(uo) — H(w)) — (H(p1) — H(u1) — H(w))| (5.63) 
< H(A,1—2). 


为 补 全 证 明 过 程 , 我 们 只 需 证 明 如 下 式 子 : 
|H(uo) — H(u1)| < Alog(|E| — 1) . (5.64) 


对 于 任意 字母 表 工 以 及 满足 
S > v(b) =A (5.65) 
ber 
的 向 量 v € [0,00)", 正如 命题 5.8 所 示 ， 
一 入 log( 和 A) < H(v) < Alog(|I']) — Alog(A). (5.66) 
由 于 wo 与 ui HY 的 不 相交 和 集 所 文 撑 , 并 且 元 素 的 和 都 为 和 ， 所 以 对 于 SATE, 


|H(uo) — H(u1)| < Alog(|)). (5.67) 


“47 的 元 素 比 2 少 一 个 时 , 最 大 值 达到 上 界 . 这 即 得 到 了 我 们 需要 的 不 等 式 (5.64), 并 完成 
了 证 明 . 口 
第 二 个 界 是 关于 相对 燃 函 数 的 . 它 是 命题 5.7 的 量化 形式 , 给 出 了 概率 问 量 po 与 pi 的 
FART HG D(pollp1) 由 1- 范 数 距 离 ||po 一 pilli MER FF. 
定理 5.15 (Pinsker 不 等 式 ) H popi E P(X) 为 概率 向 量 ， 这 里 也 为 字母 表 . FAM 


1 2 
D(po||p1) > OLK — pı ||- (5.68) 


定理 5.15 的 证 明 将 会 用 到 如 下 引 理 . 这 个 引 理 等 价 于 该 定理 在 E= 2 时 的 特殊 情况 . 
引 理 5.16 对 于 所 有 的 实数 a,D e [0,1], FARE: 


O(a, 8B) + O(1 —a,1— 6) > 2(a— B)?. (5.69) 


WERA 当 6 € {0,1} 时 ， 该 引 理 的 声明 中 的 不 等 式 是 直接 可 得 的 . 4a e {0,1} A 
Be (0,1) 时 , 引 理 中 的 不 等 式 等 价 于 


—In(A) > 2(1 — 6)’. (5.70) 
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这 可 以 用 基本 微 积分 验证 . 接 下 来 需要 考虑 的 是 a,B8 € (0,1) 的 情况 . 在 这 个 假设 下 , 我们 
可 以 验证 , 对 于 被 定义 为 对 所 有 ye (0,1) 都 有 fy) =n) +n- y) Wf: (1) 一 RR 有 


O(a, 3) +01 —a,1—£) 
=(P) + (1 — B)) — a) + (1 — @)) 





(5.71) 
+ (a — B)(n’(8) —7/(1 — B)) 
= f (8) — f(a) + (a — 8) f (8). 
根据 Taylor 定理 , 对 于 某 些 a 与 8 的 凸 组 合 7y， 下 式 成 立 : 
fla) = f(8) + (a— B) F'O) + Zla — BPI"). (5.72) 
因此 对 于 茶 些 y € (0,1), SA (5.72) 成 立 . 通过 计算 f 的 二 阶 导数 ,可 以 得 到 
T ee et 
Py) = ( +7 = | (5.73) 
因此 有 对 所 有 ye (0,1), f’(y) < —4. 由 此 可 推出 不 等 式 (5.69), 也 即 完成 了 证 明 . 口 
定理 5.15 的 证 明 ”定义 不 相交 和 集 D,D, CEY 
So 一 {a Eb: po(a) > pi(a)} 5 (5.74) 
© = {a E È : pola) < pi(a)}, (5:75) 
T= {a€ È : po(a) = pı (a)}, (5.76) 
并 定义 随机 算 子 Ac L(R?, R) 为 
A= Ža Eo.a + 和 Fiet 5 L oa Eia (5.77) 
设 
a=(Apo)(0) H 6=(Ap:)(0), (5.78) 
则 我 们 可 以 注意 到 , 由 于 po 与 p 为 概率 向 量 , 并 且 A 是 随机 的 , 所 以 
(Apo)(1)=1-a H (Api)(1)=1-8. (5.79) 
FARZ: 
a—B= >》 (pola) -pı(a)) = > (pi(a) — po(a)) = -||po — pı |li. (5.80) 
a€Xo aed, 
根据 定理 5.13 以 及 引 理 5.16, 我 们 可 以 得 到 
D(pollp:) > D(Apol Aps) = Eig; (O(a, 8) +00 — a, 1 ~ 8) 
(5.81) 


2 2 dl 7 2 
magt = OL Pally 


也 即 我 们 需要 的 结果 . 口 
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5.2 Bia 


von Neumann KM- Bf AAT RA DASE Shannon 燃 函 数 与 相对 燃 函 数 从 非 负 
向 量 到 半 正 定 算 子 的 推广 . 本 章 将 对 其 进行 定义 ,并 介绍 这 些 函 数 的 基本 性 质 , 包括 量子 相 
XT AERA HE von Neumann JAY GRU AY ESE Be EA. 


5.2.1 STRAW EM 


von Neumann 燃 函 数 表 示 Shannon 燃 函 数 从 非 负 癌 量 到 半 正 定 算 子 的 自然 推广 ; 如 下 
定义 显示 ,von Neumann 燃 定 义 为 给 定 半 正 定 算 子 的 本 征 值 所 对 应 的 向 量 的 Shannon W. 
定义 5.17 设 PePos() 为 半 正 定 算 子 , REX 为 复 欧 几 里 得 空间 . P HELA 


H(P) = H(A(P)), (5.82) 


这 里 和 (P) XP 的 本 征 值 向 量 . 
von Neumann ÑA URRA 


H(P) = — Tr (P log(P)). (5.83) 


正式 地 说 , 这 个 表达 式 假 设 算 子 Plog(P) 定义 在 所 有 半 正 定 算 子 Pe Pos(¥’) 上 , 然而 事实 
上 log(P) 只 定义 在 所 有 的 正定 算 子 P 上 . 一 个 自然 的 解释 是 ， Plog(P) 代表 标量 函数 


Qlog(a) a>0 
art ze) (5.84) 
0 a= 


用 通常 的 方法 拓展 到 半 正 定 算 子 函 数 后 得 到 的 算 子 ( 见 1.1.3 4). 

类 似 于 我 们 通常 只 考虑 概率 向 量 的 Shannon W, 对 于 von Neumann WAA, 我 们 最 常 
考虑 的 输入 还 是 密度 算 子 . 另外 ， 类 似 于 Shannon W. iB Aas X 的 von Neumann fj 
H(X) 会 比较 实用 ， 而 对 于 X 的 当前 态 p eD), 这 个 量 就 是 H(p). 类 似 地 , 符号 HX Y) 
表示 的 是 H((X,Y)), 对 于 其 他 的 复合 寄存 器 也 是 如 此 . 

对 von Neumann KHA mkA REHEAT OR. EE PAY MT) E BF 
正定 算 子 的 拓展 . 

定义 5.18 KP,QEPos(VY) 为 半 正 定 算 子 ， 这 里 X 是 复 欧 几 里 得 空间 . P 相对 于 Q 
的 量子 相对 粒 定 义 为 


mre -Tr(Plog(Q) im(P) C im(Q) a 


co 其 他 . 
这 个 定义 需要 一 个 简短 的 解释 . 因为 如 之 前 那样 , 这 个 对 数 并 不 是 定义 在 半 正 定 算 子 上 


的 . 但 是 ,对 于 满足 im(P) C im(@) 的 半 正 定 算 子 P 5 Q, 算 子 Plog(Q) 存在 一 个 目 然 的 
解释 . 这 个 算 子 在 子 空间 im(Q) 上 的 行为 是 恨 定义 的 , 因为 Q 在 被 限制 在 这 个 子 空间 上 时 
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是 正定 算 子 , 而 它 在 作用 在 子 空间 ker(Q) 上 时 是 零 算 子 . 这 个 解释 等 价 于 将 0log(0) 认同 为 
0, 因为 由 im(P) C im(Q) 可 以 得 到 P 在 作用 在 ker(Q) 上 时 是 零 算 子 ， 正如 我 们 前 面 讨论 
Wh. Plog(P) 定义 在 所 有 半 正 定 算 子 P E. 

将 D(P||Q) 在 im(P) C im(Q) 的 前 提 下 的 具体 表达 式 写 下 来 可 以 提供 一 些 方便 . 设 
n = dim(X) 并 假设 


P= (P); 与 Q=) AQ) ye (5.86) 
j=l k=1 


APA Q 的 谱 分 解 . Wr = rank(P) H s= rank(@)， 另 外 可 以 观察 到 式 (5.86) P P5 Q 
的 表达 式 可 以 被 对 应 地 缩减 到 > s 项 . 则 我 们 可 以 得 到 
D(P||Q) = yy Tj, Yk)| Aj (P) (log(Aj(P)) — log(Ax(Q))). (5.87) 


j=l k=l 
在 求 和 中 去 掉 索 引 J E{r+l, ,n} Mk e {s 十 1,… ,nn} 与 我 们 前 面 做 的 0log(0) = 0 的 指 
定 一 致 . 特别 地 , WR k WE Al) = 0, 则 根据 假设 im(P) C im(Q), 对 所 有 j € {1,---,n} 
eiur A P= 0 (5.88) 
都 成 立 . 对 于 谱 分 解 为 式 (5.86) WPS Q., ETHAIR D(PI|Q@) 有 另 一 种 表达 式 . 这 个 对 
HA P 5 Q 都 存在 的 表达 式 为 


P\|Q) = Te (E5, y) l?A (P), (25, y)PA (Q) ). (5.89) 


4-44 von Neumann W5 EF A4 KERRAT EF Shannon 5 ARMA EM 
的 . 更 准确 地 说 , 对 于 处 于 给 定 态 上 的 两 个 寄存 器 X Y, 我 们 定义 给 定 Y 后 X 的 条 件 von 
Neumann +44 


H(X|Y) = H(X, Y) — H(Y), (5.90) 
另外 我 们 定义 X SY 的 量子 互信 息 为 
I(X: Y) = H(X) + H(Y) — H(X, Y). (5.91) 


5.2.2 sSTfRaeAHWAAHR 


本 区 将 讨论 von Neumann W-E TAARA eR AISA HE Ii. 特别 地 , 证 明 这 些 性 质 并 
不 需要 用 到 量子 相对 舌 的 联合 凸 性 . 我 们 将 在 下 一 节 证 明 联合 凸 性 及 其 等 价 的 表述 . 


5.2.2.1 von Neumann AJETE 


由 于 von Neumann 篇 函数 是 连续 函数 的 复合 ， 所 以 其 也 是 连续 的 : Shannon i eh BE 
其 定义 域 中 的 每 一 个 点 上 都 是 连续 的 , 对 于 n= dim(*)， 


入 : Herm(X) > R” (5.92) 
也 都 是 连续 的 . 
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5.2.2.2 KESTER SBSt 
为 了 方便 ， 我 们 给 出 如 下 三 个 命题 . 它们 可 以 由 von Neumann #j-5 Bef FAT R RA 
定义 直接 验证 . 
命题 5.19 RX 5 YV AWM dim(X) < dim(V) 的 复 欧 几 里 得 空间 ，P,Q € Pos(¥) 为 
半 正 定 算 子 , VEUA,Y) FERT. FARA: 
H(VPV*)=H(P) BH D(VPV*||VQV*) =D(P|/Q). (5.93) 


命题 5.20 RY SHV ARZKILEREM, L PE Pos(X) 5 QE Pos(J) 为 半 正 定 算 
子 . FARE: 


EL 
H(P ® Q) = Tr(Q) H(P) + Tr(P) H(Q). (5.95) 


特别 地 ， 对 任 选 的 密度 算 子 pc D(X) 5 o eD): 
H(p 8 o) = H(p) + H(o). (5.96) 


命题 5.21 设 Po, Qo € Pos(X) 与 Pi, Qı € Pos(V) 为 复 欧 几 里 得 空间 对 5 Y 上 的 半 
正定 算 子 ,并 假设 P 与 PRRAR. FARE: 


D(Po 8 Pi ||Qo 8 Q1) = Tr(Pi) D(Po||Qo) + Tr(Po) D(Pi ||Q1). (5.97) 


作为 命题 5.20 与 命题 5.21 的 结果 , 我 们 可 以 看 到 如 下 两 个 恒等式 对 任 选 的 复 欧 几 里 得 
空间 VY. FIERA ST P,Q € Pos(X), 以 及 标量 a, B € (0,00) 都 成 立 : 


H(aP) = aH(P) — alog(a) Tr(P), (5.98) 
D(aP|| BQ) = aD(P||Q) + alog(a/Z) Tr(P). (5.99) 


5.2.2.3 Klein 不 等 式 


命题 5.7 在 量子 设 定 下 有 一 个 类 似 的 表述 , 它 称 为 Klein 不 等 式 . 由 此 可 推出 对 于 密度 
算 子 输入 ,量子 相对 炉 函 数 是 非 负 的 . 

命题 5.22 (Klein PEA) 设 闭 为 复 欧 几 里 得 空间 , P,Q EPos( 全 ) 为 半 正 定 算 子 , 并 
假设 T(P) > Tr(Q). AMA D(P|Q) > 0. 特别 地 ， 对 所 有 的 密度 算 子 pio € D(X) 都 有 
D(pllo) > 0. 

证 了 明 sa HK n = dim(&) H 


P=) yP 和 Q= Y Alyn (5.100) 
jl 


k=1 
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X P 4S Q 的 谱 分 解 . 根据 引 理 5.4, FARKL: 
1 





PIQ)= Ta j (I 3, yx)[?A(P), Mas, ye) AK(Q)) 
i 
> n (Ek Ti Yk” MCP), Dire (Q) ) (5.101) 
1 
= in(ay (CTE), THQ), 
其 中 这 个 求 和 是 对 所 有 j,k € {1,--- n} 而 言 的 . 根据 假设 Tr(P) > TQ), 我 们 可 以 得 到 
9(Tr(P),Tr(Q)) > 0, 也 即 完成 了 证 明 . 口 


5.2.2.4 von Neumann W UTES: A hnt 


类 似 于 Shannon $j, von Neumann WEEET. 这 将 由 如 下 两 个 定理 给 出 . 
定理 5.23 (von Neumann JANICE) 设 守 为 复 欧 几 里 得 空间 ,P,Q € Pos(X) 为 半 正 


H(AP + (1 — A)Q) > AH(P) + (1 -NHQ). (5.102) 


证 明 通过 直接 的 计算 可 以 得 到 


TEN 
0 P+Q 
o(( 3) if ea] -aa -ma 


由 于 算 子 
P 0 EU y 
f ,| 与 | a (5.104) 
有 着 相同 的 迹 , 所 以 根据 Klein 不 等 式 (命题 5.22), 式 (5.103) 所 代表 的 量 非 负 . 因此 下 式 成 


M: 











P+Q 1 
H( t ) > > 5 H(P) + 5 H(Q), (5.105) 
也 即 意味 着 在 定义 域 Pos(4’) 上 von Neumann jE SIA. 由 于 von Neumann H RAE 
整个 Pos(&) 上 是 连续 的 , PRO Zeke Mi EEEN, tH BN SER T UEH. O 


定理 5.24 (von Neumann WERA INE) RX HY 为 寄存 器 . 对 于 寄存 器 (X,Y) 上 
所 有 的 态 ， 下 式 成 立 : 
H(X, Y) < H(X) + H(Y). (5.106) 


证 明 ”该 命题 中 表述 的 不 等 式 可 以 等 价 地 写作 


H(p) < H(p[X]) + H(p[Y)), (5.107) 
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这 里 pe D(X @ 站) 表示 寄存 器 对 (X,Y) 上 任意 的 态 . 利用 公式 


log(P ® Q) = log(P) 8 1 +1 @ log(Q) (5.108) 
以 及 
im(p) C im(p[X] @p[Y])， (5.109) 
我 们 可 以 发 现 
D(ollpXg@p[Y) = — H(p) + H(e[X]) + H(e[Y)). (5.110) 


根据 Klein 不 等 式 (命题 5.22), 式 (5.110) 是 非 负 的 , 因而 我 们 可 以 得 到 不 等 式 (5.107). O 
5.2.2.5 von Neumann 5204 

设 X 与 Y 为 寄存 器 ， 并 假设 复合 寄存 器 (X,Y) 处 于 纯 态 wu*, 这 里 we XY ave 
一 个 单位 向 量 . 通过 Schmidt 分 解 ， 我 们 可 以 用 一 个 字母 表 D, MKE p € P(X) 以 及 
{zo : a EEFC R B {ya :ED}Cy 将 其 写作 


u = 2, VPA) ta @ yo - (5.111) 
下 面 两 式 成 立 : 
(uu*)[X] = Ž, p(a)tax* , (uu*)[Y] = 2, p(a)yay . (5.112) 
ma ae ae 
H(X) = H(p) = H(Y). (5.113) 


根据 这 个 简单 的 事实 以 及 态 纯化 的 概念 , 我 们 可 以 得 到 一 个 用 于 分 析 一 组 寄存 器 的 von Neu- 
mann $f. 下 面 这 个 定理 的 证 明 就 给 出 了 它 的 一 个 例子 . 
定理 5.25 设 X 与 Y 为 寄存 器 . 对 寄存 器 (X,Y) 上 所 有 的 态 ， 下 式 成 立 : 
H(X) < H(Y) + H(X, Y). (5.114) 


WA CK pe D(X @)) 为 寄存 器 对 (XY) LWA, 然后 考虑 对 应 维度 至 少 为 rank(p) 
的 复 欧 几 里 得 空间 Z 的 寄存 器 Z. 根据 定理 2.10, 必然 存在 一 个 单位 向 量 weX@yY®@2Z 使 
得 
p = Trz(uu"). (5.115) 
现在 考虑 复合 寄存 器 (X,Y,Z) 处 于 纯 态 wu* 的 情况 , 这 和 式 (5.115) 中 (X,Y) 处 于 p 这 
个 态 的 要 求 是 一 致 的 . 根据 前 面 提 到 的 论证 , 我 们 可 以 看 到 


H(X) =H(Y,Z) H H(X,Y) = H(Z). (5.116) 
根据 von Neumann WERPEN (定理 5.24), BANA 
H(Y,Z) < H(Y) + H(Z), (5.117) 


因而 式 (5.114) 成 立 . 对 于 所 有 的 态 p, 我 们 需要 的 不 等 式 都 成 立 , 也 即 完成 了 证 明 . 口 
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5.2.2.6 Fannes-Audenaert 不 等 式 


下 面 这 个 定理 给 出 了 两 个 密度 算 子 的 von Neumann 篇 函数 值 之 差 的 一 个 上 界 . 这 可 以 
看 作 “ 在 输入 限制 在 密度 算 子 的 情况 下 ，von Neumann 炉 是 连续 的 ”这 个 命题 的 量化 形式 . 
这 本 质 上 是 定理 5.14 的 量子 推广 . 其 证 明 也 基于 该 定理 . 

定理 5.26 (Fannes-Audenaert 不 等 式 ) 设 po,p1 E D(X) 为 密度 算 子 ， 这 里 X 为 维度 
n 之 2 的 复 欧 几 里 得 空间 ， 且 

5 = zll -arll (5.118) 
下 式 成 立 : 
|H(~0) — H(p1)| < 6 log(n — 1) + H(6, 1 — ô). (5.119) 

下 面 这 个 引 理 将 两 个 Hermite 算 子 间 的 迹 距离 与 由 其 本 征 值 组 成 的 向 量 的 1- 范 数 距 离 
关联 了 起 来 . 这 被 用 于 将 定理 5.26 约 化 为 定理 5.14. 

引 理 5.27 34 X,Y c Herm(&) A Hermite 算 子 , 28 X An 维 复 欧 几 里 得 空间 . 下 
式 成 立 : g 

PAX) -WI SIX -Yli < DAX) = Aner lY l. (5.120) 
k=1 k=1 

证 明 ”首先 考虑 X — Y 的 Jordan-Hahn 分 解 . 具体 地 , 设 P,Q € Pos(¥) 为 正 交 半 正 
定 算 子 , 并 且 其 满足 

六 一 二 (5.121) 


另外 设 Z=P+Y, BZ=Q4+xX. AF ZX, 所 以 根据 Courant-Fischer 定理 (定理 1.2), 
对 所 有 的 ke {1,-… ,n} 都 有 入 (2Z) 2 A(X). 因此 


Ne(X) — Ak(Y¥) S (Ak(X) 一 AR(Y)) +2(M(2) — Mr(X)) 


(5.122) 
= 2An(Z) — (Ak (X) + Ax (Y)). 
通过 类 似 的 方法 , 有 
Ak(Y) — Ak(X) < 2Ak(Z) — (Mk(X) + An(¥)), (5.123) 
因而 我 们 有 
A(X) — An(Y)| < 2An(Z) — (An (X) + An (Y)). (5.124) 
因此 我 们 可 以 得 到 


3 


N A(X) — MY < >》 (2An(Z) — (A(X) + An(¥))) 
— kal (5.125) 


= 2Tr(Z) — Tr(X) — Tr(Y) = Tr(P) + TQ) = |X — ¥ |1. 


这 即 证 明了 第 一 个 不 等 式 . 
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为 了 证 明 第 二 个 不 等 式 ， 我 们 要 先 观察 到 , HX -Y 是 Hermite 的 , 所 以 存在 投影 
算 子 Tl 使 得 
|X —Y ||, = (2M —1,X -Y). (5.126) 


设 =rank(I1), 并 注意 如 下 两 个 不 等 式 : 


(II, X) 和 A(X)++Ar(X), 


(5.127) 
(YY > An—rta(¥) +--+ + An(Y). 
由 此 可 得 
(A-Y li 
S 2(A1(X) +-+ Ap(X)) — 2(ån-r41 (Y) + + An(Y)) 
— Tr(X) + Tr(Y) 
i a (5.128) 
=} (A(X) Annal) 2, Caani(Y) = Al) 
i k=r+1 
< DAK (X) — Ane (Y), 
k=1 
也 即 我 们 需要 的 结果 . 口 
öo = 3 $ Je(oo) = Xe 
— (5.129) 


1 7 
n= S |Ak(po) — An—+1(01)]. 
k=1 


根据 引 理 5.27, bo < 6 < 6, BOL, 因而 对 于 某 些 ae [0,1], A ô= aso + (1—a)d). 根据 定理 
5.14， 
IH(po) — H(p1)| 


= |H(A1(p0),-++ , An(P0)) — H(à1 (p1), , An (p1))| (5.130) 
< do log(n = 1) + H(do, 1 一 do) 


IH(po) — H(p1)| 
= |H(A1(p0),--* ,An(0)) — H(An (P1), +- ,A1(1))| (5.131) 
< 6; log(n — 1) + H(61, 1 — 61) 
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X 


成 立 . 因此 , 根据 Shannon WRAAE (命题 5.5), 我 们 需要 的 
IH(po) — H(p1)| < (aoo + (1 — @) 61) log(n — 1) 
+ aH(do, 1 — ôo) + (1 — a) H(ô1, 1 — ĝi) (5.132) 
< dlog(n — 1) + H(d, 1 — ô) 
成 立 . 口 
对 于 所 有 的 be [0,1] 及 n > 2, Fanes-Audenaert 不 等 式 取 等 . 特别 地 ， 对 任 选 的 双关 2 
与 = {1,… ,n}, 我 们 可 以 考虑 密度 算 子 


=F, FW a= -Aa — DB (5.133) 
则 
5= l|o0— pill, (6.134) 
5 
Hoo) — H(p1)| = H(p1) = H(6, 1 — 6) + blog(n — 1) (5.135) 
成 立 . 


5.2.2.7 ARAMA MSTA 
如 以 下 命题 所 述 , ETARA WA ea A SS BN Ph ay ETA SA HY RB. 这 个 性 质 在 
第 5.2.3 Hike TAKA GENS. 
命题 5.28 设 P,Q E€ Pos’) 为 半 正 定 算 子 , REX 为 复 欧 几 里 得 空间 . FAR: 
1 。 Tr(P) = ia a) 


WERA 4 im(P) Zim(Q) 时 ， 这 个 命题 是 直接 成 立 的 ,因为 此 时 
lim (Tr(P) — (P?-*,Q*)) = (PE 一 Timay) (5.137) 


是 一 个 正 实数 . 这 意味 着 式 (5.136) PURI A Ree TA AER BIE. 4 P=0 
时 该 命题 也 直接 成 立 . 因此 剩 下 要 考虑 的 就 是 P 非 零 并 且 im(P) C im(Q) 的 情况 . 我 们 在 
剩 下 的 证 明 中 假设 是 这 种 情况 . 

设 >= rank(P) H. s=rank(Q). 根据 谱 定 理 (如 推论 1.4 所 述 ), 我 们 可 以 用 规范 正 交 的 
HER {zx1,… ,zr} 与 {1,… ,ys} 将 其 写作 


P=S°A,(P)ajz} 和 Q= > MO) eye. (5.138) 


gel k=1 


定义 函数 f: ROR 使 得 对 所 有 a e 及 MA 
Feo) = >> Mag, mall? MEI dala. (5.139) 


j=1 k=1 
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这 个 函数 在 a CR 的 所 有 点 上 都 可 微 , 其 导数 为 





fi(a)=- > ies yk) |? A (PITA Ax (Q)* n( 35 ) : (5.140) 
现在 我 们 知道 对 所 有 a € (0,1), 
f(a) = (P*~*,Q*) (5.141) 
都 成 立 , 并且 
f (0) = (FR limig) = Tr(P). (5.142) 
在 0 FARK 的 导数 
f'(0) = —1n(2) D(P||Q), (5.143) 
根据 导数 的 定义 ,， 即 差 商 的 极限 ， 可 以 得 到 
Seis 一 FEY — 
F'O) = lim f(e) f(0) _ lim (P = Tr(P) (5.144) 
将 式 (5.144) 与 式 (5.143) 结合 起 来 就 证 明了 该 命题 . | 口 


5.2.3 ÆTTINA DNE 

KHUEN HF BS FT A SEAR SESE ERK, BE ERG nR. 通过 这 个 
关键 事实 , 我 们 可 以 证 明 von Neumann W5 ETARA ee BO A Se EI. 
5.2.3.1 STHWMRKAGCHAUER 

He AAT ES 5 EA SS PEA. 将 要 给 出 的 证 明 方 法 需要 用 到 下 面 这 个 关 
于 2 阶 半 正 定 块 算 子 的 对 角 与 非 对 角 块 的 引 理 . 这 里 假设 这 些 块 都 是 Hermite 的 , 并 且 对 角 
块 对 易 . 

引 理 5.29 KX ARKILE BEM, P,Q e Pos(X) 为 半 正 定 算 子 ,并 满足 [P,Q] = 0， 
A IMEI H € Herm(4’) A Hermite 算 子 , 使 得 


p 7 
€ Pos(X @ X). (5.145) 
H Q 


n) H < VPVG 成 立 . 
证 明 ” 先 证 明 这 个 引 理 在 P 与 @ 都 为 半 正 定 算 子 时 成 立 . 根据 引 理 3.18 我 们 有 


= i, (5.146) 


这 意味 着 算 子 PHQ 的 所 有 本 征 值 的 绝对 值 都 小 于 1. 由 于 己 与 @ 对 易 , 所 以 PiQ 
FQ-P- 的 所 有 本 征 值 都 满足 PHQ, 因此 


ae 








i (Piging iP) <i. (5.147) 
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不 等 式 (5.147) 等 价 于 
P-*Q-tHQ-tP-3 <1. (5.148) 


因此 , 再 次 根据 P 与 Q 对 易 , 可 以 推出 H < VPVG. 
在 PP 与 Q 不 一 定 半 正 定 的 更 一 般 的 情况 下 ,， 上述 论证 可 以 用 于 P++al 与 Q@ 十 el 对 应 
地 替换 P 与 @ 的 情形 . 对 所 有 s > 0, 这 可 以 得 到 


H< VP+elVQ+el. (5.149) 


RBM e J/P+el/Q+e1—H EE UR (0,00) 上 是 连续 的 , AULA Pox) 关于 该 函数 
的 原 像 也 是 闭 的 . 由 于 任意 的 s > 0 都 处 于 这 个 原 像 中 , 因而 0 也 在 这 个 原 像 中 : VP/QO-H 
是 半 正 定 的 , 也 即 证 明了 这 个 引 理 . 口 
证 明 量子 相对 燃 的 联合 凸 性 的 下 一 步 是 证 明 如 下 定理 . 它 是 Lieb 钙 定 理 的 一 种 形式 . 
定理 5.30 (Lieb HÆ) 设 Ao, Ai € Pos(¥) -5 Bo, Bı € Pos(V) 为 半 正 定 算 子 , 这 里 
X 与 2) 为 复 欧 几 里 得 空间 . 对 任 选 的 实数 a € [0,1]， 下 式 成 立 : 


(Ap + Ai1)” Q (Bo + py’ > Ap ® p + A} ® Br, (5.150) 


注 : 在 这 个 定理 与 它 的 证 明 中 ，, 我 们 对 所 有 半 正 定 算 子 P 都 取 P = limp). 
定理 5.30 的 证 明 ”对 所 有 实数 a [0,1], 定义 如 下 算 子 : 
Xia) = AZ aB", 
Yla) =A 9B T, (5.151) 
Z(a) = (Ao + 41)“ 9 (Bo + Bi)*. 
这 三 组 算 子 相互 对 易 ,， 即 对 任意 的 a, 6 e [0,1], 
[X(a),X(8)]=0, [¥(a),Y(B)]=0 H [Z(a),Z(8)] = 0， (5.152) 


男 外 ,它们 还 满足 





VX(@)VX@) = x(*>*), (5.153) 

revr =¥(SF*), (5.154) 

Vila} V5 = z(“**). (5.155) 
利用 这 些 算 子 , 该 定理 等 价 于 对 所 有 a € [0,1], 








Z(a) > X(a)+ Y(a). (5.156) 


定义 在 区 间 (0, 1) 上 的 函数 
a= Z(a) — (X(a)+ Y(a)) (5.157) 
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是 连续 的 , 因而 闭 集 Pos(¥ 9V) 关于 该 函数 的 原 像 也 是 闭 的 . 所 以 我 们 只 需要 证 明 a € [0,1] 
中 满足 式 (5.156) 的 元 素 在 [0,1] 中 是 稠密 的 即 可 . 
现在 , 假设 我 们 已 经 证 明了 对 某 些 实数 a, 8 € [0,1] 有 














Z(a) > X(a)+Y(a) 和 2(8) > X(B)+Y(8). (5.158) 
则 | 
a+ 
O) (vr (VR X (a) X 5 ) 
V JX(a) VX B) ) = , (5.159) 
o x(=£) x 
是 半 正 定 的 , 并 且 
a+ 6 
VY (a) Y (a) F 
| ) (V¥@) VY®)=| a48 a (5.160) 
Y) Y (A) Yø 


也 是 半 正 定 的 . 因此 这 两 个 矩阵 的 和 也 是 半 正 定 的 . 另外 , 由 于 不 等 式 (5.158), 所 以 我 们 有 


| Z(a) x ($£) ls (5.161) 
x( 














a) ao 
是 半 正 定 的 . 通过 使 用 引 理 5.29, 我 们 可 以 得 到 
x (%2) +y (HH) < JZZ = z(=). (5.162) 


显然 ，Z(0) > X(0) + Y(0) E Z1) > X(1) + Y(1). 对 任 选 的 a, 8 € [0,1]， 由 于 不 等 式 
(5.158), 我 们 可 以 得 到 





ze > x (3 )+r (ee) (5.163) 
因此 不 等 式 (5.156) 必须 对 所 有 a = k/2 形式 的 ae [0,1] 都 成 立 . 这 里 为 非 负 整 数 且 与 
n WE k <2”. 所 有 这 类 a 的 集合 在 [0,1] 中 是 稠密 的 ,因而 我 们 证 明了 该 定理 . 口 


推论 5.31 i Po, Pi, Qo, Qı E Pos(XY) 为 半 正 定 算 子 ， 这 里 X 为 复 欧 几 里 得 空间 . 下 
式 对 所 有 a € [0,1] RE: 


((Po + P1)*, (Qo + Qi)*~*) > PQ "+ (Pf, QL a. (5.164) 


证 明 ”通过 替换 定理 5.30 中 的 算 子 (Ao = Por A = Pi» Bo = Q}, Bi = Qt) 我 们 可 以 
得 到 
(Po + Pi)* ® (Q0 + Qi)" > 再 @(9 + PÈ @ (Qi), (5.165) 
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因此 
vec(1 x)* ((Po + P1)“ ® (Qh + QI)" °)vec(lx) 
> vec(1 x)* (P 8 (Qh) * + Pr @ (Qj)*~*) vec(1x). 
将 不 等 式 两 边 简化 即 可 得 到 式 (5.164)， 即 我 们 需要 的 结果 . 口 
将 推论 5.31 与 命题 5.28 结合 起 来 便 得 到 了 量子 相对 焙 的 联合 凸 性 . 
定理 5.32 设 守 为 复 欧 几 里 得 空间 ， 且 Po, Pi Qo, Qi € Pos(X) 为 半 正 定 算 子 . 则 


(5.166) 


D(Po + Pi||Qo + Q1) < D(Po||Qo) + D(Pi||Q1). (5.167) 
WEAR ”根据 命题 5.28 以 及 推论 5.31， 下 式 成 立 : 


D(Po + Pi ||Qo0 + Q1) 
l ]; (B+ PL) — (Po + Pi)’, (Qot Q) 





= ım 
In(2) e140 E 
Tr(Po) — (Po *, Q6) T(P- (Pi *, Qi) a 
下 一 | On THES) 
In(2) \elo E el40 E 
= D(Po|| Qo) “qi D(P; Q1), 
也 即 证 明了 该 定理 . 


为 半 正 定 算 子 , 并且 入 E [0,1]. FARE: 
D(APo + (1— A) Pi ||[AQo + (1 — A)Q1) 
< A D(Po||Qo) + (1 — A) D(Pil|@1). 
证 明 当 入 =0 或 者 入 = 1 时 ， 这 个 推论 显然 成 立 . 在 其 他 情况 下 , 将 定理 5.32 与 恒 
等 式 (5.99) 结合 起 来 可 以 得 到 
D(APo + (1 — A) Pi ||AQo + (1 — A)Q1) 
< D(APo||AQo) + D((1 — A)Pi|| (1 — à)Q1) (5.170) 
= AD(Po||Qo) + (1 — A) D(Pi||Q1), 
也 即 我 们 需要 的 结果 . E 
5.2.3.2 STH ta AE 
正如 前 面 所 说 , ETR ARRA Ea RS A A. 其 应 用 之 一 就 是 量子 
相对 燃 函 数 在 所 有 信道 作用 下 的 单调 递减 性 . 下 一 个 命题 说 明了 这 对 混合 酉 信道 的 正确 性 ， 
而 接 下 来 的 定理 说 明了 这 对 所 有 信道 都 是 成 立 的 . 
命题 5.34 HX 复 欧 几 里 得 空间 , DEC) ARS HAM, 而 P,Q € Pos(XY) 为 半 正 
REF. FARA: 


(5.169) 


D(®(P)|#(Q)) < D(PIIQ). (5.171) 
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证 了 明 HFa 是 混合 西 信道 , 所 以 必然 存在 一 个 字母 表 DY. BATRA {V :a € dU} C 
U(X), 以 及 一 个 概率 向 量 pe P(D), 使 得 对 所 有 X € L(Y) 都 有 








= X p(a)Ua XU}. (5.172) 
QE 
应 用 推论 5.33 以 及 命题 5.19, 我 们 有 
D(@(P)||®(Q)) =D( Z pla) VPU; | Z pouou: ) 
aed aed (5.173) 
< 》 pla) D(UaPU}||UaQUz) = >》 p(a) D(P||Q) = D(PIIQ), 
acd acd 

也 即 我 们 要 的 结果 . 口 


定理 5.35(B TRH STE) 设 写 与》 为 复 欧 几 里 得 空间 ， P,Q E Pos(X) AF 
正定 算 子 , MOEC(A,Y) 为 信道 . 下 式 成 立 : 


D(®(P)||®(Q)) < D(P||Q). (5.174) 


证 明 ”根据 推论 2.27， 必 然 存 在 一 个 复 欧 几 里 得 空间 Z 以 及 一 个 线性 等 距 算 子 Ac 
U(X, Y 8 Z) 使 得 对 所 有 X € L(X)， 


(X) = Trz(AX A*). (5.175) 


WOE C(Z) 为 完全 去 极 化 信道 , 并 且 对 所 有 Z eL(2Z) 都 有 A(Z) = Tr(Z)w, 这 里 
— lz 
~ dim(Z) 
代表 空间 Z 上 的 完全 混 态 . 正如 4.1.2 节 所 说 , Q 是 混合 西 信道 , 所 以 有 1L(y) @2 也 是 混 
合 本 信道. 根据 命题 5.34 以 及 命题 5.19, 我 们 有 


(5.176) 


D((lrcy,) Q 2Q)(APA*) 








(Lv) ® 0)(AQA*)) 


(5.177) 
< D(APA* || AQA*) = D(P||Q). 
因为 对 所 有 X ELX), 
(LL) ® Q)(AXA*) =Tz(4X4*)@w = 更 (X)@uw， (5.178) 
所 以 根据 命题 5.21, 
D(®(P) || ®(Q)) = D(@(P) @w || B(Q) 8 w) < D(P||Q), (5.179) 


这 样 就 完成 了 证 明 . 口 
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5.2.3.3 von Neumann AEA DOME 


Pk eB FT AT. 该 定理 说 明 , von Neuman WEERA BRK 
可 加 性 的 性 质 . 
定理 5.36 (von Neumann WARRI) 设 X、Y 与 Z 为 寄存 器 . 寄存 器 (X,Y,Z) 
上 所 有 的 态 都 满足 
H(X, Y, Z) + H(Z) < H(X, Z) + H(Y, Z). (5.180) 
证 明 {ERE pe D(X @YV egoz) 并 使 
Ix 


代表 空间 X 上 的 完全 混 态 . 可 以 直接 验证 下 面 两 个 等 式 : 
D(olX, Y, Z] || w 8 plY. Z]) = 
= —H(p[X, Y, Z]) + H(plY, Z]) + log(dim(4)) 
= 
D(pIX, Z] || w ® p[Z]) TE 
= — H(p[X,Z]) + H(p[Z]) + log(dim(X)). 
HLOEC(XQVQZ,X®@ Z) RAEM 5.35 PM V 取 偏 迹 的 信道 , 我们 可 以 发 现 
D(p[X, Z] || w @ p[Z]) < D(p[X, Y, Z] || w @ plY, Z]), (5.184) 
因此 
H(p[X, Y, Z]) + H(p[Z]) < H(p[X, Z]) + H(p[Y, Z]), (5.185) 
也 即 证 明了 该 定理 . 口 


下 面 这 个 推论 给 出 了 von Neumann 具有 强 次 可 加 性 的 一 个 等 价 表述 . 这 是 用 量子 互信 
ARR H. 
推论 5.37 AX Y 与 Z 为 寄存 器 . 寄存 器 (X,Y,Z) 上 所 有 的 态 都 有 


I(X:Z) <I(X:Y,Z). (5.186) 
证 明 ”根据 定理 5.36, RANA 
H(X, Y, Z) + H(Z) < H(X,Z) + H(Y,2), (5.187) 
这 等 价 于 
H(Z) — H(X, Z) < H(Y,Z) — H(X, Y, Z). (5.188) 
在 其 左右 两 边 分 别 加 上 H(X) 可 以 得 到 
H(X) + H(Z) — H(X, Z) < H(X) + H(Y, Z) — H(X, Y, Z). (5.189) 


这 个 不 等 式 等 价 于 式 (5.186), 也 即 完 成 了 证 明 . o 
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5.2.3.4 ”量子 Pinsker 不 等 式 


ASS SY A BS et FT Gh HE is TS ee 5.15 的 量子 版 本 ,， 它 根据 两 
SARR TEKNEAR A EB) ee OE NB FP. 

定理 5.38 (量子 Pinsker 不 等 式 ) H po,p1 © D(X) 为 密度 算 子 , REX 为 复 欧 几 里 得 
空间 . 下 式 成 立 : 


1 2 
D(po||p1) 2 zme Pali: (5.190) 


证 明 i E= {0,1} m wp: E Pos(X%) 是 区 分 态 po 与 p 的 最 优 测量 , 这 里 假设 它们 
像 3.1.1 节 中 的 一 样 , 以 相等 的 概率 出 现 . 对 于 定义 为 pola) = (ula), po) 与 pi(a) = lula), pr) 
的 概率 向 量 po,p1 € P(D) (这 里 aed), 我 们 可 以 得 到 





po — Pall, = [20 = P1 |li- (5.191) 
现在 设 Be C(X,C™) 为 关于 u 的 量子 -经 典 信道 , 并 满足 对 任意 X € L(Y) 都 有 

EX) = (u(0), X)Eo.o + (u(1), XIE: (5.192) 

根据 定理 5.35， 下 式 成 立 : 
D(po||1) > D(®(p0) || ®(1)) = D(po||P1), (5.193) 

另外 根据 定理 5.15 我 们 有 
D(po|lp1) > 5 a [po — pi (5.194) 
由 式 (5.191), IÑ (5.193) 与 式 (5.194) 即 可 得 到 该 定理 . 口 


5.3 (Amna 


本 节 将 讨论 信 源 编码 的 概念 . 这 与 量子 信息 , 特别 是 von Neumann WAKAR. 这 里 讨 
论 的 信 源 编码 表示 根据 信 源 将 信息 以 可 以 被 解码 的 方式 进行 编码 的 过 程 . 这 个 过 程 的 一 个 
自然 的 目标 是 , 压缩 信 源 产生 的 信息 以 降低 储存 或 者 传输 的 损耗 . 这 里 我 们 将 讨论 信 源 编码 
的 三 种 主要 方法 . 

第 一 种 方法 是 一 个 纯 经 典 的 方法 . 我 们 将 一 个 经 典 信 源 产生 的 信息 编码 到 一 个 固定 长 
度 的 二 元 串 (01 $) E, 使 得 该 信 源 产生 的 信息 可 以 被 高 概率 地 解码 .Shannon 信 源 编码 定 
理 给 出 了 在 信 源 满足 标准 的 假设 时 , 该 任务 的 压缩 率 可 达 的 一 个 渐 近 界 . 

第 二 种 方法 是 第 一 种 方法 的 量子 版 本 : 将 一 个 信 源 产生 的 量子 信息 编码 到 一 系列 量子 
比特 上 , 并 随后 解码 . 一 个 由 Schumacher 得 到 的 定理 (对 应 于 Shannon 信 源 编码 定理 的 量 
子 版 本 ) 给 出 了 该 任务 的 压缩 率 可 达 的 渐 近 界 . 

第 三 种 方法 是 将 信 源 产生 的 经 典 信 息 编 码 到 一 些 寄存 器 的 量子 态 上 ， 然 后 通过 对 这 些 
寄存 器 的 测量 来 进行 解码 . 由 Holevo 和 Nayak 证 明 的 定理 给 出 了 这 个 任务 的 两 种 特定 形式 
的 基本 限制 . 
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5.3.1 ”经典 信 源 编码 


在 本 节 介 绍 的 第 一 种 信 源 编码 方法 中 ， 一 个 经 典 信 源 可 以 从 一 个 已 知 概率 分 布 中 独立 
地 产生 一 系列 符号 . 这 一 系列 符号 将 通过 可 解码 的 方式 被 编码 到 二 元 串 上 . 在 解码 时 我 们 需 
要 能 以 高 概率 恢复 信 源 产生 的 原始 序列 . 

正如 本 书 一 贯 的 方式 ， 此 讨论 的 主要 目的 是 介绍 经 典 信 源 编码 的 一 些 基本 概念 与 技术 . 
这 些 将 在 之 后 被 推广 到 该 任务 的 量子 版 本 . 在 这 个 目标 下 , 我 们 的 讨论 只 限于 固定 长 度 编码 
的 方案 . 其 中 , 编码 的 长 度 只 取决 于 信 源 产生 的 符号 数量 , 而 非 符号 本 身 . 在 设计 这 样 的 方 
案 时 , 一 个 典型 的 目标 是 在 保证 高 概率 恢复 原始 序列 的 前 提 下 , 最 小 化 二 元 串 编 码 的 长 度 . 

Shannon 信 源 编码 定理 给 出 了 该 方案 下 可 达 的 压缩 率 与 描述 该 信 源 的 概率 向 量 的 Shan- 
non WERKA. 


5.3.1.1 ”编码 方案 与 Shannon 信 源 编码 定理 的 表述 


设 区 为 字母 表 , pe P(Z) 概率 向 量 并 且 工 = {0,1} 表示 二 元 字母 表 . 对 于 任意 正 整 数 
n, 实数 a > 0、56€ (0,1) 与 m= |an|， 如 果 一 对 映射 


f:B” —T”™ 
(5.195) 
g:T™" — x” 
对 
G = {aran € E” : g(f(ai--+Gn)) = a1---an} (5.196) 
满足 
XO plai)…plan) > 1-6, (5.197) 
dG EG 


WERA p 的 (n, a, 6)- 编 码 方案 (在 这 里 以 及 本 章 之 后 的 部 分 , E 形式 的 集合 的 元 素 将 写作 
字符 串 a1:……an, MAE n 元 组 (a1,:… an) 对 于 其 他 字母 表 的 笛 卡 儿 积 的 处 理 也 一 样 ). 
A (5.197) 左边 的 表达 式 表示 以 p 的 概率 随机 独立 选取 al,…… ,an EE 中 的 符号 ,满足 


g(f(a1-+-Gn)) = a1 -+- Gn (5.198) 


的 概率 . 下 面 这 个 情形 表示 了 一 个 可 以 使 用 这 个 编码 方案 的 设 定 . 

情形 5.39 Alice 有 一 个 从 字母 表 D 中 持续 产生 符号 的 设备 ( 信 源 ). 每 一 个 随机 产生 
的 符号 都 是 根据 概率 向 量 p 独立 分 布 的 .Alice 让 这 个 设备 产生 包含 n 个 符号 ai .…an 的 
串 , 并 希望 用 最 少 的 比特 数 与 Bob 交流 这 串 符 号 . 

O 本 章 中 表述 的 是 该 定理 在 固定 长 度 编码 方案 下 的 版 本 . 这 个 方案 可 以 更 直接 地 与 量子 设 定 相对 应 . Shannon 信 


源 编码 定理 通常 是 用 变 长 编码 的 方案 来 表述 的 ， 此 时 我 们 的 目标 是 在 最 小 化 二 元 串 编码 的 期 望 长 度 的 前 提 下 ， 
保证 完美 地 复 现 原始 符号 . 
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Alice 与 Bob 使 用 式 (5.195) 形式 的 编码 方案 实现 这 一 目标 . 这 个 方案 在 生成 随机 符 
号 aian 之 前 便 被 双方 确定 了 下 来 . Alice 通过 计算 fail .…an) 将 al.…:a。 编码 到 一 个 
m= [an| 比特 的 串 上 , 并 将 生成 的 串 f(a1…an) 发 给 Bob. Bob 通过 使 用 函数 9 将 该 串 解 
码 ， 得 到 g(jf(ai .…an)). ÆA (5.198) 成 立 的 事件 中 , 我 们 说 这 个 编码 方案 是 正确 的 . 这 等 
价 于 aian EG, 因为 这 样 Bob 可 以 得 到 正确 的 字符 串 al .…an. 

= (f,g) 是 p 的 一 个 (na;6)- 编 码 方案 时 ， 数 字 5 是 该 编码 方案 出 错 的 概率 的 一 个 上 
FL. 在 这 里 ， 出 错 意 味 着 Bob 无 法 复原 Alice 从 信 源 得 到 的 字符 串 . a 代表 ( 当 的 值 增 加 
的 时 候 ) 编码 每 个 符号 需要 的 平均 比特 数 . 口 

显然 , 对 于 给 定 的 概率 问 量 pz， 总 是 存在 某 些 参数 ni a 与 6 能 给 出 一 个 (n, a,6)- 编 码 
方案 , 并 且 这 三 个 参数 唯一 地 确定 了 该 方案 . 从 下 面 这 个 定理 可 知 , 使 编码 方案 存在 的 a 的 
(EIR Shannon $ H(p) 紧密 相关 . 

定理 5.40 (Shannon 信 源 编码 定理 ) A E AFAR, p E PŒ) 为 概率 向 量 , a > 0 并 
E 6 &€ (0,1) 是 一 个 实数 . 如 下 命题 成 立 : 
1. 如 果 a > H(p), 则 对 除了 有 限 个 正 整 数 以 外 的 n， 存 在 p 的 (n,Q,0)- 编 码 方 案 . 
2. wR a < Hp), 则 对 最 多 有 有 限 个 正 整 数 hn， 存在 Pp 的 (n,Qa,0)- 编 码 方 案 . 

这 个 定理 的 证 明 将 在 对 典型 字符 串 这 个 概念 的 讨论 之 后 给 出 . 这 个 概念 是 本 证 明 的 核 
D. 典型 性 这 个 一 般 的 概念 可 以 有 多 种 定义 方式 . 因为 它 可 以 引出 量子 信道 容量 这 个 话题 ， 
所 以 其 在 第 8 章 中 也 会 是 一 个 主要 的 部 分 . 


5.3.1.2 ”典型 字符 串 


对 于 一 个 给 定 的 符号 的 分 布 、 字 符 串 长 度 以 及 一 个 误差 参数 , 典型 字符 串 的 概念 定义 如 
Pa 
EX 5.41 设 马 为 字母 表 ，D E P(2) 为 概率 向 量 , n 为 正 整 数 ， 且 = > 0 为 一 个 正 实 
数 . 如 果 字 符 串 aan CD” 满足 
JAROS e (aa) +++ p(an) a Da, (5.199) 


则 其 称 为 关于 p 是 e- 典 型 的 . T, .(p) 代表 所 有 满足 不 等 式 (5.199) 的 字符 串 的 集合 al .…anE 
Ee 由 于 我 们 可 以 把 p 当 作 内 乘 参 数 ， 所 以 可 以 用 The 替代 Te(p). 

下 面 这 个 命题 指出 , 对 于 其 中 每 一 个 符号 以 pe P(E) 独立 分 布 的 随机 字符 串 a1:… a € 
Dr, ME ”的 增长 ， 该 字符 串 越 来 越 有 可 能 是 =- 典 型 的 . 

命题 5.42 RD AFAR, peP) 为 概率 向 量 ， 且 es > 0. 下 式 成 立 : 


lim Š, p(ai) ++ p(an) = 1. (5.200) 


Q1 an ET, =(D) 


证 明 ”定义 随机 变量 XD [0,o0) 为 


X(a) = —log(p(a)) pla) >0 
0 p(a) = 


(5.201) 
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并 且 它 的 分 布 服从 概率 向 量 p. 该 随机 变量 的 期 望 值 为 E(X) = H(p). 
现在 , 对 所 有 的 正 整 数 n, 以 及 在 X 上 恒 等 分 布 的 独立 随机 变量 Xi Xn 我 们 有 
H(p) < e) = > ， pla) plan). (5.202) 


Pr 
Q1…Qm ETn es(D) 


因此 根据 弱 大 数 定律 (定理 1.15), 该 命题 得 证 . 口 
接 下 来 的 命题 给 出 了 给 定 长 度 的 e- 典 型 字符 串 的 数量 的 上 界 . 
命题 5.43 AE AFHR, p EP(2) 为 概率 向 量 , = > 0 为 正 实数 , n 为 正 整 数 . FA 
成 立 : 


1 二 二 An 
n 





Toet a gA, (5.203) 
证 明 ”根据 se- 典型 的 定义 , 我 们 有 


1> 》 pla) plan) > 2 "HP)+e) T, (p), (5.204) 
Qlan ETn .<(p) 


因此 [Tn,e(p)| < 2O) +e), D 
5.3.1.3 Shannon 信 源 编码 定理 的 证 阴 


Shannon 信 源 编码 定理 (定理 5.40) 可 以 用 一 个 概念 上 非常 简单 的 方法 证 明 : 对 于 足够 
大 的 n, 我 们 只 要 为 每 一 个 典型 字符 串 分 配 一 个 唯一 的 二 元 串 , 并 随机 分 配 其 他 的 字符 串 ， 
就 能 得 到 一 个 合适 的 编码 方法 . 相反 , 如 果 一 个 编码 方案 对 大 比例 的 典型 字符 串 都 失效 , 那 
么 我 们 能 证 明 这 个 方案 有 很 高 的 概率 失效 . 

定理 5.40 的 证 明 ”首先 假设 a > H(p), HEF c > 0 使 得 a > H(p) + 2e. 形式 为 

meh” (5.205) 
gn ， | Mga =$ Pú 
的 编码 方案 (其 中 m= lan|) 对 所 有 满足 n> 1/e K n MAEM. 我 们 可 以 看 到 , 对 于 每 一 
个 n>1/e, a> H(p) 十 2e 的 假设 都 代表 


m= |an| > n(H(p) +€). (5.206) 


根据 命题 5.43， 
Treh e PNE e ge (5.207) 


成 立 ， 因 此 我 们 可 以 定义 一 个 在 Dae ELEM fa: E” I", 以 及 ga:r” = D", 
满足 对 所 有 Q1L……Qnm € Tne’ A 


9n( fn(@1 +++ an)) =i- Qan: (5.208) 
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因而 , 对 于 
Gn = {a1 An E E” è Gn(fn(i-++Gn)) = 0 nt}, (5.209) 
我 们 有 Tre C Gn» 所 以 
D2, plai)…plan) >》 pa) p(an). (5.210) 
Ql:an EGn aian ETa, 


根据 命题 5.42, 对 于 足够 大 的 n, A (5.210) 右边 的 值 大 于 1 一 65. 因此 , 对 于 足够 大 的 n, 编 
码 方案 (fn: Gn) 是 一 个 (n, a 6)- 编 码 方案 . 这 也 即 证 明了 该 定理 的 第 一 个 命题 . 

现在 假设 a < H(p)， 并 为 每 一 个 n 都 给 定 一 个 式 (5.205) 形式 的 编码 方案 . 另外 像 
A (5.209) 一 样 定义 Gn CE”. 则 对 每 一 个 n, 都 有 


Gd ezr spm. (5.211) 


因为 如 果 有 两 个 或 以 上 不 同 的 字符 串 具 有 相同 的 编码 ,那么 这 个 编码 方案 不 可 能 是 正确 的 . 
为 了 完成 这 个 证 明 , 我 们 只 需要 证 明 


lm Š, P(a1) ++ p(an) = 0. (5.212) 
al…anmECnmn 
为 了 完成 这 一 目标 , 我 们 需要 看 到 , 对 所 有 正 整数 ”以 及 实数 = > 0 都 有 
GE 人 (DZ \The) U (Gu N The); (5.213) 


因此 
5 pla1).:plan) 


(5.214) 
< ( = > p(ar):-- plan) + pe Ga]. 
Qi"QanEln.e 
选择 s > 0 使 得 a < H(p) -e RNA 
lim 27nHl)-e) Ga] = 0. (5.215) 
由 于 根据 命题 5.42 可 以 得 到 
lim Š> p(ay)-+-p(an) =1, (5.216) 
~~ Gi nn El, 
所 以 式 (5.212) 成 立 , 也 即 完成 了 证 明 . 口 


5.3.2 ”量子 信 源 编码 


我 们 可 以 将 经 典 信 源 编码 的 量子 版 本 自然 地 表述 如 下 . 假设 对 于 正 整 数 n, 一 个 信 源 可 
以 产生 一 系列 寄存 器 Xi1,:… Xn 并 且 这 些 寄存 器 共用 一 个 经 典 态 集 D. 因此 这 些 寄存 器 对 
应 的 复 欧 几 里 得 空间 是 X, = CY, XE k=1, ,n， AMF =C, 可 以 认为 


HO" = OT. (5.217) 
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假设 信 源 产生 的 复合 寄存 器 (Xi,… ,Xn) 的 态 为 p82"*， 也 即 是 ， 对 应 某 些 态 pe D(X), 这 
些 寄存 器 X1,… Xn 都 是 独立 的 , 并 且 都 处 于 态 p. 这 些 寄存 器 中 存储 的 量子 信息 将 以 类 似 
经 典 设 定 中 的 方法 进行 编码 与 解码 . 只 是 这 里 使 用 的 是 量子 信道 , 而 非 确 定性 的 编码 与 解码 
函数 . 

5.3.2.1 “量子 编码 方案 


一 个 量子 编码 方案 包含 一 对 信道 (P, V): 信道 B 代表 编码 过 程 , V 代表 解码 过 程 . 编码 
信道 p 将 (Xi, sA) 以 给 定 的 正 数 m 转换 为 (Ys Vm)» 这 里 寄存 器 Yaz.” 5 Vn 的 经 
典 态 集 等 于 二 元 字母 表 工 = {0,1}. 换言之 , 每 一 个 寄存 器 Y 都 代表 一 个 量子 比特 . 解码 信 
it W RE (Yis ,Ym) 转换 回 (Xi, +++ , Xn). 

在 寄存 器 独立 并 分 别处 于 态 p 的 如 上 假设 下 , 我 们 需要 UO 在 复合 寄存 器 (Xi . Xn) 
上 的 作用 是 平凡 的 ,或 者 至 少 是 近乎 平凡 的 . 必须 要 强调 的 是 , 仅 要 求 在 解码 信道 作用 之 后 
(Xi1,… Xn) 的 态 与 p®” 接近 是 不 够 的 一 一 如 果 我 们 没有 意识 到 , 在 初始 时 Xi,… ,X 可 能 
与 一 个 或 多 个 其 他 必须 遵守 编码 过 程 的 寄存 器 有 关联 ， 那么 这 个 要 求 是 平凡 的 . 事实 上 , 对 
于 任意 复 欧 几 里 得 空间 Z 以 及 满足 


gs] = po” (5.218) 


的 态 o E D(X @---@X, @ Z) 一 个 好 的 编码 方式 需要 保证 (VO @ Izy) (o) 近似 于 o. 
这 里 考虑 的 近似 等 价 的 概念 是 基于 保 真 度 函数 的 . 这 个 选择 非常 方便 , 因为 我 们 可 以 使 
用 命题 3.31 给 出 的 信道 保 真 度 的 封闭 形式 表达 式 . 我 们 也 可 以 使 用 迹 距 离 而 非 保 真 度 函 数 ， 
但 是 这 并 不 会 改变 本 节 讨 论 的 这 类 量子 编码 方案 的 渐 近 行为 . 这 是 由 Fuchs-van de Graaf 不 
等 式 (定理 3.33) 直接 给 出 的 . 
根据 上 述 讨 论 , 量子 编码 方案 可 以 更 精确 地 定义 如 下 . 设 ENTRER, p © D(X) 为 密度 
AT., = C2, 并 且 n AERA. BRT = {0,1} 为 二 元 字母 表 , Y = CI, a > 0, 6 € (0,1) 
为 实数 , 并且 m= |an]. 一 对 信道 
e cC(S YO") 和 VEC(y®™, ge") (5.219) 
在 满足 
F(U®, p®") > 1 一 0 (5.220) 
时 , 被 称 为 p 的 一 个 (n, Qa, 6)- 量 子 编码 方案 . 这 里 F (WO, p®") 表示 VS 对 于 p 的 信道 保 
真 度 ( 见 3.2.3 Fi). 
5.3.2.2 Schumacher 量子 信 源 编码 定理 


下 一 个 定理 是 Shannon 信 源 编码 定理 (定理 5.40) 的 量子 版 本 . 其 表述 了 量子 编码 方案 
存在 的 条 件 . 

定理 5.44(Schumacher) 设 卫 为 字母 表 , p E D(C>) 为 密度 算 子 , 且 a>0 与 6€ (0,1) 
为 实数 . 如 下 命题 成 立 : 
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1. 如 果 a > H(p), 则 对 除了 有 限 多 个 正 整 数 外 的 nn， 存在 的 (n,Q,6)- 量 子 编码 方案 . 
2. 如 果 a < Hp), 则 对 最 多 有 限 多 个 正 实数 n, HÆ p 的 (n,Q,6)- 量 子 编码 方案 . 

证 明 ”根据 谱 定 理 (推论 1.4 中 所 述 ), 对 于 某 个 概率 向 量 pe P(e) 以 及 C 上 的 规范 
正 交 基 {wo : a E E}, 我 们 可 以 有 态 的 表示 


pa LJ pla) uau%. (5.221) 
aed 
p 的 本 征 值 和 本 征 问 量 与 2 的 元 素 之 间 的 关联 可 以 任意 选择 , 但 是 在 之 后 的 证 明 中 需要 固 
定 . 根据 von Neumann FAME MX, 我 们 有 H(p) = H(p). 
首先 假设 a > H(p), 并 选择 足够 小 的 s > 0 使 得 a > H(p) + 2s. 与 定理 5.40 的 证 明 类 
似 , 一 个 形式 如 下 的 量子 编码 方案 的 (On, Un): 


pa E ULN AU, €C(y®", x2") (5.222) 


可 以 在 所 有 n > 1/e 上 定义 , 这 里 m= |an]. 接 下 来 我 们 会 展示 (On, Vn) 对 足够 大 的 n 是 
一 个 (n,a, 6)- 量 子 编码 方案 . 
对 于 给 定 的 n> 1/s， 量 子 编码 方案 (Ön, Vn) 定义 如 下 . 首先 ,考虑 关于 概率 癌 量 p 的 
=- 典 型 字符 串 的 集合 
Tne 一 Tne(p) CE”, (5.223) 


并 定义 投影 算 子 Ihn e € Proj(v®”") WF: 


Dae = >, Ua, Ug, D= @ Ua, Ug, - (5.224) 


Q1…QmETmic 


这 个 算 子 投影 到 的 空间 是 XO" RF p 的 es- 典 型 子 空间 . 注意 到 


(HnesP°") = 2, pla) plan). (5.225) 
alan ETn, e 
现在 , 根据 Shannon 信 源 编码 定理 (或 者 更 准确 地 说 , 是 上 一 小 节 中 我 们 对 该 定理 的 证 明 )， 
存在 一 个 p 的 经 典 编码 方案 (fn, On) 使 得 对 所 有 =- 典 型 字符 串 aan € Tne 都 满足 


gm( 有 (ai an 一 Qian ， (5.226) 
定义 
了 (5.227) 
形式 的 线性 算 子 如 下 : 
An= J Eflani (Ua, @*** @ Uan). (5.228) 


41***An ET nue 
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最 后 , 定义 式 (5.222) 形式 的 信道 0, 与 亚 。 使 得 对 任意 XeEL(X8") 5 Y e L(V”), 密度 
AT oe DYS”) 以 及 上 ED(X8n) 都 有 


&,(X) = A, XAt + 1 — APA, X)0 (5.229) 
W,(Y) = AXYA, + (1 — An A*,Y)E. (5.230) 


剩 下 需要 证 明 的 就 是 ， 对 足够 大 的 n, (On, Vn) 是 一 个 (n,a,6)- 量 子 编码 方案 . 根据 
式 (5.229) 与 式 (5.230) 我 们 知道 , 对 整数 N 以 及 一 些 算 子 Crni ,Cnn， 必然 存在 nOn 
的 N 
(VnBn)(X) = (Ap An) X (Af An) +Y Cn kX Chk (5.231) 
k=] 


形式 的 Kraus 表示 . 这 些 算 子 的 选择 不 会 影响 到 下 面 的 分 析 . 因此 根据 命题 3.31, 我 们 有 
Fia n Y Sip, Az Ag) = Tk (5.232) 


由 于 
Te (5.233) 


所 以 对 于 所 有 足够 大 的 n，(®,, 亚 %) 是 一 个 (n,a, 0)- 量 子 编码 方案 , 也 即 证 明了 该 定理 中 的 
第 一 个 命题 . 

现在 假设 a < H(p) 并 且 对 于 每 一 个 整数 n, ©, 与 Vn AZ (5.222) 形式 的 任意 信道 . 
我 们 可 以 证 明 , 对 于 任 选 的 ô e (0,1), 且 对 于 足够 大 的 n, (On, Un) 都 不 是 (n, a, 6)- 量 子 编 
码 方案 . 

选 定 一 个 任意 的 正 整 数 n, FPR 


N N 
Ba(X)= > AXA 与 U,(Y) => BhYBR (5.234) 
k=1 k=1 


为 ön 与 Vn 的 Kraus 表示 . 其 中 


41 ,4NE LÆS pee; 
(5.235) 
Pree Bee Lye", 2). 
(这 两 个 表示 有 相同 数量 的 Kraus 算 子 的 假设 只 是 为 了 表示 的 方便 . 这 个 假设 并 不 失 一 般 性 ， 
因为 我 们 可 以 将 任意 数量 的 零 算 子 也 当 作 其 中 某 个 信道 的 Kraus FF AMAR). 我 们 可 
以 得 到 
(Wn®n)(X)= X (BkA;)X(Br4;)* (5.236) 
1<j,k<N 
是 复合 信道 V,®, 的 Kraus 表示 . 考虑 到 本 分 析 的 目的 , 这 个 Kraus 表示 的 核心 在 于 , 对 于 
RH j,k E {1,… ,NN}， 
rank(B,A;) < dim(y®”) = 2™. (5.237) 
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事实 上， 对 每 一 个 k € {1,… ,入 }， 我 们 都 可 以 选择 rank(I,) < 2" 的 投影 算 子 Ik € 
Proj(X®") 使 得 TI, B, = By. 因此 ， 


F(UnGn,p2")° = Y |(BeA;,p®")|? 


1<Sj,k <N 


>., | (1, B.A; p| 


1<j,k <N 


y (Be A; V0, Ue Vo) 


1<j,k<N 
` Tr ( By Ajp®" Aj Bj ) (Ix, p°”), 
1<j,k<N 
此 不 等 式 可 以 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 推出 . 由 于 每 一 个 e 的 秩 都 不 大 于 2™， 所 以 对 某 
些 大 小 不 大 于 23 WFR G, Cm" A 


A (5.238) 





从 


gh 
(TI, p®") < X As(0®") = $ pla) plan). (5.239) 
i=l ai…anrECn 
由 于 信道 Vno, 是 保 迹 的 , 所 以 有 
Tr( By Ajp®" Aj Bz ) =Í, (5.240) 
1<j,k<N 


因此 , 进一步 地 , 我 们 可 以 知道 这 个 求 和 中 的 任何 一 项 都 是 非 负 的 . 因此 式 (5.238) 的 最 终 
表达 式 等 于 这 些 值 的 凸 组 合 , 其 中 每 一 项 都 受 限于 式 (5.239). 这 意味 看 


F(Wn®n,p®")” < >》 pla) plan). (5.241) 
aian EGn 
最 后 ,根据 定理 5.40 的 证 明 中 的 论证 , 我 们 知道 在 a < H(p) = H(p) 的 假设 下 ， 由 于 
Gn 的 大 小 不 大 于 2™, 所 以 
lim >》 p(a)::p(an)=0. (5.242) 


n— 00 
a1 aAnEGn 


这 代表 着 , 对 任意 给 定 的 6 € (0,1), (On, Vn) 对 除了 有 限 多 个 值 以 外 的 w 都 不 是 (n,a, 5)- 量 
子 编码 方案 . 口 


5.3.3 ”在 量子 态 上 编码 经 典 信息 


本 节 讨 论 的 最 后 一 种 信 源 编码 是 将 经 典 信息 编码 到 量子 态 上 ,然后 通过 测量 的 方法 解 
码 . 下 面 这 个 情形 代表 这 个 任务 的 抽象 定义 . 
情形 5.45 ” 设 X 与 Z 为 经 典 态 集 分 别 为 E 5T HARA. HAY 为 寄存 器 . 另 
外 设 pe P(E) 为 概率 向 量 ， 
{pa :a E E} CD(Y) (5.243) 
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为 态 的 合集 , 并且 j :TT 一 Pos(Y) 为 一 个 测量 . 

Alice 获取 一 个 储存 在 寄存 器 X 中 的 、 根 据 概率 向 量 p 从 信 源 随机 生成 的 元 素 a € E. 
她 将 ps 制备 到 Y 上 并 将 Y 发 送 给 Bob. Bob 用 测量 py WE Y 然后 将 测量 结果 储存 到 经 典 
寄存 器 Z 上. 这 个 测量 结果 代表 Bob 获得 的 关于 X 的 经 典 态 的 信息 . 口 

在 这 个 情形 中 , 我 们 会 自然 地 考虑 下 = 2 的 情况 ,并 考虑 Bob 的 目标 为 获知 Alice 的 
寄存 器 X 中 存储 的 符号 是 哪个 . 本 质 上 这 是 3.1.2 节 中 讨论 的 态 区 分 问题 . 但 是 在 接 下 来 的 
讨论 中 , 我 们 并 不 假设 Bob 必须 使 用 这 种 策略 . 

假设 Alice 与 Bob 像 在 情形 5.45 中 一 样 进 行 操作 , 则 (X,Z) 会 处 于 定义 为 


q(a, b) = p(a)(u(5), pa) (5.244) 
的 概率 态 ve P( xT), 其 中 (a,b) E ExT. 对 于 对 所 有 ae 2 都 满足 
(a) = p(a) pa (5.245) 
的 系 综 n: = — Pos(Y), 概率 向 量 q 可 以 等 价 地 表示 为 
qla,b) = (4(b), n(a)), (5.246) 


其 中 (a,b) eB xT. 

这 个 情形 的 一 个 基本 问题 如 下 : Bob 的 寄存 器 Z 包含 多 少 有 关 Alice 的 寄存 器 X 的 信 
息 ? Holevo 定理 给 出 了 这 个 信息 的 量 的 上 界 . 其 可 以 由 Alice 的 寄存 器 X 与 Bob 的 寄存 器 
Z 的 互信 息 给 出 . Holevo 定理 是 由 系 综 n 的 两 个 函数 给 出 的 , 即 可 及 信息 与 Holevo 信息 . 下 
面 我 们 将 介绍 这 两 个 函数 . 


5.3.3.1 ”可 及 信息 


记 住 情形 5.45 UR ERE, KH: E 一 Pos(Y) 为 系 综 , w:T 一 Pos(yY) AWE, 并 
HqgeP(= xT) AMX (5.246) 定义 的 表示 经 典 寄存 器 对 (X,Z) 的 概率 态 的 概率 癌 量 . 符号 
Lin) 表示 X 与 Z 间 关 于 如 上 定义 的 概率 态 的 互信 息 ,， 继而 


I (n) = H(q[X]) + H(q[Z]) — H(q) = D(q||q[X] ® q[Z]). (5.247) 


现在 假设 固定 系 综 mn, 并且 不 对 测量 /加 以 任何 限制 . ASE 7 的 可 及 信息 Iacc(7) 定义 
为 所 有 测量 jy 中 这 样 得 到 的 互信 息 的 上 确 界 ， 即 


Lacc(7) = op L,,(n), (5.248) 


其 中 的 上 确 界 是 对 所 有 可 能 的 工 以 及 测量 jy :TT — Pos(Y) 而 言 的 . 
虽然 在 这 个 定义 中 并 不 显然 , BRE n: 一 Pos(V) 的 可 及 信息 Iacc(m) 事实 上 是 可 以 
由 某 些 字母 表 TP 与 测量 jy :T 一 Pos(27) 得 到 的 . 下 面 的 引 理 对 揭示 这 个 事实 很 有 用 . 
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引 理 5.46 RUST AFAR, V AAKILEREAM, Hn: — PoV) 为 态 的 系 
综 . 另外 设 po, 1:0 —> Pos(Y) AMF, FAA [0,1] 为 实数 . 下 式 成 立 : 
i EPET o E r (n) < A Ijio (77) T (1 59 A) Ip (n). (5.249) 


证 明 设 X 与 Z 为 经 典 态 集合 分 别 为 了 与 的 经 典 寄存 器 . 定义 概率 向 量 PE P(E) 
使 得 对 所 有 acd 都 有 


p(a) = Tr(n(a)). (5.250) 
另外 定义 概率 癌 量 Qo, 1 E P(xT) 以 表示 寄存 器 对 (X, Z) 的 概率 态 , 即 对 所 有 (a,b) € ExT, 
qola, b) = (uo(b),n(a)) H qi (a,b) = (m (b), n(a)). (5.251) 


ASHE TET He PRR HE, 我 们 有 
Disi 

= D(Ago + (1 — A)qi||p @ (Ago[Z] + (1 — A) [Z])) 

< AD(qo||p ® go[Z]) + (1 — A) D(a ||P ® ai [Z]) 

= AI yo(m) + (1 — A) Ty, (1); 
也 即 我 们 需要 的 结果 . 口 

定理 5.47 设 了 为 字母 表 ，)) AARLE, 并且 n: E — Pos(YV) 为 态 的 系 综 . 

存在 满足 || < dim(V)? th FAT 以 及 测量 由 : 工 一 Pos(2) 使 得 


I (n) = Iacc(n). (5.253) 
WERA iv: A— Pos(Y) 为 测量 , 其 中 A 为 任 选 的 字母 表 . 根据 引 理 5.46, MR 
per Tyan) (5.254) 


E u: A> Pos(Y) 形式 的 所 有 测量 的 集合 上 是 凸 的 . 由 于 所 有 这 个 形式 的 测量 都 可 以 写 为 
同样 形式 的 极点 测量 的 凸 组 合 ,， 因此 必然 存在 极点 测量 ju: A — Pos(y) 满足 La) & 1,(%). 
根据 推论 2.48, u: A 一 Pos(Y) 是 极点 测量 的 假设 意味 着 

{a €A: (a) £0}| < dim(y)?. (5.255) 
Ian) 的 值 在 u 被 限制 于 字母 表 

[T={aeA: pla) £0} (5.256) 

上 的 时 候 并 不 会 改变 , 因此 我 们 可 知 , 必然 存在 测量 j :TT 一 Pos(V), WE n) > Ln). 其 
HT Æ |T| < dim(y)?. 

由 此 可 得 Iacc(m) 等 于 L 在 所 有 最 多 有 dim(Y)? 个 测量 结果 的 测量 六 上 的 上 确 界 . 
I.(n) 的 值 不 随 jy 的 测量 结果 的 重 命名 而 改变 , 因而 当 我 们 将 这 个 上 确 界限 制 到 只 需要 满足 
[| = dim (V? 的 某 一 测量 结果 集合 FF 上 时 ， 仍 然 不 失 一 般 性 . 因此 这 个 上 确 界 取 自 一 个 紧 
集 , 所 以 可 知 必然 存在 测量 /: 工 一 Pos(27) 能 够 达到 这 个 上 确 界 的 值 , 也 即 完 成 了 证 明 . O 
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5.3.3.2 Holevo 信息 


再 次 回想 情形 5.45, WX 为 经 典 寄存 器 , DA X 上 的 经 典 态 集合 ，Y 为 寄存 器 ,并且 
n: E — Pos(Y) 为 系 综 . 正如 2.2.3 市 所 讨论 的 , 我 们 将 寄存 器 对 (X,Y) 的 经 典 -量子 态 


a= 》_ Eaa Bo) (5.257) 
aed 


关联 到 系 综 n 上 . RER n 的 Holevo 信息 (或 者 叫 作 Holevo X- 值 ) 表示 为 x(n). 它 定义 为 寄 
存 器 X 与 Y 间 关 于 态 o 的 量子 互信 息 I(X : Y). 
假设 系 综 n 可 以 写作 
(a) = p(a) pa, (5.258) 


XE acE, pe PŒ) 为 概率 向 量 , 且 
{pa : a € E} E D(X) (5.259) 
为 一 些 态 的 合集 . n 的 Holevo 信息 可 以 由 如 下 计算 得 到 : 
x(n) = U(X: Y) 
= H(X) + H(Y) — H(X, Y) 


H (x p(a) pa) -H (x p(a) Baa Q pa) (5.260) 


aed aed 


= (> p(a) a) -> pla) H 


aed aed 


这 里 最 后 的 等 式 使 用 的 是 恒等式 (5.98). 我 们 还 可 以 将 其 写成 


_ yy pf mo) 
n= En |) - 2, Tr(n(a) )a( 4 Trina wy): (5.261) 
n(a)#0 
或 者 等 价 地 ， 
x(n) = a( Zne )) - X H(n(a)) + H(p). (5.262) 
aed aed 


由 von Neumann JAMIE (定理 5.23) 或 者 von Neumann WEARDE (定理 5.24) 可 
知 ，Holevo 信息 x(n) 对 所 有 的 系 综 n 都 是 非 负 的 . 

从 直觉 上 来 说 ，Holevo 信息 可 以 用 如 下 方式 解释 . 如 果 一 对 寄存 器 (X,Y) 处 于 如 上 表 
示 的 经 典 -量子 态 c,， 且 考虑 孤立 的 寄存 器 Y， 则 它们 的 von Neumann WA 


HIY) = Hf p Hoe) (5.263) 


aed 
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如 果 有 人 知道 了 X 的 经 典 态 wez 的 信息 , 则 从 他 们 的 角度 来 说 , Y 的 von Neumann pe 
到 H(pa). 因此 Holevo 信息 y(n) 可 以 被 看 作 在 人 们 知道 X 的 经 典 信 息 后 Y 的 von Neumann 
PRERE FISE. 
一 般 来 讲 , 我 们 不 能 说 Holevo 信息 是 凸 的 . 但 是 下 面 这 个 命题 给 出 了 两 个 使 得 它 是 凸 
的 的 情况 . 这 个 证 明 类 似 于 引 理 5.46 的 证 明 . 
命题 5.48 设 m: 一 Pos(》) 5 m:U— Pos\)) 为 态 的 系 综 , 这 里 为 复 欧 几 里 得 
zA, 为 字母 表 ， 并 进一步 假设 如 下 两 种 情况 至 少 有 一 个 成 立 : 
1. 系 综 no 5m 有 相同 的 平均 态 ED): 
> n0(a) = p= >》 m(a). (5.264) 
aed aed 


2. 系 综 m0 45m 有 着 相同 的 概率 分 布 (可 以 在 不 同 的 态 上 ): 
Tr(no(a)) = p(a) = Tr(m(a)), (5.265) 


Paced, FApEe P(L) 为 概率 向 量 . 
对 于 所 有 实数 入 Ee [0,1], FARA: 


x(Ano + (1 — A)m) < AX(7o) + (1 — A)x(m). (5.266) 


证 明 CSM KH H=C*,X HV 为 关于 空间 X 与 站 的 寄存 器 , 并 定义 经 典 - 量 子 态 00,01 € 
D(X 8V) 为 


fo = y Eaa®m(a) 和 o= > Eaa ® (a (5.267) 
aed acd 


对 于 给 定 的 Ae [0,1], EX o= ron + (1—A)or. KF nor m 以 及 Ano + (1—A)m 的 Holevo 
信息 可 以 表示 为 


x(no) =D(oollco[Xl @coolY])， 


(5.268) 
x(m) = D(oi||o1[X] ® oi [Y]), 
和 
x(Ano + (1 — A)m) = D(o | o[X] Q o[Y]). (5.269) 
在 该 命题 的 第 一 个 情况 下 , 我 们 有 oo [Y] = 01 [Y] = olY] = p. 此 时 , 不 等 式 (5.266) 等 价 
7 


D(a||o[X] 8 p) < A D(a ||a0[X] 8 p) + (1 — A) D(a ||o1 [X] @ p), (5.270) 


IU Fe FT PS HE (推论 5.33). 
在 该 命题 的 第 二 个 条 件 下 , 我 们 有 co[X] = ci[X] = c[X] = Diag(p). 通过 交换 X 5 Y 在 
第 一 个 条 件 中 的 角色 , 我 们 可 以 以 类 似 的 方式 证 明 这 一 点 . 口 
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5.3.3.3 Holevo 定理 


下 面 的 Holevo AHH, 对 于 态 的 所 有 系 综 ， 可 及 信息 的 上 界 由 Holevo 信息 给 出 . 
定理 5.49 (Holevo 定理 ) Hn: — Pos()) 为 态 的 系 综 , D 为 字母 表 而 Y 为 复 欧 几 里 
得 空间 . Iacc(m) < x(n) AÈ. 
证 明 ” 设 X 为 经 典 态 集合 为 2 的 经 典 寄 存 器 , AY 为 关于 复 欧 几 里 得 空间 V 的 寄存 
器 . 定义 态 o EC D(X @Y)A 
g = 5 Eaa ® nla), (5.271) 


acd 


并 假设 寄存 器 对 (X,Y) 处 于 态 o. 下 式 成 立 : 
x(n) = D(cllolX] ® olY]). (5.272) 


接 下 来 , 设 为 字母 表 , Z 为 经 典 态 集合 为 工 的 经 典 寄 存 器 ， 并 设 w:T — Pos(y) 为 
测量 . 定义 信道 © c C(Y, Z) 使 得 对 所 有 Y e L(V) 都 有 


(Y) = X (u(b), Y )Ev,b, (5.273) 
ber 
也 即 是 一 个 关于 测量 /的 量子 -经 典 信道 . 另外 考虑 o 将 Y 转换 到 Zz 上 的 情况 . 我 们 有 


(rix) 8 ®)(o) = D X (a(b), n(a)) Ea,a ® Ep,» = Diag(q), (5.274) 
aEX bel 


这 里 qE PŒ xT) 是 定义 为 对 所 有 a Ee 与 ET 都 有 
q(a,b) = (a(b), n(a)) (5.275) 
的 概率 向 量 . 在 此 情况 下 


L,,(n) = D(gllglX] ® q[Z]) 
= D( (lrx) ® §)(o)||(1Lcx) ® ®)(o[X] @ ofY])), 


因此 , Fae EE (EFF ASSESS, (AR ee BE 5.35) 我 们 有 Lin) < x(n). 由 于 
这 个 界 对 所 有 的 测量 pp 都 成 立 , 所 以 我 们 就 得 到 了 这 个 定理 . 口 
对 密度 算 子 的 所 有 合集 {pa : a E } CDV) 以 及 所 有 的 概率 和 癌 量 pe P(X), RNA 


H (x Her) — X _ p(a) H(pa) 


aed aed (5.277) 


<H (x nae) < log(dim(Y)), 
aed 

因此 每 一 个 系 综 n: E — Pos(V) 的 Holevo 信息 都 不 大 于 log(dim(yV)). 定理 5.49 的 推论 就 

是 这 个 观察 的 一 个 结果 . 
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推论 5.50 HE AFHR, V 为 复 欧 几 里 得 空间 ， 且 7 : 工 一 Pos(?) 为 态 的 系 综 . 下 
式 成 立 : 
Tace(7) < log(dim(Y)). (5.278) 
虽然 这 是 定理 5.49 的 一 个 简单 推论 , 但 是 它 给 出 了 如 下 在 概念 上 非常 重要 的 事实 : 如 
果 两 个 个 体 没 有 共享 任何 前 置 的 关联 或 者 共享 资源 , 然后 其 中 一 方 将 一 个 给 定 的 n 维 量子 
寄存 器 传递 给 另 一 方 , 则 这 个 过 程 中 传递 的 经 典 信 息 不 会 超过 log(n) 比特 . 


5.3.3.4 ”量子 随机 存 取 码 


量子 随机 存 取 码 是 信 源 编码 的 一 个 有 意思 的 变种 . 在 这 个 编码 方案 下 , 一 系列 经 典 符 号 
被 编码 到 量子 态 上 , 使 得 我 们 可 以 通过 使 用 解码 操作 任意 地 读 取 其 中 一 个 符号 . 下 面 这 个 情 
形 给 出 了 这 类 方案 的 一 个 抽象 定义 . 

情形 5.51 REST AFER, n JERY, X, Xn 为 经 典 寄存 器 并 且 共 享 经 典 
SRA L, 设 Z 为 经 典 态 集合 为 工 的 经 典 寄 存 器 , 而 Y 为 寄存 器 . 另外 使 得 pe P(E) 为 概 
率 问 量 ， 

(irin : Q1 '*'An E >"} C INY) (5.279) 

为 由 E 作 索 引 的 一 些 态 , 而 m,- ,jn :T 了 一 Pos(Y) 为 测量 . 

Alice 从 信 源 得 到 已 独立 生成 的 寄存 器 Xi, Xn 每 一 个 寄存 器 都 处 于 概率 态 p. 她 观 
察 (Xi…… ,Xn) 的 经 典 态 ul .…an E 53", 并 将 寄存 器 Y IBIAS paran 上, 然后 将 其 发 送 
给 Bob. Bob 选择 一 个 序号 ke {1,--- ,n}, 然后 用 对 应 的 测量 必 来 测量 Y 并 将 结果 储存 
到 经 典 寄存 器 Z 中 . Z 的 经 典 态 表示 Bob 获取 的 关于 X 上 经 典 态 的 信息 . 口 

下 面 这 个 例子 的 述 了 Alice 将 两 个 经 典 比特 编码 到 一 个 量子 比特 上 ， 同 时 使 得 Bob 可 
以 大 概率 地 得 到 他 选择 的 那个 比特 的 情况 . 

例 5.52 设 吕 = {0,1} 表示 二 元 字母 表 . 对 于 任意 实数 0, 定义 密度 算 子 o(9) € D(C?) 
为 


(5.280) 


cos*(0) cos(@) sin(@) 
cos(@) sin(@) sin? (6) | 
并 且 注 意 到 每 一 个 这 样 的 算 子 都 是 一 个 秩 为 1 的 投影 . 
Alice 获得 两 个 经 典 寄存 器 Xi 与 X*， 并 都 处 于 经 典 态 D. 假设 这 些 寄存 器 的 概率 态 都 

是 独立 且 均 久 分 布 的 . 她 将 这 一 对 寄存 器 (Xi,X2) 的 经 典 态 (al,az) € E x 了 编码 到 量子 态 
Para; ED(C2) E. 该 量子 态 定义 为 

poo = 0(7/8), pio = 0(37/8), 

poi = o(77/8), pir = o(57/8). 
Bob 从 Alice 处 获得 量子 比特 paic， 然 后 决定 他 希望 了 解 Xi 的 经 典 态 a BEX. 的 经 典 
AS a2. WR Bob 想 了 解 ai, 那么 他 用 定义 为 


m(0)=0(0) 和 yy (1) =c(r/2) (5.282) 


(5.281) 
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的 测量 p 来 测量 这 个 量子 比特 . 如 果 Bob 想 了 解 a2, 那么 他 用 定义 为 
H2(0) = o(7/4) 和 p2(1) = o(37/4) (5.283) 


的 测量 py 来 测量 这 个 量子 比特 . 通过 利用 公式 


(a(o), 0(8)) = cos*(¢ — 0), (5.284) 
我 们 从 这 个 例子 分 析出 , 如 果 Bob 用 测量 ue 来 测量 po,。,， 那么 他 会 以 cos2(r/8) < 0.85 的 
概率 得 到 结果 ak. 口 


考虑 情形 5.51， 我 们 可 以 定义 给 定 正 整数 ”与 概率 向 量 p e PE) 的 量子 随机 存 取 码 . 
它 包含 两 个 元 素 : 第 一 个 是 一 些 密度 算 子 


{Baian ? Masa, E OC DY), (5.285) 
它 表 示 序 列 ai.…an E E” 的 可 能 编码 ; 第 二 个 是 一 系列 测量 
1 ,Wn :TT — Pos()), (5.286) 


用 于 恢复 其 中 一 个 原始 寄存 器 Xi1,:… ,Xn 的 信息 . 

从 这 个 量子 随机 存 取 码 中 获取 的 信息 的 量 可 以 用 一 个 同 量 (a1,… ,an) 表示, 这 里 ay, 
表示 在 使 用 测量 J 并 将 结果 储存 到 Z 的 情况 下 , Xi 与 Z 间 的 互信 息 . 向 量 (a1,… ,an) 可 
以 用 更 精确 的 语言 定义 如 下 . 首先 , 我 们 定义 系 综 n: DO" 一 Pos(V) 为 

nN(Q1 An) = plai): plan) Paian; (5.287) 
这 里 ai- -an E E”. 然后 , 对 于 每 一 个 k€ {1, ,n}, 我们 定义 
ar = I(Xk 。 Z) (5.288) 
这 里 互信 息 是 关于 复合 寄存 器 (Xi,…: Xn Z) ERMES qr E€ P(E" xT) 的 . 这 个 态 定义 
为 , 对 每 一 个 ai.…anEzn Hber, 
qk(a1 +++ an, b) = (ue(b), nlar an)). (5.289) 


5.3.3.5 Nayak 定理 

虽然 例 5.52 似乎 给 出 了 量子 随机 存 取 码 相对 经 典 编码 方案 的 一 个 可 能 的 优势 , 但 是 这 
一 感觉 是 错误 的 . 下 面 这 个 定理 显示 ,量子 随机 存 取 码 的 能 力 严重 受 限 . 

定理 5.53 (Nayak 定理 ) HE AFER, peP) 为 概率 向 量 , Hon 为 正 整 数 . 另 
外 设 7》 复 欧 几 里 得 空间 , AFAR, FH 


{Paan | 21°**Q@n ED TCDD 和 m, ,Hn :TT — Pos(y) (5.290) 
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为 p 的 量子 随机 存 取 码 . 假设 (ai,…. ,an) 为 表示 该 码 中 可 以 获取 的 分 布 p 上 定义 的 信息 
的 量 的 向 量 . 则 必然 有 | 
>》 ak < x(n), (5.291) 
ml 


XB n: E” 一 Pos(V) 为 对 每 一 个 a1…an EE” 都 有 
(G1 +++ an) = plar): P(An) Pay---ay, (5.292) 


证 明 WX, ,Xn 为 经 典 寄存 器 ,它们 有 共同 的 经 典 态 集合 L, AY 为 天 于 复 欧 几 
里 得 空间 Y 的 寄存 器 (与 情形 5.51 中 一 样 ). 1 


= >, pP(a1) plan) Baa BB Ea, an @ Paran (5.293) 


jian EN 
为 复合 寄存 器 (Xi,…: Xn, Y) 上 关于 系 综 7 的 经 典 -量子 态 . 对 于 态 o 我们 有 
Ts ,Xn YY = x(n). (5.294) 
现在 下 式 成 立 : 
UX, <** Mn Y) 
二 


这 个 恒等式 (等 价 于 一 个 通常 称 为 量子 互信 息 的 链 式 法 则 的 恒等式 ) 对 这 些 寄存 器 上 的 所 有 
态 都 成 立 , 并 且 可 以 通过 推广 量子 互信 息 的 定义 来 验证 . 对 于 态 o 的 特殊 情况 , 我 们 有 


(5.295) 


I(Xi1, oem +6 Xn—1 Š Xn) = 0, (5.296) 


因为 寄存 器 Xi, Aan 对 于 该 态 是 独立 的 ， 所 以 


Te 08> Ree i SIO VT + 1 Ge 


(5.297) 
a LK, -Ny «Ane? Y 
这 里 的 不 等 式 源 于 推论 5.37. 通过 递归 地 使 用 这 个 不 等 式 , 我 们 可 以 得 到 
I(X1,--: ,Xn: Y) > DCA EYJ: (5.298) 


k=1 


最 后 , 我 们 可 以 观察 到 , 对 于 每 一 个 Ke {1,--- ,n}, ak < I(Xk: Y). 这 源 于 Holevo 定理 
(定理 5.49). 因此 


X ar < I(X1,.… ,Xn : Y) = x(n), (5.299) 
k=l 


也 即 我 们 想 要 的 结 末 . 口 
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量子 随机 存 取 码 的 一 个 有 趣 的 种 类 是 ,， 当 4 DP 都 为 二 元 字母 表 时 的 情况 , 这 包括 了 
例 5.52 中 的 码 . 此 时 我 们 想 让 寄存 器 Z 上 的 经 典 态 在 无 论 测 量 哪个 系数 Ke {1,… ,nl 的 
情况 下 都 与 Xe 一 致 . 定理 5.53 给 出 了 这 类 情形 的 一 个 强 限制 . 下 面 这 个 引 理 是 Fano REX 
的 一 个 特殊 情况 . 它 可 以 用 于 分 析 这 种 特殊 情况 . 

引 理 5.54 设 X 与 Y 为 共享 经 典 态 集合 D={0,1} 的 经 典 寄 存 器 ， 并 假设 寄存 器 对 
(X,Y) 处 于 概率 态 gE P(E XD). 这 里 g[X](0) = g[X](1) = 1/2, 并且 对 于 € [0,1], 


q(0,0) + gq(1,1) =X. (5.300) 
( 换 句 话说 ，X 上 的 态 是 均匀 分 布 的 ， FLY 与 X 都 和 概率 入 相符 ). 则 UX: Y) > 1-H, 


L= JI 
证 明 ”定义 Z 为 经 典 态 集合 为 D 的 经 典 寄存 器 , 并 设 peP xEx E) 为 定义 为 


qla,b) c=a@®b 
p(a, b,c) = (5.301) 
| 其 他 

的 概率 问 量 . 这 里 ab 表示 二 元 值 a 与 b 的 异 或 . 换 句 话说 , p 描述 了 (X,Y,Z) 的 概率 态 ， 
其 中 (X,Y) 是 以 gq 的 概率 分 布 的 , 而 Z 是 X 与 Y 异 或 的 集合 . 对 于 这 个 态 , 我 们 有 


H(Z) = H(A,1—)). (5.302) 


另外 ,， 下 式 成 立 : 

H(X|Y) = H(ZIY), (5.303) 
因为 对 于 Y 上 每 一 个 给 定 的 经 典 态 , X 与 Z 的 经 典 态 相互 唯一 确定 . 最 后 , 根据 Shannon 
RANA OE (命题 5.9), 我 们 有 

H(Z|Y) < H(Z). (5.304) 


因此 
LA: ¥) = HX) —HXAY) =1-—HA(ZY 
(X: Y) (X) — H(X|Y) (Z|Y) (5.308) 
> 1—H(Z} = 1 — HA, 1 — 3), 
也 即 我 们 想 要 的 结果 . 口 
推论 5.55 RD = {0,1} 表示 二 元 字母 表 , n 为 正 整数 ，]) 为 复 欧 几 里 得 空间 ， 且 
NE [1/2,1] 为 实数 . 另外 设 


(faran | G7 Aa ELF GDY) (5.306) 


为 一 些 密度 算 子 ， 并 且 设 
Hi,- spn : & — Pos(y) (5.307) 
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为 测量 . 如 果 对 任 选 的 keE {1,---,n} 5 aran EL", 有 
(klak) Paican) 之 A, (5.308) 


则 
log(dim(V)) > (1 — H(A, 1 — A))n. (5.309) 
WERA 设 pe P(2) 为 均匀 分 布 ， 并 定义 系 综 n: E” — Pos()), EERME FI E 
a1'…an E E” 都 有 


1 
nlar … an) = p(a1)-+*P(Gn)Par---an = gn Paran" (5.310) 


设 (a1,°°° ) Xn) 为 表示 由 合集 {Paran : Gyeln € ye) 与 测量 oy ain 定义 的 分 布 p 的 
量子 随机 存 取 码 的 向 量 . 结合 引 理 5.54 以 及 H(a,1 - a) 是 关于 a 在 [1/2,1] 上 的 递减 函数 
这 一 事实 ,我 们 可 以 得 到 ,对 于 每 一 个 有 E {1,--- , nh, 


Gy > 1=—H(d,1—2). (5.311) 

根据 定理 5.53, 我 们 有 
x(n) > (1— H(A, 1 — A))n. (5.312) 
由 于 7 的 Holevo 信息 不 大 于 log(dim(27))， 所 以 我 们 完成 了 证 明 . 口 


因此 , 对 于 这 里 考虑 的 量子 随机 存 取 码 的 特殊 类 型 ,编码 长 度 为 n 的 二 元 串 需要 的 量 
子 比 特 数 与 n 呈 线 性 关系 . 其 中 这 个 常数 随 厦 容错 率 的 下 降 趋 于 1. 


5.4 习题 


习题 5.1 设 X、Y 与 Z 为 寄存 器 . 证 明 如 下 两 个 不 等 式 对 这 些 寄存 器 上 的 所 有 态 
pED(X QY Q Z) 都 成 立 : 
(a) I(X,Y :Z)+I(Y : Z) 2 I(X: Z) 
(b) H(X, YIZ) + H(Y|Z) > H(X|Z) — 2 H(Z) 
习题 5.2 RUALSHR, X., V5 Z 为 复 欧 几 里 得 空间 ，p € D(X @ Z) 为 密度 算 
FT, p € P(Z) 为 概率 向 量 ， 并 且 {®, : ac E} C C(X,y) 为 一 些 信道 的 合集 .定义 系 综 
n: E — Pos(Y @ Z) 使 得 对 每 一 个 ae 都 有 


n(a) = p(a)(®_ ® ltiz) ) (Pp). (5.313) 
证 明 
x(n) < a (Pa (a)®, ( (Trz(p ») + >》 p(a) H a(Trz(p))). (5.314) 
aed acd 


习题 5.3 KRX.Y 与 Z 为 寄存 器 . 
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(a) 证 明 对 这 些 寄存 器 上 所 有 的 态 p © D(X OVSZ), FRU: 
I(X,Y : Z) < I(Y : X,Z) +2H(X). (5.315) 


(b) E E AX 上 的 经 典 态 集合 , {os : aE dD} CD(Y@2Z) 为 密度 算 子 的 合集 , pe P(E) 为 
概率 癌 量 , FFA. 


j= >. pla)Ea a Q oa (5.316) 
aed 


为 (X,Y,Z) 上 的 态 . 证 明 对 于 态 p, 我 们 有 
I(X, Y : Z) < I(Y : X, Z) + H(X). (5.317) 
习题 5.4 RUAFHR, XY FY 为 复 欧 几 里 得 空间 ， 另 外 设 更 € C, yY) 为 信 
道 , n: E 一 Pos(X%) HAR, 并 定义 系 综 O(n) : E 一 Pos(]7) 使 得 对 每 一 个 ae 都 有 
(®(7))(a) = P(n(a)). (5.318) 


证 明 x(®(n)) < x(n). 
习题 5.5 ” 设 X 与 Y 为 寄存 器 , FFA po,pl E D(X @Y) 为 这 些 寄存 器 上 的 态 . 证 明 对 


任 选 的 Xe [0,1] 都 有 
H(Apo + (1 — A)p1) — H(Apo[Y] + (1 — Np1lY)) 
> \(H(p0) — H(po[Y])) + (1 — A) (H(e1) — H(p [Y])) 
(等 价 地 , 证 明 X 在 给 定 Y 时 的 条 件 von Neumann WERE TENSE.) 


习题 5.6” 设 X 与 Y 为 寄存 器 , pc D(X OV) 为 对 某 些 字母 表 L, MARE p € P(E) 
以 及 态 的 两 个 合集 {0a : aE E} CD(X) 与 { 人 :as2cDO)) 满足 


(5.319) 


P= >》 (a) oa ® Ea 
aed 
的 这 些 寄存 器 的 态 . 
(a) 证 明 对 于 态 p, (X: Y) < H(p) 成 立 . 
(b) 证 明 


H(p) > 》 pla) H(oa) +H (£ noe) (5.320) 


5.5 ”参考 书目 注释 

Shannon HELLA F Shannon 的 论文 (Shannon, 1948). 这 一 般 被 认为 代表 着 信息 论 
的 出 现 . 这 篇 论文 证 明了 许多 基本 事实 , 包括 Shannon 信 源 编码 定理 (定理 5.40 是 它 的 变 
种 ) 以 及 Shannon 信道 编码 定理 . 在 同一 篇 论文 中 ，Shannon LEX TRN, HER TIH. 
信息 (虽然 没有 使 用 这 个 名 字 ), 另外 还 证 明了 以 他 的 名 字 命 名 的 炉 函 数 在 信息 与 不 确定 度 的 
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测度 在 自然 过 程 中 满足 某 些 简单 的 公理 的 前 提 下 是 唯一 的 (只 差 一 个 归 一 化 系数 ). Shannon 
在 他 1948 年 的 论文 中 观察 到 了 他 的 炉 函 数 与 统计 力学 中 炉 的 概念 的 相似 性 ， 因 而 之 后 人 们 
认为 他 在 von Neumann WEEN FEH T “A” ANAF (Tribus 和 McIrvine, 1971). 有 很 多 
研究 者 考虑 了 燃 的 这 些 概念 之 间 更 多 本 质 上 的 联系 (比如 ， 见 Rosenkrantz (1989)). 

FET HG PRE ZE 1951 年 由 Kullback 与 Leibler (Kullback 和 Leibler, 1951) 定义 的 . 定 
H 5.14 源 于 (Audenaert (2007)). Pinsker 不 等 式 (使 用 更 小 的 常数 的 定理 5.15) 是 由 (Pinsker 
(1964)) 证 明 的 , 之 后 Csiszár 与 Kullback 等 人 优化 . 关于 经 典 信 息 论 的 更 多 信息 可 以 在 相 
关 课 题 的 很 多 书 中 找到 , 包括 (Ash (1990)) 与 (Cover 和 Thomas (2006)) 的 著作 等 . 

von Neumann 燃 最 早 是 由 von Neumann 在 1927 年 的 论文 (von Neumann, 1927a) FE 
义 的 , 之 后 他 在 1932 年 出 版 的 书 (英文 版 见 von Neumann (1955)) 中 在 量子 统计 力学 框架 
下 对 其 进行 了 更 详细 的 讨论 . BA Shannon 声称 他 与 von Neumann 讨论 过 Shannon $, 但 
是 我 们 没有 von Neumann 曾经 从 信息 论 的 角度 考虑 过 von Neumann fj RAMU. 

FAA EH: Umegaki (1962) 定义 的 . 一 个 可 以 得 到 Klein 不 等 式 的 事实 (命题 5.22 
中 所 说 的 ) 是 许多 年 前 由 Klein (1931) 证 明 的 . 定理 5.25 是 由 Araki 和 Lieb (1970) 证 明 的 ， 
他 们 在 同一 篇 论文 中 给 出 了 由 此 得 到 的 纯化 方法 . Fannes-Audenaert 不 等 式 (定理 5.26) 的 
一 个 弱化 版 本 是 由 Fannes (1973) 证 明 的 , 之 后 又 由 Audenaert (2007) 加 以 强化 (通过 约 化 
到 定理 5.14 中 表述 的 经 典 结果 . 本 结果 也 是 在 同一 篇 论文 中 证 明 的 ). 

Lieb HÆÆ H Lieb (1973) 证 明 的 . 定理 5.30 中 对 该 定理 的 表述 来 源 于 Ando (1979). 
这 个 定理 的 证 法 有 很 多 种 .本 书 使 用 的 证 法 来 源 于 Simon (1979) 的 著作 ， 并且 经 Ando 的 
方法 (Ando, 1979) 的 启发 而 简化 过 . Simon 把 他 的 证 明 的 核心 思想 归功 于 Uhlmann (1977). 
von Neumann JAGR FY] DOPE 7a AB EA Lanford 和 Robinson (1968) 提出 的 , 并 由 Lieb 和 
Ruskai (1973) 用 Lieb MH #EATUEHA. Lindblad (1974) 也 是 用 Lieb 凹 定理 证 明了 量子 相对 
WEATHER LE. 量子 Pinske 不 等 式 (定理 5.38) 出 现 于 Hiai、Ohya 和 Tsukada (1981) Wie 
MX, 并 且 根 据 Uhlmann (1977), 它 可 以 作为 更 一 般 的 定理 的 特殊 情况 . 

定理 5.44 是 由 Schumacher (1995) 证 明 的 . Holevo (1973a) 通过 一 个 与 本 章 中 不 同 的 方 
法 证 明了 以 他 名 字 命 名 的 定理 (定理 5.49) Holevo 的 证 明 并 没有 使 用 von Neumann X 
的 强 次 可 加 性 或 Lieb MEM. 

量子 随机 存 取 码 是 由 Ambainis、Nayak、Ta-Shma 和 Vazirani (1999) 给 出 的 ， 他 们 证 
明 的 是 针对 量子 随机 存 取 码 相 比 推论 5.55 更 弱 的 一 个 限制 . 而 这 个 推论 由 Nayak (1999b) 
在 短 时 间 后 证 明 (前 面 两 个 参考 文献 一 开始 在 会 议论 文集 中 出 现 ， 之 后 才 发 表 为 期 刊 论文 
(Ambainis, Nayak, Ta-Shma 和 Vazirani, 2002)). 定理 5.53 描述 的 Nayak 定理 , YR Nayak 
的 博士 毕业 论文 (Nayak，1999a) 中 一 个 相关 定理 的 证 明 . 
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二 分 纠缠 





纠缠 是 量子 信息 理论 中 的 一 个 基本 概念 ， 它 被 认为 是 将 量子 系统 与 其 相应 的 经 典 系统 
区 分 开 的 典型 特征 . 非 正 式 地 讲 ， 当 不 可 能 用 经 典 的 术语 来 精确 指出 一 组 寄存 器 之 间 存 在 的 
关联 性 时 , 我 们 称 这 组 寄存 器 的 态 Xi1,:… ,Xn 是 纠缠 的 . 当 可 能 用 经 典 的 术语 描述 这 些 关 联 
VEIN, 这 些 寄 存 器 被 称 为 处 在 一 个 可 分 态 中 . 因此 ,“ 纠 缠 存 在 于 两 个 或 更 多 的 寄存 器 之 间 ” 
与 “可 分 性 缺失 ”是 同 义 的 . 

本 章 介 绍 与 二 分 纠缠 相关 的 概念 ， 其 中 我 们 精确 地 考虑 了 两 个 寄存 器 (或 两 组 寄存 器 ) 
之 间 的 关联 性 . 我 们 将 要 讨论 的 话题 包括 : 可 分 性 的 性 质 , 其 不 但 适用 于 态 , 还 适用 于 信道 
和 测量 ; 纠缠 的 操作 与 量化 的 相关 方面 ; 对 与 纠缠 相关 的 操作 现象 的 一 些 讨论 , 包括 传 态 、 
秽 密 编码 和 对 于 可 分 系统 的 测量 的 非 经 典 关 联 性 . 


6.1 可 分 性 


本 节 介 绍 可 分 性 的 概念 , 这 一 概念 适用 于 态 、 信道 以 及 二 分 系统 上 的 测量 . 我 们 也 可 以 
定义 这 一 概念 的 一 个 多 分 的 变 体 , 但 在 本 书 中 , 我 们 只 考虑 二 分 可 分 性 . 


6.1.1 可 分 算 子 与 可 分 态 


作用 在 二 分 张 量 积 空间 上 的 算 子 的 可 分 性 的 性 质 定义 如 下 . 
定义 6.1 ”对 于 任 选 的 复 欧 几 里 得 空间 X Y, RS Selt: V) 被 定义 为 包含 所 有 半 
正定 算 子 RE Pos\X 8Y) 的 集合 ， 其 中 存在 一 个 字母 表 E 和 两 组 半 正 定 算 子 


{Pa : a €E E} C Pos(¥) Fe {Qa : a€ E} Cc Pos(y), (6.1) 
使 得 
H= y MOQ (6.2) 


acy 
集合 Sep(X:V) 的 元 素 称 为 可 分 算 子 . 

注 : 正如 上 面 的 定义 所 反映 的 那样 ， 必 须 强 调 可 分 性 是 根据 一 个 给 定 算 子 潜藏 的 复 欧 
几 里 得 空间 的 一 个 特定 张 量 积 结构 所 定义 的 ， 所 以 ， 当 我 们 使 用 术语 “可 分 算 子 ”时 ， 我们 
必须 同时 表明 这 个 张 量 积 结构 (如 果 那 不 是 隐 含 的 ). 例如 ,一 个 算 子 RE Pos(\X 8Y ® Z) 
可 能 是 Sep(X : V Z) 的 一 个 元 素 , 而 非 Sep(X YV: Z). 

通过 把 上 面 的 定义 限定 在 密度 算 子 上 , 我 们 可 以 得 到 可 分 态 的 定义 . 
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定义 6.2 令 万 和) 为 复 欧 几 里 得 空间 . 我 们 可 以 定义 
SepD(¥ : VY) = Sep(¥:Y) N D(X @Y). (6.3) 


集合 SepD( :7 的 元 素 称 为 可 分 态 (或 可 分 密度 算 子 ). 
6.1.1.1 ”可 分 密度 算 子 和 可 分 态 的 凸 性 质 


集合 Sep(& : V) 和 SepD(¥ : V) 有 着 关于 凸 性 的 多 种 性 质 , 我 们 将 考虑 其 中 的 一 部 分 . 

命题 6.3 ”对 于 任 选 的 复 欧 几 里 得 空间 X fe VY, RFS SepD(X:yY) 是 凸 的 ， 并 且 集 合 
Sep(V: V) 是 一 个 凸 锥 . 

证 明 “首先 我 们 将 证 明 Sep(¥:V) 是 一 个 凸 锥 . (RA DIE Sep(¥:Y) 对 于 加 法 以 及 与 
任何 非 负 实数 的 乘法 是 封闭 的 . 为 了 这 个 目的 , 假设 Ro, Ri € Sep(¥:Y) 是 可 分 算 子 , 入 > 0 
是 一 个 非 负 实数 . 可 以 写 出 等 式 


Ro= > Roi M R= > RaQ (6.4) 


aeXo aed 
对 于 互 斥 的 字母 表 2o 和 2 ， 和 两 个 非 正定 算 子 的 组 合 


{Pa : á E Do U Xi} C Pos(&), 


(6.5) 
{Qa : a € Eo U E1} C Pos(y) 
成 立 . 等 式 
Ro + Rı = >》 Pı 四 Qa (6.6) 
a€MoUh 
成 立 , 所 以 有 Ro + Ry € Sep(& : V). 此 外 , 还 有 等 式 
ARo = > (APa) ® Qa (6.7) 


a€Xo 


成 立 . 因为 对 于 每 一 个 半 正 定 算 子 Pe Pos(X) WA AP € Pos(¥), 所 以 可 得 ARo € Sep(& : 
y). 
SepD(X : V) 是 凸 的 , 这 是 因为 它 等 于 两 个 凸 集合 Sep(X : V) 和 D(X YV) WAR. O 
当 与 前 面 的 命题 相 结合 时 ,由 下 一 个 命题 可 以 推 寻 出 Sep( 志 :JI7) 与 由 SepD(¥ : V) 生成 
的 锥 相等 . 
命题 6.4 令 Z 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 , AC Pos(Z) 为 一 个 锥 , 并 且 假 设 B= AND(Z) 
非 空 . 有 下 列 等 式 成 立 : 
A = cone(B). (6.8) 
证 明 ”首先 假设 ps 8B 以 及 和 > 0. 则 根据 BCAA A 是 一 个 锥 ,有 Ap EARM. 
因此 
cone(B) C A. (6.9) 
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现在 假设 Pe A. 如 果 P=0, 那么 对 于 入 = 0 以 及 任 选 的 pc B, 我 们 有 P = àp. 如 
PLO, 则 考虑 密度 算 子 p = P/Tr(P). 有 1/Tr(P) > 0 且 A 是 一 个 锥 , 故 pE A 成 立 ， 
因此 p eB. 因为 对 于 à= T(P) >0 4 P = Ap, 所 以 Pe cone(B) 成 立 . 因此 ， 


A C cone(B), (6.10) 


命题 得 证 . 口 
在 下 一 命题 中 我 们 给 出 了 两 种 等 价 的 精确 表述 可 分 态 的 方式 ， 它 们 都 是 谱 定 理 的 直接 
结果 . 
命题 6.5 F2ECD(XQY) 为 关于 复 欧 几 里 得 空间 X HY 的 一 个 密度 算 子 . 下 面 的 
声明 是 等 价 的 : 
1. € € SepD(4: V). 
2， 存 在 一 个 字母 表 区 、 态 的 集合 {pa : a € E} CD(X) 5 fog: aE E} CD(Y), 以 及 一 个 
概率 向 量 p E P(X), 使 得 
E= J pla) pa @ 0a. (6.11) 


aed 
3， 存 在 一 个 字母 表 部、 单位 向 量 的 集合 {Ta : aED} CR K {ya : aE€}C, 以 及 一 个 
概率 向 量 p E P(X), 使 得 


E= >_p(0) tary, ® Yaya: (6.12) 
aed 


证 明 ”根据 声明 3 显然 可 以 推导 出 声明 2, 同时 由 声明 2 可 以 立刻 推导 出 声明 1. 这 是 
因为 SepD(X : V) 是 凸 的 ,并 且 对 于 每 个 a e 5 都 有 pa @ oq E SepD(X: V). 我 们 还 需 证 明 
由 声明 1 可 以 推导 出 声明 3. 

A Ee SepD(X: YV). HF €€Sep(X:Y), 所 以 我 们 可 以 写 出 


f=} ASQ, (6.13) 


ber 
该 等 式 对 于 选 定 的 某 些 字母 表 以 及 半 正 定 算 子 的 集合 {Pp : b Er} C Pos(X) 和 {Q : 
b ET} C Pos( Y) 成 立 . & n = dim(X),m = dim(》), 并 且 对 于 每 个 5 ET, 考虑 这 些 算 子 的 
如 下 庄 分 解 : 


pa = >, rj (Po) uo jUp, j 和 y = ` Ak (Qb )Vb,kV5.k : (6.14) 


j=1 k=1 


EX E =T x {1,--- n} x {1,---,m}, HEM 


p((b, j, k)) = Aj (Ps)An (Qo); 
Tib j,k) = Ub,j; (6.15) 


Yb, j,k) = Vb,k 
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对 每 一 个 (b, j,k) € E 成 立 . 一 个 直接 的 计算 表明 ， 


> P(A) Tata @ Yala = >. Fy 8 Qs E. (6.16) 


aed ber 


此 外 ,因为 p(a) 的 每 个 值 都 是 非 负 的 ,并 且 


> | pa) = Te(é) = 1, (6.17) 
aed 
所 以 p 是 一 个 概率 癌 量 . 从 而 我 们 证 明了 由 声明 1 可 以 推导 出 声明 3. 口 
根据 前 面 的 命题 中 声明 1 和 声明 2 的 等 价 性 ,可 知 一 个 给 定 的 可 分 态 E € SepD(X : YV) 
表示 一 对 寄存 器 (X,Y) 的 独立 的 量子 态 上 的 一 个 经 典 概率 分 布 ; 并 且 在 孤立 地 考虑 时 , 在 这 
个 意义 下 寄存 器 X 和 YY 的 可 能 的 态 是 经 典 关 联 的 . 
对 于 一 个 可 分 态 E E SepD( : V) 来 说 , 表达 式 (6.12) 通常 并 不 唯一 一 一 可 能 存在 许多 
种 以 这 种 形式 表达 E 的 等 价 方式 . 很 重要 的 一 点 是 , 我 们 可 以 观察 到 这 种 形式 下 的 表达 式 并 
不 能 直接 从 E 的 一 个 谱 分 解 得 到 . 事实 上 , 对 于 选 定 的 某 些 € € SepD(¥: Yy), E 的 每 一 个 形 
AAA (6.12) 的 表达 式 都 要 求 D 的 势 要 严格 大 于 rank(é). 尽管 如 此 , 使 形 如 式 (6.12) 的 表 
达 式 存在 所 需 的 字母 表 2 尺度 的 一 个 上 界 可 以 由 Carathéodory 定理 (定理 1.9) 得 到 . 
命题 6.6 ” 令 &€ SepD( 人 :站 ) 为 一 个 可 分 态 , HP x 和 了 是 复 欧 几 里 得 空间 . 存在 一 
个 字母 表 DIE |E] < rank(€)?, 两 组 单位 同 量 {x6 : ac E} cM {ya ace E}cy, A 
及 一 个 概率 向 量 pe PE), 使 等 式 


g= > P(a)LaX_ B Yaa (6.18) 
aed 
成 立 . 
证 明 ”根据 命题 6.5, 有 
SepD( : VY) = conv { rr” Q yy* : x E S(X), ye S(y)} (6.19) 
成 立 ， 从 而 可 知 包含 在 集合 
conv{rx* Q yy” : x E€ S(X), y € S(Y), im(rr” @ yy*) C im(€) } (6.20) 


内 . 每 一 个 满足 im(p) C im(€) 的 密度 算 子 pe D(X SY) MABEABEA rank(€)? —1 的 实 
仿 射 子 空间 
{H € Herm(X & YV) : im(H) C im(€), Tr(H) = 1} (6.21) 
内 , 所 以 上 面 的 命题 可 以 直接 根据 Carathéodory 定理 得 出 . 口 
通过 把 上 述 命题 与 命题 6.4 相 结 合 , 我 们 可 以 得 到 下 面 的 推论 . 
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推论 6.7 4 ReSep(X¥:)V) 为 一 个 关于 复 欧 几 里 得 空间 X fo V 的 非 零 可 分 算 子 . 存 
在 一 个 字母 表 避 使 得 E| < rank(R)*, 以 及 两 组 向 量 {xra : a EE} CX Fo{y:aEexXsycy, 
使 等 式 


R=) zor: ® Yaa (6.22) 
aed 


在 本 小 节 中 , 关于 可 分 算 子 与 可 分 态 的 最 后 的 观察 是 下 面 的 命题 , 它 针 对 集合 Sep X:N) 
和 SepD( : V) 建立 了 一 个 基本 的 拓扑 性 质 . 
命题 6.8 对 任 选 的 复 欧 几 里 得 空间 志和 了 , KS SepD(V:)) 是 紧 的 , LRA Sep(V:y) 
是 闭 的 . 
证 明 HAER S(X) 和 SOV) 是 紧 的 ,这 说 明 它 们 的 笛 卡 儿 积 SX) x SV) 也 是 紧 的 . 
PK aX 
$ : S(X) x S(Y) — Pos( X Q V) : (x,y) = rr BY (6.23) 


是 连续 的 , 所 以 集合 
o(S(#) x S(V)) = {z7* @ yy" : z ES(X), y € SV)} (6.24) 


是 紧 的 . 因为 一 个 紧 集 的 凸 包 必 须 是 紧 的 , 所 以 SepD(¥: V) 也 是 紧 的 . 

由 于 SepD(X : V) 是 紧 的 且 不 包含 0, 所 以 其 生成 的 锥 是 闭 的 , 因此 Sep(& : Y) 是 闭 的 . 
6.1.1.2 Horodecki 准则 

下 面 的 定理 提供 了 关于 可 分 性 的 另外 一 个 特性 的 描述 ， 说 明了 算 子 可 分 性 的 性 质 与 映 
射 的 正 性 是 紧密 相关 的 . 

定理 6.9 (Horodecki 准则 ) 令 X f V ARKILEBE I, R E Pos( 8V) 为 一 个 半 
正定 算 子 . 下 面 三 个 声明 是 等 价 的 : 
1. RE Sep(4: V). 
2. 对 于 每 一 个 选 定 的 复 欧 几 里 得 空间 Z HERH O ETX, Z2), 有 


(® & licy)) (R) E€ Pos(Z & V) (6.25) 


3. 对 于 每 一 个 正 的 保 么 映射 


(® @ 1L) ) (R) € Pos(Y 8 V) (6.26) 
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证 明 ”首先 假设 Re Sep(¥: Y). 从 而 
R=% BaQ (6.27) 


aed 


对 选 定 的 某 些 字母 表 D 以 及 合集 {P, : ae DU} C Pos(X) 和 {Qa : a € E} C Pos(V) 成 立 . 
对 每 一 个 复 欧 几 里 得 空间 Z 和 每 一 个 正 映射 ET, Z) 有 


(® @ lro) (R) = X ®(Pa) ® Qa E Pos(Z @ YV) (6.28) 


aed 
成 立 . 这 是 由 于 对 于 每 个 we DU, O(P,) 是 一 个 半 正 定 算 子 . 因此 ， 由 声明 1 可 以 推导 出 声 
明 2. 

显然 由 声明 2 可 以 推导 出 声明 3. 

最 后 ， 我 们 将 用 反 证 法 证 明 由 声明 3 可 以 推导 出 声明 1， 为 了 这 个 目的 ， 假 设 RE 
Pos(¥ @ VY) 不 是 一 个 可 分 算 子 ， 由 于 Sep(& : V) 是 在 实 同 量 空间 Herm(¥ @ Vy) 内 的 一 个 
闭合 的 凸 锥 ， 所 以 根据 超 平面 分 离 定理 (定理 1.11) 可 以 得 出 ,必须 存在 一 个 Hermite HT 
H € Herm(X @ V) 使 得 对 于 每 一 个 € Sep(& : V) 都 有 (H, R) <0 和 (H,S) > 0. RF H 
将 被 用 于 定义 一 个 正 的 保 么 映射 © ETX, V) 其 中 


(® @ 1p) (R) ¢ Pos(Y ® V). (6.29) 
首先 , S VeETY,%) 为 关于 J(V) =H 的 唯一 映射 , 选 定 s > 0 为 一 个 满足 不 等 式 
(H, R) +eTr(R) <0 (6.30) 
的 充分 小 的 正 实数 ， 且 对 于 每 一 个 XeL(4), EM EET, YV) A 
E(X) = U*(X) +e Tr(X)Ly. (6.31) 
对 于 任 选 的 半 正 定 算 子 Pe Pos(&) 和 Q € Pos(Y), 有 
P@Q€Sep(*:y), (6.32) 


从 而 
0<(H,P®Q) =(P8Q,J(¥)) = (P, ¥(Q)). (6.33) 


该 不 等 式 对 选 定 的 每 一 个 P e Pos(¥) 和 Q e Pos(Y) 成 立 ， 这 说 明 对 于 选 定 的 每 一 个 
Q € Pos(Y) 都 有 亚 (Q) € Pos(X). 因此 更 是 一 个 正 映射 . 根据 命题 2.18 我 们 可 以 得 出 亚 
也 是 一 个 正 映 射 . 所 以 ,对 于 每 一 个 非 零 的 半 正 定 算 子 P € Pos(¥), AT E(P) 等 于 一 个 半 
正定 算 子 U*(P) 加 上 一 个 单位 算 子 的 正 积 . 
现在 令 A = =(1x)， 它 也 必须 是 一 个 半 正 定 算 子 ， 且 对 于 每 一 个 X € LX), 定义 
®eET(X,Y) 为 
(X) = A72E(X)A-?. (6.34) 
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我 们 还 需 证 明 更 是 一 个 令 式 (6.29) 成 立 的 正 保 么 映射 , 这 可 以 根据 ES 是 正 的 得 到 ， 此 外 还 
有 


(Lx) = A7? E(lx) AT? = A7? AA? =1y (6.35) 
成 立 , 这 说 明 更 BRAN. 最 后 , 通过 下 面 的 计算 , 我 们 可 以 证 明 算 子 (6 @1Lcy))(R) 不 是 
半 正 定 的 : 
(ve c( VA) vec( VA) ,( (® & 1ron))(R) ) 
= (vec(1y) vec(1y)”, (E8 tr))(R)} 
te (6.36) 
= (J(V) + elx @ Ly, R) 
= (H, R) +eTr(R) 
<0. 
从 而 命题 得 证 . a 


定理 6.9 的 一 个 直接 应 用 是 提供 证 明 某 些 半 正 定 算 子 不 可 分 的 一 个 方法 . 下 面 的 例子 在 
Werner 态 和 各 向 同性 态 上 说 明了 这 个 方法 . 

例 6.10 $ 2 为 一 个 字母 表 , x AY AERE X =C M y = C 的 复 欧 几 里 得 空 
间 . 交换 算 子 W cL 9V) 是 关于 所 有 向 量 z,y e C2 满足 


W(t @y)=y@er (6.37) 
的 唯一 算 子 . 等 价 地 ， 该 算 子 可 由 


W= 》 Es® Boa (6.38) 
a,bexX 


给 出 . AT W 既是 西 算 子 也 是 Hermite Ff, 其 本 征 值 为 1 和 -1. W 关于 本 征 值 1 的 本 
征 空间 由 规范 正 交 合集 


| 
/2 


扩展 而 来 , 其 中 我 们 假设 字母 表 2 的 全 序 是 固定 的 . 而 关于 本 征 值 -1 的 本 征 空间 由 规范 正 


交合 


‘wb ea<b)} Uf{e Sea : a€ F) (6.39) 


{Sere 
V2 
扩展 而 来 . $ n = | 如 ,并且 定义 投影 算 子 Ao, Aj, Ho, Th E Proj(X 8 V) MF: 


:a,bE X, a< 7 (6.40) 


1 1 1 
A = 一 B Ea 5 Il = =f 1 -W 5 6.41 
0 Pm b @ Lab 0 7 ® i+ 5 ( ) 


A, =1@1-Ao, Il, =181-I]p. (6.42) 
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因为 这 些 算 子 是 Hermite 的 并 且 其 平方 等 于 自身 , 所 以 它们 的 确 是 投影 算 子 . 此 外 , 我 们 可 
以 看 到 Ao = wu* 是 到 1 维 子 空间 xoy 上 的 投影 ,这 一 子 空 间 是 由 单位 向 量 


1 
u = T ` Ea Q Ea (6.43) 


acd 


扩展 而 来 的 . A, 是 到 这 一 子 空间 的 正 交 补 上 的 投影 , 并 且 Hu 和 IN 分 别 是 到 由 相应 的 合集 
(6.39) 和 (6.40) 扩展 而 来 的 子 空间 上 的 投影 (Oo 和 II 的 像 也 称 为 Cz @ CY 的 对 称 和 反对 
称 子 空间 , 我 们 会 在 第 7 章 更 详细 且 更 一 般 地 讨论 它们 ). 有 





rank(Ag) = 1, rank(IIo ) = ( } 
(6.44) 
rank(A1) = n? — 1, rank(II,) = (5) 
成 立 . 形式 为 
Ap + (1 — A) T > (6.45) 
的 态 称 为 各 向 同性 态 , 形式 为 
人 (6.46) 


; a 
n+1 
(2) 
的 态 称 为 Werner 态 (其 中 在 两 种 情况 下 都 有 和 € [0,1]). 


现在 , 令 Te T(X) 表示 转 置 映射 , 它 是 根据 对 于 所 有 X ELX) KITA TX) = XT E 
义 的 . 映射 T 是 一 个 正 映射 . 我 们 观察 到 


(T 8 Ly(y))(Ao) = iw, (6.47) 


它 可 以 很 直接 地 被 证 明 . 利用 这 一 等 式 以 及 T(x) = 1x 和 T? = a 我 们 可 以 得 到 下 面 
的 关系 : 














hp = “Ty z “Th | (6.48) 
(T @ 1Ly))(Ai) = — “its ies - tii, (6.49) 
(T o 1r9))(o) = + > Ne + 5Ai (6.50) 
(TS ly)) (Mi)= 7 Ao + A. (6.51) 


对 于 A € [0,1], 等 式 





A 
(T@ lu) (Ade +f z) 


- (12) 7 1-àn\ Th (6.52) 
2 Pnl 2 TG 
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(TS 1r) Gea 十 (1 一 vr) 


2 和 一] 2 和 一 ] A 
=( n jso+ (1 - n Jan 
成 立 ， 因 此 ， 对 于 入 € (1/m,1， 各 向 同性 态 (6.45) 是 纠缠 的 ( 即 非 可 分 的 )， 而 对 于 A E 
[0, 1/2)，Werner Æ (6.46) 是 纠缠 的 .9 口 


6.1.1.3 ”单位 算 子 的 可 分 邻 域 


根据 Horodecki 准则 (定理 6.9), 我 们 可 以 证 明 对 于 任 选 的 复 欧 几 里 得 空间 x M y, F 
在 单位 算 子 lx @1y 的 一 个 邻 域 , 其 中 的 每 个 半 正 定 算 子 都 是 可 分 的 . 因此 ,每 个 充分 接 
近 完 全 混 态 的 密度 算 子 D(X 9V) 都 是 可 分 的 . 为 了 证 明 这 一 事实 , 我 们 会 用 到 下 面 的 引 理 . 
该 事实 会 在 下 面 的 定理 6.13 中 用 更 精确 的 术语 表述 . 

引 理 6.11 令 忆 为 一 个 字母 表 , X 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 , A {Xav : a,b E E} CLX) 
为 一 个 算 子 的 集合 且 V=C™. HF 


(6.53) 











X= 》 Xap @Eap EL(X®Y) (6.54) 
a,be> 
满足 
Ix D |Xosll. (6.55) 
a,bed 
证 明 HFEA ac, EXAT Y, ELIX OV) 为 
Ya = Y Xn @ Ea (6.56) 
bed 


通过 扩张 积 YY 并 且 应 用 三 角 不 等 式 、 谱 范 数 在 张 量 积 下 的 可 乘 性 以 及 谱 范 数 的 恒等式 
(1.178), 我 们 可 以 发 现 




















[Rss G4| > Aopen ® Eaa < N || Xa Xi. = pe Arle (6.57) 
bed bed bed 
此 外 我 们 还 观察 到 ， 
k= > Ye (6.58) 
aed 

因此 , 根据 式 (6.57), 以 及 三 角 不 等 式 和 谱 范 数 的 恒等式 (1.178), A 

IX? = |X*XI] Eers 3 | Xan]? (6.59) 
aed a,bex 

成 立 . 从 而 命题 得 证 . 口 


此 外 , 我 们 还 需要 下 面 的 定理 (该 定理 与 定理 3.39 等 价 ). 


O 事实 上 , 各 向 同性 态 (6.45) 对 于 AE [0, 1/n] 是 可 分 的 以 及 Werner Æ (6.46) 对 于 à € [1/2, 1] 是 可 分 的 并 
不 成 立 . 我 们 将 在 第 7 章 中 证 明 这 一 事实 (参见 例 7.25). 
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定理 6.12 APET, V) 为 关于 复 欧 几 里 得 空间 志和 ) 的 一 个 正 的 保 么 映射 有 
| P(X) || < |X| (6.60) 


对 于 每 一 个 算 子 X EL) 成 立 . 
WEAR ”通过 假设 > 是 正 的 保 和 映射， 由 命题 2.18 和 定理 2.26 可 以 推导 出 B* 是 正 且 
保 迹 的 . 因此 , 对 于 算 子 X eL) AMY e LO), 我 们 有 
KY, B(X))| = KEY), X)| < IXI) | 
<S XII ala" ll = XUN Ih, 


(6.61) 


其 中 最 后 一 个 等 式 是 从 推论 3.40 推导 而 来 ( 见 定理 3.39). BIERNE WER |Y ll < 1 的 
算 子 Y e L(y) 中 取 最 大 值 , 我 们 可 以 发 现 对 于 每 一 个 Xe L(x), 有 || @(X)|| < |X| RZ. 
从 而 定理 得 证 . 口 

定理 6.13 4 H E Herm(X @Y) 为 一 个 对 于 复 欧 几 里 得 空间 X 和 》 满足 条 件 
| 五 |。 <1 的 Hermite 算 子 . 有 关系 式 


ly @1y — H E Sep(¥ : V) (6.62) 
RŽ. 


证 明 & SeT, YV) A—*MEMEMIEN RAR. EE 为 字母 表 , 其 中 y = CY>, 此 
外 还 可 以 写 出 


下 (6.63) 
a, bEX 
有 等 式 
(©@1LQ))(H) = >》 (Hab) 8 Ean (6.64) 
a,bEed 


成 立 . 因此 , 有 


[Stro] < YEH 


a,bed 
(6.65) 
< >> Eh < 二 Hall? = || HI3 <1. 
a,bEed a,bed 


(第 一 个 不 等 式 由 引 理 6.11 推导 而 来 , 第 二 个 不 等 式 由 定理 6.12 推导 而 来 ). © BIEN, 这 说 
明 ($ 8 ly))(H) 是 Hermite 的 ， 所 以 (® ozo) licy))(H) < Ly &) ly. 我 们 可 以 得 到 


(E@lro))zg@l> — H) =1y 81y — (#8 1L) )(H) 2 0. (6.66) 


因为 式 (6.66) 对 于 所 有 的 正 的 保 么 映射 更 都 成 立 , 所 以 从 定理 6.9 中 我 们 可 以 总 结 出 Ly @ 
Ly- H 是 可 分 的 . 口 
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6.1.1.4 二 分 算 子 的 纠缠 秩 


令 和 均 为 复 欧 几 里 得 空间 ,考虑 所 有 半 正 定 算 子 的 合集 RE Pos(X @y). 其 中 ， 
存在 一 个 字母 表 DMR PSR {A。: ae XD} c LY, X) 使 得 


R= $. vec(A,) vec( Aa)” (6.67) 
aed 

并 且 对 于 每 个 wez 都 有 rank(4。) <1. BF ACL(Y,X%) 有 最 大 为 1 的 秩 , 当 且 仅 当 存 在 
Al ue M vey EG vec(4) = w@v， 从 这 里 我 们 可 以 看 出 刚刚 所 描述 的 算 子 合集 R 
与 Sep( : V) 完全 一 致 . 

如 果 我 们 任意 选取 算 子 {A : a € D} 的 秩 的 上 界 , 那么 可 以 将 这 个 概念 用 下 面 的 定义 
推广 开 来 , 这 在 以 后 会 非常 有 用 . 

定义 6.14 AX Fe VARKILEREMAr>S1 为 一 个 正 整 数 . 集合 Ent (£: V) 定 
LAMA HF RE Pos(\X @Y) 的 集合 ， 其 中 存在 一 个 字母 表 L 和 一 组 算 子 


{Aa : a EE} CL(V, X) (6.68) 
aH a € DHX rank(Aa) <r. 这 使 得 
R= LD vec(Aa) vec(A,)* (6.69) 


acd 


AH RE Ent,(X:)V) 称 为 以 7 ARKH. 对 于 X 和 了 KR-~PARRKM, RE 
Pos(X @ V) 的 纠缠 秩 是 满足 条 件 RE Ent, (X: V) Hr >1 的 最 小 值 . 
如 上 所 述 , 有 
Sep(X : VY) = Enti(X : V) (6.70) 


成 立 . 根据 定义 6.14, 我 们 可 以 立刻 得 到 
Bnty (Æ : V) C Entr (æ : y) (6.71) 


对 每 一 个 整数 + > 2 均 成 立 . 
只 有 当 < min{dim(%),dim())} 时 , 式 (6.71) 才 是 真 包 含 的 . 为 了 证 明 这 一 点 ,考虑 
任意 的 秩 等 于 7 MAF BELY, 2) 并 且 假 设 


vec(B)vec(B = vec(A,) vec(A (6.72) 
aed 
对 于 某 些 算 子 的 合集 {4。: ae 23} CL(Y,%) 成 立 . 因为 由 该 等 式 表 示 的 算 子 的 秩 等 于 1， 
所 以 对 于 每 个 a &€ 5 必然 有 Aa = aaB 成 立 , 其 中 {aa : a E E) 是 满足 条 件 


》 jaf =1 (6.73) 


aed 


的 复数 的 合集 . 所 以 ， 当 每 个 算 子 A。 都 有 严格 小 于 7 的 秩 时 ， 式 (6.72) 是 不 可 能 成 立 的 . 
从 而 ， 
vec(B) vec(B)* ¢ Ent,1(¥ : V). (6.74) 


此 外 , 我 们 还 可 以 立刻 得 出 vec(B) vec(B)* € Ent,(X : V). 
最 后 , 我 们 可 以 看 到 
Entn(¥ : Y) = Pos(X Q V) (6.75) 


XF n > min{dim(¥), dim(V)}) 成 立 ， 因为 在 这 种 情况 下 , 每 个 算 子 4A e LY, X) MAW n 
为 界 的 秩 . 

下 面 这 个 关于 纠缠 秩 的 简单 命题 会 在 本 章 随后 的 小 节 中 派 上 用 场 . 

命题 6.15 $ BELY, X) 为 在 复 欧 几 里 得 空间 X 和 了 JJ LH ARF, HARK 
IBI < 1. 对 于 每 一 个 正 整 数 7 和 每 一 个 有 着 以 7 为 界 的 纠缠 秩 的 算 子 


P € Ent,(X : V), (6.76) 


有 
(vec(B) vec(B)*, P) < r Tr(P) (6.77) 
成 立 . 
证 明 在 PR 有 着 以 7 为 界 的 纠缠 秩 这 一 假设 下 , 对 于 一 个 字母 表 2， 以 及 一 个 算 子 的 
合集 {4。: aE E} CLV, X), 其 中 对 于 每 一 个 ac dD WH rank(A,) <r, 我 们 可 以 写 出 


P= ‘ee vec(A,) vec(A,)”. (6.78) 
aed 


对 于 每 一 个 算 子 ACL(Y, 4), 我 们 有 
I(B, A)|? < || All? < rank(A) || Al, (6.79) 
从 而 , 通过 计算 命题 的 声明 中 的 内 积 , 我 们 可 以 得 到 
(vec(B) vec(B)*, P) = 》 |(B, Aa)| 


— (6.80) 


< ` rank(Aa)|| Aa ||} £ r》 |\Aall; =y TAF), 
aed QED 
从 而 命题 得 证 . o 
fl 6.16 对 于 字母 表 5, $ n = |El, £ = CŒ H y = C2， 可 定义 一 个 密度 算 子 
TED(X@Y): 


1 
T= = tD Ea, b ® Ea,- (6.81) 
n 6 
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密度 算 子 7 是 一 个 关于 空间 x M Yy 的 最 大 纠缠 态 的 一 个 典型 示例 . 该 算 子 与 示例 6.10 中 
所 定义 的 各 四 同性 态 Ao 是 相同 的 . 我 们 可 以 看 到 


pin ~ vec(1 ) vec(1)", (6.82) 


其 中 1 表示 CY 上 的 单位 算 子 ,， 它 也 可 以 直接 看 作 集 合 LIV, XY) 中 的 一 个 元 素 . 
对 于 每 一 个 正 整 数 r 和 每 一 个 有 以 r 为 界 的 纠缠 秩 的 密度 算 子 


p E D(X @Y)NEnt,(X : V), (6.83) 

从 命题 6.15 可 以 推导 出 
inp ~(vec(1) vec(1)*, p) < = (6.84) 
因此 , 每 一 个 纠缠 秩 有 界 的 态 都 必须 有 一 个 与 态 7 成 比例 小 的 内 积 . 口 


6.1.2 ”可 分 映射 与 LOCC 范式 

我 们 用 一 种 与 定义 可 分 算 子 时 相似 的 方式 来 定义 可 分 映射， 这 反映 了 全 正 上 映射 和 半 正 
定 算 子 之 间 目 然 的 对 应 关系 . 由 此 产生 的 映射 可 分 性 的 概念 ， 包 括 信 道 ， 本 质 上 是 代数 的 ; 
并 且 我 们 不 能 说 这 是 直接 从 物理 或 者 实 操 角 度 所 产生 的 . 

然而 , 这 种 信道 可 分 性 的 概念 与 男 一 概念 紧密 相关 , 后 者 更 多 是 从 实 操 角度 创造 的 ， 即 
局 域 操 作 和 经 典 通 信 (Local Operations and Classical Communication, LOCC). 一 个 LOCC 
信道 可 以 由 两 个 单独 的 信道 表示 , 这 两 个 信道 的 局 域 行为 是 不 受 限 制 的 (对 应 于 任意 的 测量 
或 者 信道 ), 但 是 它们 相互 之 间 的 通信 被 限制 为 经 典 的 . 这 个 范式 提供 了 一 个 基础 . 基于 此 ， 
人 们 已 对 纠缠 的 性 质 进行 了 大 量 的 研究 , 特别 是 在 设置 这 一 方面 研究 得 最 为 充分 , 其 中 纠缠 
被 认为 是 信息 处 理 的 一 种 资源 . 
6.1.2.1 可 分 映射 与 可 分 信道 


正如 上 面 所 说 , 定义 映射 可 分 性 的 概念 的 方法 与 定义 算 子 可 分 性 的 方法 十 分 相似 . 下 面 
的 定义 用 更 精确 的 术语 阐述 了 这 一 点 . 

定义 6.17 令 针 ,7)、Z 和 W 为 复 欧 几 里 得 空间 . RFS SepCP(X,Z:Y,W) 定义 为 所 
有 形式 如 下 的 全 正 映射 的 集合 : 


eCP(X8y,28W). (6.85) 


其 中 , 存在 一 个 字母 表 E 和 全 正 映 射 的 集合 {Bs : a EY} CCP(X,2) 以 及 {V,: aE rd}c 
CP(Y, W), 使 得 
a= 》 é OT (6.86) 


集合 SepCP(X, Z : VY, W) 的 元 素 称 为 可 分 映射 . 
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正如 下 面 这 个 简单 的 命题 所 述 , 可 分 映射 正 是 那些 全 正 且 具有 Kraus 表示 的 映射 , 在 其 
Kraus 表示 中 单独 的 Kraus 算 子 是 算 子 的 张 量 积 . 对 该 命题 的 一 个 直接 的 证 明 可 以 通过 考虑 
定义 6.17 中 提 及 的 映射 ©, Al Va 的 Kraus 表示 以 及 命题 6.5 的 证 明 得 到 . 

命题 6.18 AX. V, Z 和 WW AAKILERBEW, HAS FECP(\XQY,ZQW)A 
一 个 全 正 映 射 有 

® € SepCP(4, Z : V, W) (6.87) 


成 立 ， 当 且 仅 当 存 在 一 个 字母 表 E 和 算 子 的 合集 
{Aa :aE€X}CL(4,Z) Fe {Ba: a6 E} CLV, W) (6.88) 


使 得 


Xx)= > (4 ® Ba)X(Aa ® Ba)* (6.89) 
aed 


对 每 一 个 算 子 X ECL(X@Y) 都 成 立 . 

下 面 是 关于 可 分 上 映射 的 男 一 个 直接 命题 , 如 同上 面 的 命题 一 样 , 该 命题 也 可 被 直接 证 明 . 
它 说 明了 所 有 可 分 映射 的 算 子 的 集合 在 复合 操作 下 是 封闭 的 . 

命题 6.19 AX, YV, Z, W, UFV 为 复 欧 几 里 得 空间 , RH OHV AHAA 


® € SepCP(V,U:Y,V) 和 We SepCP(U,Z:V,W) (6.90) 
的 可 分 映射 . 可 以 看 到 复合 映射 VS 是 可 分 的 : 
VÒ € SepCP(X, Z : VY, W). (6.91) 


与 态 的 类 比 情 况 相 似 , 我 们 可 以 将 可 分 性 的 定义 从 全 正 映 射 限制 到 信道 ,从 而 对 可 分 信 
道 的 集合 进行 定义 . 
定义 6.20 ”对 于 复 欧 几 里 得 空间 X, YV, Z HW, 可 以 定义 
SepC(¥, Z : Y, W) 
= SepCP(¥, Z :Y,W)NC(¥ 8Y, Z & W). 


(6.92) 


集合 SepC(X, Z: V, W) 的 元 素 称 为 可 分 信道 . 

值得 注意 , 与 态 的 类 比 情 况 不 同 的 是 , 可 分 信道 并 不 必须 等 于 乘积 信道 的 凸 组 合 . 下 面 
的 例子 说 明了 这 一 点 . 

例 6.21 $ E= {0,1} 表示 二 元 字母 表 , X.Y. ZA WHT C, 并 且 根 据 对 于 所 
有 oawbcdez2 都 成 立 的 等 式 


_ Eaa Eaa a=b H c=d 
(bab ® Ec,a) — (6.93) 
0 axzbmcAd 
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定义 一 个 信道 Ee C @ V, Zoe w. 可 以 看 出 三 就 是 一 个 可 分 信道 ， 这 意味 着 Sc 
SepC(¥,Z:),W). 事实 上 , 我 们 可 以 写 出 


二 一 @oQ@VTmo 二 li © Ya, (6.94) 
对 于 每 一 个 X EL(C”), 这 个 等 式 关 于 如 下 定义 的 全 正 映 射 成 立 : 


Bo(X)= (Eoo0, X)Eoo, VYo(X) = Tr(X) Zo, 


(6.95) 
(X) = (E11, X) Er, Vi(X) =Tr(X) Ey. 
然而 , 我 们 不 可 能 将 信道 = 表示 为 下 面 的 形式 : 
Z= 》 p(a)Ba Q Wa. (6.96) 
aer 

其 中 我 们 任 选 了 字母 表 工 、 一 个 概率 向 量 pe P(T) 和 两 组 信道 

{a:a Er} CC(X,Z) 和 {W,:aET}CC(IV,W). (6.97) 
为 了 证 明 这 一 点 , 考虑 

Z(Eo,0 Q p) = Eoo® Eoo 和 E(Ei1 8p) = E1 8E, (6.98) 


对 于 每 一 个 密度 算 子 p EDV) 成 立 . 如 果 对 于 都 是 信道 的 每 个 ©, AY, AA (6.96) 成 立 ， 
那么 我 们 必须 要 有 


S pla) a(Eo,0) ® Va(p) = Eo,0 ® Eo,o (6.99) 
aer 


成 立 . 因此 , 通过 在 空间 Z 上 取 迹 , 对 于 每 一 个 peD(2), 有 


》 p(a) Yalp) = Eo,o. (6.100) 
aed 
基于 类 似 的 原因 , 同时 还 有 
> p(a)ð a(E1,1) 8 Yalp) = E11 ® Fi (6.101) 
aed 
成 立 . 因此 
>》 pla = B11 (6.102) 


aed 
对 每 一 个 pe D(V) 都 成 立 . 式 (6.100) 和 式 (6.102) 是 矛盾 的 , 这 说 明 S 不 等 于 乘积 信道 的 
LA. 口 
直观 地 讲 , 前 面 的 例子 所 表示 的 情况 是 很 简单 的 . 能 被 表示 成 乘积 信道 的 凸 组 合 的 信道 
对 应 于 可 以 通过 局 域 操作 和 共享 随机 性 来 实现 的 变换 一 一 我 们 并 不 需要 任何 通信 来 实现 它 


们 , 并 且 这 种 信道 并 未 允许 在 二 分 系统 的 输入 和 输出 系统 之 间 保 持 一 个 直接 的 因果 关系 , 其 
中 也 考虑 到 了 可 分 性 . 另 一 方面 , 信道 三 则 引出 了 这 种 形式 的 一 个 直接 的 因果 关系 . 

正如 下 面 的 命题 所 述 , 对 于 一 个 给 定 的 全 正 映 射 , 对 于 其 所 定义 的 张 量 积 空 间 的 目 然 二 
分 系统 , SAMA Choi 表示 是 可 分 的 时 候 ， 这 个 映射 是 可 分 的 . 

命题 6.22 4 2e€CP(\X@Y,ZQW) 为 一 个 全 正 映 射 , HP AY. Z HW 为 复 欧 
几 里 得 空间 ， 且 定义 一 个 等 距 算 子 


VEeEUZQWQ@AL@JDI ZOX QWE), (6.103) 


此 时 用 到 了 等 式 
V vec(A @ B) = vec(A) @ vec(B), (6.104) 


BFAMTHRAWHF AEL, Z) Fe BELY, W) 都 成 立 . 


那么 当 且 仅 当 
VJ(E)V* € Sep(Z 8 ¥: W 8V), (6.105) 
有 
= € SepCP(4, Z : Y,W) (6.106) 
证 明 KEBE 2 是 一 个 可 分 映射 . 根据 命题 6.18, 一 定 存在 一 个 字母 表 D 和 两 组 算 
于 
{A,:a€X}cLl(4,Z) 和 {Ba ca Ee E] cL(y,w), (6.107) 
使 得 
= X (Aa ® Ba)X(Aa ® Ba)* (6.108) 


aed 


对 于 每 一 个 算 子 Xe L(Y @ Y) 均 成 立 . 因此 , = 的 Choi 表示 由 


=) = J2 vec(A, ® Ba) vec(A, ® B,)* (6.109) 
aed 
给 出 , 这 使 得 
(Sy = >》 vec(A a) vec(A,)* Q vec( Ba) vec( Ba)”, (6.110) 
aed 

这 也 显然 包含 在 Sep(Z @X: Way) P. 
相反 , 如果 VJ(=)V* 是 可 分 的 , 那么 对 于 某 些 选 定 的 字母 表 E 和 两 组 如 式 (6.107) 的 
算 子 , 将 这 个 算 子 用 式 (6.110) 的 形式 进行 表达 是 一 定 可 以 做 到 的 . 因此 , 式 (6.109) 是 三 的 
一 个 Choi 表示 ， 从 而 式 (6.108) 对 于 所 有 的 Xe L(x Yy) 都 成 立 , 所 以 映射 E 是 可 分 的 ， 
命题 得 证 . 口 


注 : 命题 6.22 中 定义 的 等 距 算 子 V 还 可 由 关于 任 选 的 向 量 T CHK. yey. 2 Z Fo 
Ww EW 的 行为 所 定义 ， 即 


V(iz@wOzr@y)=z@QrQwy. (6.111) 


具体 地 ， 这 个 等 距 算 子 表示 了 张 量 因子 的 一 个 置换 操作 , 该 操作 允许 涉及 关于 一 个 将 在 下 面 
详细 说 明 的 特定 二 分 系统 的 可 分 性 的 关系 存在 . 

在 量子 信息 理论 的 文献 中 ,关于 这 种 性 质 的 声明 并 不 总 会 明确 地 提 及 这 种 等 距 算 子 ， 而 
这 种 做 法 并 不 罕见 . 这 种 做 法 有 时 可 以 简化 表达 式 ,， 并 且 通 常 来 说 并 不 会 导致 任何 混淆 一 一 
这 种 等 距 算 子 经 常会 被 内 隐 地 选取 ， 特 别 是 当 底 层 的 复 欧 几 里 得 空间 有 着 明显 不 同 的 名 字 
时 . 不 过 ,为 了 清晰 性 和 正式 性 ,我 们 在 本 书 内 总 会 明确 地 表示 张 量 因子 的 这 种 置换 操作 . 

可 分 信道 不 能 用 来 创造 纠缠 : 一 个 作用 到 可 分 态 上 的 可 分 信道 会 产生 另 一 个 可 分 态 . 更 
普遍 地 说 , 正如 下 面 的 定理 所 证 明 的 , 可 分 映射 不 能 导致 纠缠 秩 的 增加 . 

EH 6.23 AX V, Z foW 为 复 欧 几 里 得 空间 并 使 三 E SepCP(X, Z:,W) 为 一 个 
可 分 映射 . 对 于 每 一 个 正 整数 r 和 每 一 个 算 子 Pe Ent,(V:Y), A E(P) € Ent,(Z:W) 成 
= 

证 明 ”对 于 一 个 有 着 以 7 为 界 的 纠缠 秩 的 算 子 P e Ent( 志 :JJ) ,一 定 存在 一 个 字母 表 
r 和 对 于 任意 的 beT 均 满 足 rank(X,) <r 的 一 组 算 子 


[Xy : berte LYA, (6.112) 


使 得 


P = 》 vec(Xp) vec( Xb)". (6.113) 
beT 


根据 命题 6.18, 我 们 有 


E(P) = >》 > (Aa ® Ba) vec(Xp) vec( Xp)" (Aa ® Ba)” 


QEZ2Z berT (6.114) 
= 》 > vec(Aa XsB!) vec(AaXpBi)* 
act ber 

对 于 选 定 的 一 个 字母 表 E 和 两 组 算 子 
{Aa :a EE} CL(¥,Z) 和 {Ba: aE E} CLV, W) (6.115) 

成 立 . 对 于 每 一 个 ae 允 和 bET, 有 
rank(AaXbB') < rank(X,) <r (6.116) 
成 立 . 因此 , E(P) € Ent,(Z :W)， 从 而 命题 得 证 . 口 


推论 6.24 4 5 € SepCP(¥,Z2:Y,W) 为 一 个 关于 复 欧 几 里 得 空间 VY. Z fo W 的 
可 分 映射 , 对 于 每 一 个 可 分 算 子 PE Sep(& : V), E(P) 也 是 可 分 的 : SP) € Sep(Z : W). 
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6.1.2.2 LOCC 信道 


正如 本 小 节 开 头 所 说 ,LOCC 信道 表示 了 一 种 量子 态 的 变换 . 这 种 变换 可 以 由 两 个 以 经 
典 方式 互相 通信 的 个 体 , 通过 作用 量子 信道 和 在 共同 局 域 控制 的 寄存 器 测量 来 实施 . 

比如 , 其 中 一 个 个 体 可 以 将 一 个 信道 和 测量 的 组 合作 用 在 一 组 其 所 拥有 的 寄存 器 上 , 之 
后 将 测量 结果 传输 给 男 一 个 个 体 . 一 旦 收 到 了 传输 , 也许 取决 于 通信 得 到 的 测量 结果 , 接收 
传输 的 个 体 便 也 可 以 将 一 个 信道 和 测量 的 组 合作 用 在 一 组 其 所 拥有 的 寄存 器 上 . 广义 上 来 
说 , LOCC 信道 表示 任何 有 限 个 此 类 变换 所 导致 的 累积 效应 .” 

下 面 的 定义 正式 地 给 出 了 这 一 概念 . 我们 可 以 很 自然 地 把 这 种 定义 推广 到 三 个 或 者 更 
多 个 个 体 , 但 本 书 中 不 包含 这 部 分 内 容 . 

定义 6.25 AX. V, Z 和 W 为 复 欧 几 里 得 空间 , 44 EEC y, ZW) 为 一 个 信 
道 . 信道 三 在 下 列 条 件 下 是 一 个 LOCC 信道 : 
1. 若 存 在 一 个 字母 表 E 和 一 组 全 正 映 射 


l, : a€d} Cc OPIY, Z) (6.117) 
满足 
>》_ Ea E C(¥, 2), (6.118) 
š aed 
以 及 一 组 信道 
{Ws :GED CoM (6.119) 
使 得 
E= } Dey (6.120) 


acy 
那么 三 是 一 个 右 单 向 LOCC 信道 . 
2. 若 存 在 一 个 字母 表 和 一 组 全 正 映 射 


{Va : a E X} C CP(Y,W) (6.121) 
满足 
>》 Ya € C(Y, W), (6.122) 
aed 
以 及 一 组 信道 
{Ba : aE E} CCO(X, Z) (6.123) 


使 式 (6.120) 成 立 , 那么 三 X—4A Ble] LOCC AÑ. 


O 我 们 可 以 考虑 这 种 定义 的 变 体 , 即 考虑 根据 一 个 选 定 的 停止 规则 以 概率 1 终止 的 无 限 次 经 典 传输 . 为 了 简化 ， 
我 们 在 本 书 中 只 考虑 有 限 次 的 情况 . 
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3. 如 果 信 道 三 等 同 于 一 个 由 有 限 个 左 单 向 和 右 单 向 LOCC 信道 所 构成 的 复合 信道 ， 那 
么 该 信道 是 一 个 LOCC 信道 . 也 就 是 说 , 三 或 者 是 一 个 左 单 向 LOCC 信道 ， 或 者 是 一 
个 右 单 向 LOCC 信道 ， 或 者 存在 一 个 整数 m > 2、 复 欧 几 里 得 空间 Ui,… Um- 和 
V= Vni, ARs 


Ha E C( @ YU; ® V1), 


Z2 EC 8 V1, U2 ® Va), 
(6.124) 


Eoi z On & 图 ® W), 


其 中 每 一 个 信道 不 是 左 单 向 LOCC 信道 就 是 右 单 向 LOCC 信道 ， 从 而 使 得 三 等 于 复合 
信道 E = Em- E. 
所 有 这 样 的 LOCC 信道 的 集合 可 以 表示 为 LOCC(X, Z : V, W). 
i$: 在 如 上 定义 中 , 左 单 向 与 右 单 向 LOCC 信道 表示 的 是 由 局 域 操 作 与 单 向 经 典 通 信 
所 得 的 信道 . 在 这 两 种 情况 下 , 信道 三 都 可 以 看 作 两 个 个 体 ， 即 Alice 与 Bob, 分 别 进行 的 
操作 . Alice 从 寄存 器 X 开始 而 Bob 从 寄存 器 Y 开始 , 在 他 们 的 操作 后 ,这些 寄存 器 被 分 别 
转换 成 了 Z 与 W. 
在 三 是 右 单 向 LOCC 信道 的 情况 下 ， 通 信和 是 从 Alice 到 Bob 进行 的 (假设 Alice 在 
左 ，Bob 在 右 ， 即 向 右 通信 )， 此 时 字母 表 表示 可 能 传递 的 经 典 信 息 的 集合 . Alice 的 行为 
由 一 组 全 正 映 射 
{a : aE >E}CCP(X,Z) (6.125) 
所 描述 . 它们 满足 
>》 ba € C(X, 2). (6.126) 


acd 
本 质 上 这 一 组 全 正 映射 指定 了 一 个 设备 (12.3.2 节 ). 假设 经 典 通信 由 关于 复 欧 几 里 得 空间 
V=C* 的 经 典 寄 存 器 V 所 表示 . Alice 的 行为 将 由 定义 为 对 所 有 X ELX) 都 满足 


D(X) = 》 G,(X) 8 Baa (6.127) 
aed 

的 信道 PEC, ZIV) 所 表示 . 寄存 器 V 被 发 送 给 Bob, 然后 Bob MN CHARA (或 者 
等 价 地 ， 在 标准 基 下 测量 Y) 然后 根据 信道 Va E CV, W) 将 他 的 寄存 器 由 站 转换 为 W， 其 
PacLAV 被 观测 到 的 经 典 态 . 假设 寄存 器 V 在 Bob 应 用 了 合适 的 信道 之 后 被 丢弃 ， 则 
Alice 与 Bob 行为 的 组 合 由 三 所 描述 . 

对 于 一 个 左 单 向 LOCC 信道 =, 情况 是 相似 的 ， 我们 只 需 把 Alice 和 Bob 的 角色 调换 
一 下 . 

显然 , 根据 定义 6.25 以 及 可 分 信道 在 复合 操作 下 是 封闭 的 ( 见 命题 6.19) 这 一 事实 , 我 
们 可 以 看 出 每 一 个 LOCC 信道 都 是 一 个 可 分 信道 . 


命题 6.26 ”对 于 每 一 个 选 定 的 复 欧 几 里 得 空间 X.Y. Z HW, A 
LOCC(4, Z: Y, W) C SepC(¥, Z : Y, W) (6.128) 
6.1.3 ”可 分 测量 与 LOCC 测量 


正如 2.3.1 节 所 解释 的 那样 , 我 们 可 以 把 一 个 量子 -经 典 信 道 与 每 个 测量 联系 起 来 , 信道 
的 经 典 输出 就 代表 了 测量 的 结果 . 通过 这 种 识别 方式 , 可 分 信道 和 LOCC 信道 的 概念 可 以 推 
广 到 测量 上 . 
6.1.3.1 ”可 分 测量 和 LOCC 测量 的 定义 

下 面 关 于 可 分 测量 和 LOCC 测量 的 定义 是 指 量子 -经 典 信 道 与 适用 于 二 分 设置 的 测量 
之 则 的 一 种 关联 . 

定义 6.27 AE A-+AFAR, X 和 站 为 复 欧 几 里 得 空间 , w: U0 — Pos(\X gy) 为 一 
ARE. 定义 复 欧 几 里 得 空间 Z=C™ 和 W = CY, 并 且 定 义 一 个 信道 


®,E€C(X @Y,Z@W) (6.129) 
对 每 一 个 X CL(X @Y) 都 满足 
©,(X) = X (ula), X) Baa ® Baya. (6.130) 
ace 
如 果 
®, € SepC(X, Z: VY, W), (6.131) 


那么 测量 1/ 是 一 个 可 分 测量 ; 如 果 
, E LOCC(X, Z Y, W), (6.132) 


那么 j 是 一 个 LOCC 测量 . 

对 于 一 个 给 定 的 测量 jy， 定义 6.27 中 规定 的 信道 Bj 与 我 们 通常 与 u 关联 起 来 的 量 
子 - 经 典 信道 相似 ,除了 这 里 产生 了 两 份 测量 结果 而 非 一 份 . 在 一 个 二 分 设置 里 , 这 是 一 个 
将 量子 -经 典 信道 与 测量 相关 联 的 很 自然 的 方法 . 如 果 这 一 测量 被 Alice 和 Bob 两 个 人 作用 
在 一 对 寄存 器 (X,Y) 上 ,其 中 我 们 假设 Alice 拥有 X A Bob 拥有 Y, 那么 信道 ©, 表示 在 
两 人 仅 在 测量 完成 之 后 才 知 道 测量 结果 的 假设 下 的 测量 p. 

定义 6.27 的 一 种 替代 方式 是 用 通常 与 测量 j 相关 联 的 量子 -经 典 信道 代替 信道 D, A 
及 指明 测量 结果 落 在 二 分 系统 的 哪 一 边 (正如 前 面 的 定义 中 所 述 , 在 此 处 我 们 要 求 这 个 信道 
是 可 分 的 或 LOCC 的 ). 本 质 上 , 在 Alice 与 Bob 进行 如 上 所 述 的 测量 j 时 , 这 个 定义 给 定 
了 谁 会 获得 测量 结果 . 这 种 替代 方式 在 定义 中 产生 了 一 种 不 对 称 性 , 但 是 它 与 定义 6.27 是 等 
价 的 . 


至 于 定义 6.27， 一 个 给 定 测量 的 可 分 性 与 每 个 测量 算 子 都 是 可 分 的 这 一 约束 条 件 是 等 
价 的 , 如 下 面 的 命题 所 述 . 

命题 6.28 A X 和] 为 复 欧 几 里 得 空间 ， 忆 为 一 个 字母 表 ， 并 且 使 由 为 形式 是 
人 :一 Pos(X @Y) 的 测量 . 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 aeE 了 都 有 HAaj ESep( 直 :JI) 时 , 是 一 
个 可 分 测量 . 

证 明 ”如 定义 6.27 所 详 述 的 , 考虑 映射 ©, 的 Choi 表示 , 其 由 下 面 的 等 式 给 出 : 


Ép) = > Eua ® Ena ® pla): (6.133) 
aed 


与 命题 6.22 所 述 类 似 , 我 们 令 
VEU(ZQOW@X@Y, ZO OWY) (6.134) 
为 由 对 所 有 算 子 4eL(4,3Z) 和 B eLY, W) 都 成 立 的 等 式 
V vec(A ® B) = vec(A) ® vec(B) (6.135) 
所 定义 的 等 距 算 子 . 如 果 对 于 每 一 个 a€ 都 有 pla) € Sep(¥: V), 那么 我 们 可 以 立即 得 到 
VJ(®,)V* E€ Sep(Z 8 ¥:W 8Y), (6.136) 


根据 命题 6.22, 这 正 说 明 y 是 一 个 可 分 测量 . 
现在 假设 y 是 一 个 可 分 测量 ， 从 而 式 (6.136) R. 对 于 每 个 a ec ,定义 一 个 映射 


Za ET(ZQX OWY, ¥ QY), (6.137) 
为 对 于 所 有 的 了 XeL(Z@X@W%y) 有 
Sa(X)= ((es 8 1x) 8 (es @1y))X ((ea 8 1x) 8 (ea @1y)). (6.138) 
显然 , 从 这 个 定义 中 我 们 可 以 看 出 对 于 每 个 a ed, 2 是 一 个 可 分 映射 . 这 意味 看 
=, E SepCP(Z 8 X, ¥ :W Q V, V). (6.139) 


对 于 每 个 ae 区 有 
u(a) = Ea(V J(®,)V*) (6.140) 
成 立 . 从 而 , 根据 推论 6.24 有 


AN(Qa) € Sep(X : V) (6.141) 


成 立 . 这 与 关于 每 个 ae 了 的 ula) E Sep( :27) 是 等 价 的 , 因为 每 个 可 分 算 子 内 元 素 的 复 共 
ig ie OR FE AY SPY. 从 而 命题 得 证 . 口 
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对 于 两 个 复 欧 几 里 得 空间 x M Y 以 及 一 个 字母 表 L, 所 有 形式 为 
u: — Pos(# ® V) (6.142) 


的 可 分 测量 的 集合 是 所 有 有 着 相同 形式 的 测量 的 集合 的 一 个 真子 集 (除了 那些 平凡 的 情况 ; 
dim(¥), dim(V), 或 者 |5| 等 于 1). 因为 每 个 LOCC 信道 都 是 可 分 的 ,所 以 每 个 LOCC 测 
量 都 是 一 个 可 分 测量 . 


6.1.3.2 ø LOCC 测量 


LOCC 测量 的 一 个 有 趣 的 限制 类 型 是 只 允许 单 向 通信 的 情况 . 下 面 给 出 了 这 种 测量 的 
正式 定义 . 
定义 6.29 2X FV AARLE, E 为 一 个 字母 表 ， 使 


u: E — Pos(X @ V) (6.143) 


为 一 个 测量 . 当 满足 下 面 两 个 条 件 中 的 任何 一 个 时 ,测量 多 是 一 个 单 向 LOCC 测量 : 
1. 存在 一 个 字母 表 工 和 一 个 测量 v : 工 一 Pos(\X), 以 及 关于 每 个 beT 的 测量 并 :了 2 一 
Pos(J),， 使 得 等 式 
älä) = D v(b) mila) (6.144) 


bET 
对 每 一 个 weE 了 都 成 立 . 在 这 种 情况 下 , 测量 vp HAAS) LOCC Me. 
2. 存在 一 个 字母 表 工 和 一 个 测量 v :了 一 Pos(》)， 以 及 关于 每 个 beT 的 测量 mb :了 一 
Pos(¥), 使 得 等 式 
u(a) = 》 mo(a) ® v(b) (6.145) 


be. 

对 每 一 个 a € 都 成 立 . 在 这 种 情况 下 , 测量 u KAAS LOCC 测量 . 
6.1.3.3 ”通过 可 分 测量 进行 态 的 区 分 的 限制 

我 们 可 以 如 第 3 章 所 讨论 的 那样 考虑 态 的 区 分 的 问题 . 在 这 里 , 测量 被 限制 为 可 分 测量 
或 者 LOCC 测量 . 正 交 纯 态 集合 的 许多 示例 被 认为 不 能 通过 可 分 测量 或 者 LOCC 测量 进行 
没有 误差 的 区 分 . 下 面 的 定理 提供 了 一 类 示例 , 并 且说 明了 存在 有 这 类 特征 的 相对 较 小 的 正 
交 纯 态 集合 . 

定理 6.30 A X fo Y ALKIL, n =dim(Y) # ARIE n < dim(X). 此 外 ， 
令 

{U1; == ,Um} € U(Y, X) (6.146) 

为 一 组 等 距 算 子 的 正 交 集合 ,定义 uj E 二 加 了》 为 关于 每 个 ke {1,---,m} 都 有 


tn = =. vec(U;.) (6.147) 
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的 单位 向 量 . 对 于 每 一 个 形式 为 


ye: {1,---,m} — Sep(#: V) (6.148) 
的 可 分 测量 ， 有 
> (a(k), ukuk) < dim(¥) (6.149) 
k= 1 
证 明 ”假设 / 是 一 个 可 分 测量 , 我 们 可 以 写 出 
uk) = 》 Pra È Qa, (6.150) 
aed 


这 一 关系 对 于 每 个 Ke {1,… ,mj}、 选 定 的 某 些 字母 表 2 和 如 下 半 正 定 算 子 合集 成 立 : 


{Pra : k € {1,--+,m}, a E€ E} C Pos(&), 
{Qka : k € {1,---,m}, a E€ E} C Pos(y) 


(6.151) 


(对 于 选 定 的 每 一 个 k, 在 使 用 与 式 (6.150) 中 相同 的 字母 表 时, 我们 并 不 会 丧失 普遍 性 . 
这 是 因为 我 们 可 以 和 目 由 地 选择 使 其 大 到 我 们 需要 的 程度 为 止 , 并 且 在 必要 时 ， 对 于 选 定 
KRE k Ala, RATA Pra =0 R Qka =0). 有 


(u(k), vec(Ug) vec(Ux)*) = 》 Tr (Uk Pk, aUkQk,a) 


ace 
< 2 |UEP aU [loll Onell, < 2 Pra lillQkrallı (6.152) 
= 2, (Pha) THQ) = TCE) 
成 立 . 因此 ， 
Dh) west vec(Ux)*) < S Te) = ndim(&#). (6.153) 
通过 在 这 个 不 等 式 的 两 边 都 除 以 n 我 们 便 可 得 到 这 一 定理 口 


对 于 该 定理 所 描述 的 任意 单位 癌 量 的 集合 {u ,um}, 其 中 m > dim(X), 我 们 有 


dim(&) 


m 


m alk) unui) < 
因此 , 对 于 与 这 些 随机 均匀 选择 的 向 量 相关 的 m 个 纯 态 之 一 , 任何 用 于 区 分 这 些 态 的 可 分 
测量 一 定 会 以 严格 大 于 0 的 概率 产生 误差 


g1 (6.154) 
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6.1.3.4 任意 正 交 纯 态 对 的 LOCC 区 分 


虽然 定理 6.30 证 明了 存在 相对 较 小 的 、 不 能 通过 可 分 测量 完美 地 区 分 开 正 交 纯 态 的 集 
合 , 但 是 这 一 定理 对 于 正 交 纯 态 对 并 不 成 立 . 事实 上 , 每 个 正 交 纯 态 对 都 可 以 通过 一 次 单 问 
LOCC 测量 被 无 误差 地 区 分 开 来 . 我 们 将 用 下 面 的 引 理 证 明 这 个 事实 . 

引 理 6.31 令 革 为 一 个 维度 为 n 的 复 欧 几 里 得 空间 ,并且 使 X eL) 为 一 个 满足 
条 件 Tr(X) =0 HEF. 存在 的 一 组 规范 正 交 基 {71,:…… rn} 使 得 cE Xr, =0 对 于 所 有 
& ke {1,---,n} RE. 

证 明 对 于 上 述 引 理 的 证 明 , 我 们 要 利用 关于 n 的 归纳 法 . 显而易见 的 是 ， 基 本 情况 
n 三 1 成立, 所 以 接 下 来 我 们 假设 n > 2. 我 们 还 会 假设 七 = C?"， 这 并 不 会 损失 普遍 性 . 

对 于 每 一 个 整数 Ke {1,… ,n}, 有 AX) EC N(X) 成 立 , 其 中 NX) 表示 X 的 数值 范 
围 . 根据 Toeplitz-Hausdorff 定理 (定理 3.54)， 该 数值 范围 是 凸 的 . 因此 , 有 

0 二 1 


n 


Tr(X) = = g Ak(X) E N(X). (6.155) 
k=l 


所 以 , 根据 数值 范围 的 定义 , 一 定 存在 一 个 单位 癌 量 zw E€ X EE z* Xx = 0. 
&VeU(C™1,C") 为 一 个 满足 rn 上 im(V) 的 等 距 算 子 , 这 与 


VV* =1- tnr} (6.156) 


等 价 . 有 
Tr(V*XV) = Tr((1 — rnr*)X) = Tr(X) —2*X zp =0 (6.157) 


成 立 . 因为 V*XV e L(C"—'), 所 以 归纳 法 的 假设 说 明 存 在 Co 的 一 组 规范 正 交 基 {u 
thn} 使 得 
we(V XV Jup = 0 (6.158) 


对 于 所 有 的 太 e {1,… ,n 一 1} 成 立 . WRT ke{1, ,n 一 1}, 定义 zk = Vux, 我 们 观 
察 到 {zx1,… ,zn-_1} 是 一 个 规范 正 交 集 , 该 集合 的 每 个 元 素 zk 均 满 足 zxXzh = 0. AAV 
是 一 个 等 距 算 子 并 且 rn 上 im(X), 所 以 {x1,… ,xn} BX 的 一 组 有 着 上 面 引 理 所 述 性 质 的 
规范 正 交 基 . 口 
定理 6.32 A uu € 四 为 正 交 的 单位 向 量 , PX 和 小 为 复 欧 几 里 得 空间 . 存 

在 一 个 单 向 LOCC 测量 
H : {0,1}— Pos(¥ ® V) (6.159) 


使 得 
(u(0), uouo) = 1 = (u(1), uiui}. (6.160) 


证 明 Sn =dim(Y), 并 且 Ao, Ai € L(V, X) 为 满足 条 件 uo = vec(Ao) Fl u, = vec( A1) 
的 唯一 算 子 . 同 量 wo 和 wi 的 正 交 性 等 价 于 条 件 Tr( AG Ai) = 0. 根据 引 理 6.31, YV 存在 一 组 
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有 看 性 质 ap ADA re, = 0 的 规范 正 交 基 {zx1,… ,zn}. 对 于 每 一 个 Re {1,… ,n}, 这 与 下 面 
的 条 件 等 价 : 


(4ozkzXx40 ,41ZkZX Aj) = 0. (6.161) 
对 于 每 个 ke {1,… ,n}, 定义 测量 vv: {1, … ,n} 一 Pos(V) A 
v(k) = TkT}. (6.162) 
根据 式 (6.161), WPT ke {1,--- njh 一 定 存 在 一 个 测量 ory, : {0,1} 一 Pos(’), 使 得 
(74 (0), Artery AT = 0 = (me (1), Aore x; AS). (6.163) 


最 后 ， 对 于 每 个 a € {0,1}, EM pw: {0,1} 一 Pos( 8 V) 为 
u(a) = X Tr(a) @ v(k), (6.164) 
k=1 


这 是 一 个 符合 定义 6.29 第 二 个 条 件 的 一 个 单 癌 测量 . 有 


(y(0), uiui) = S (m(0), (1 @ zk) vec(Ai)vec(Ai1)* (1 ® zx)) 
k=1 


ñ (6.165) 
= 》 (mx (0), Azz} At) = 0 
k=1 
成 立 . 通过 相似 的 计算 过 程 我 们 发 现 (jy(1), uous) = 0， 从 而 定理 得 证 . 口 


注 : 我 们 可 以 直接 利用 上 面 的 过 程 证 明 存 在 一 个 符合 定义 6.29 第 一 个 条 件 (该 条 件 与 
第 二 个 条 件 相 反 ) 的 单 向 LOCC 测量 且 该 测量 满足 定理 的 要 求 . 


6.2 ”关于 纠缠 的 操作 


正如 前 一 节 所 述 , 纠缠 定义 为 可 分 性 的 缺失 : 对 于 两 个 复 欧 几 里 得 空间 YAY, 一 个 
不 包含 在 集合 SepD(X : V) 中 的 二 分 态 p E D(X @Y) 相对 于 x 和 这 一 二 分 系统 是 纠缠 
的 . 这 一 定义 既 不 提供 一 个 关于 一 个 给 定 的 态 有 和 多少 纠 缠 存 在 的 测度 , 也 不 表明 两 个 纠缠 态 
是 如 何 与 对 方 关联 起 来 的 . 从 这 个 意义 上 来 讲 , 该 定义 是 定性 的 . 本 节 将 讨论 这 一 概念 ,并 
建立 有 关 纠 缠 的 定量 方面 的 基本 概念 和 方法 . 


6.2.1 ”纠缠 变换 


下 面 的 定理 建立 了 一 个 充分 必要 条 件 . 在 该 条 件 下 , 两 个 个 体 可 以 通过 局 域 操作 和 经 典 
通信 将 一 个 纯 态 变换 到 另 一 个 . 该 条 件 考虑 到 了 纯 态 的 初 态 和 末 态 约 化 到 两 个 个 体 之 一 的 情 
况 , 这 要 求 初 态 的 约 化 被 末 态 的 约 化 所 优 超 . 这 一 条 件 不 仅 等 价 于 一 个 将 初 态 变换 到 末 态 的 
LOCC 信道 (甚至 是 一 个 可 分 信道 ) 的 存在 , 它 更 意味 着 该 变换 可 以 通过 单 癌 经 典 通信 完成 ， 
这 一 通信 从 两 个 个 体 中 的 任 一 个 开始 ,到 另 一 个 结束 . 该 定理 提供 了 一 个 工具 . 通过 这 一 工 
具 , 我 们 可 以 对 于 纯 态 分 析 两 种 量化 一 个 给 定 的 态 中 存在 多 少 纠缠 的 基本 方法 . 这 两 种 方法 
称 为 纠缠 费用 和 可 提取 纠缠 
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定理 6.33 (Nielsen 定理 ) AX Fo V ARZKILEREW, uve XOY 为 单位 向 量 . 下 
面 的 声明 是 等 价 的 : 
1. Try(uu*) < Try(vv*). 
2. 存在 一 个 字母 表 U PHT OR 


{Ug:aE€D} Cur) 和 {Ba: a6 E} CLV) (6.166) 
满足 
》 ,= ly (6.167) 
aed 
和 
vu* = > (Us ®@ Ba Juu” (Ua ® Ba)” (6.168) 
QEDZ 


3. 存在 一 个 字母 表 LU PATER 


{Aa : a EE} CL(&) 和 {V.:aer}c UY) (6.169) 
满足 
X AjAa = 1x (6.170) 
aed 
和 
vw* = 》 (Aa Q Va juu” (Aa B Va)". (6.171) 
QE 


4. 存在 一 个 可 分 信道 D E SepO(X : V)? 使 得 
vu* = ®(uu*). (6.172) 
证 明 > X,Y CLV, X) 为 满足 条 件 u= vec(X) 和 w= vec(Y) 的 唯一 算 子 , 令 
x= > SkpTRY (6.173) 
k=1 


AX RF r =rank(X) 的 一 个 奇异 值 分 解 . 
首先 假设 声明 1 R, 这 与 XX* < YY* 等 价 . 因此 , 一 定 存 在 一 个 字母 表 L 一 个 概 
率 向 量 pe P(X) 和 一 组 西 算 子 {Wa : a€ E} c U(X) 使 得 


XX* = 》 pla) WaYY*Wi. (6.174) 
aed 


令 Z= C 并 且 定 义 算 子 ZELVOZ,X)A 
Z = a Vp(a)WaY 8 ež. (6.175) 


aed 


© 标记 SepC(X : VY) Æ SepC(X, X : V, V) 的 简写 . 
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有 
= 》 p(a)WaYY*W = XX* (6.176) 


QE 
成 立 , 所 以 Z 和 X 在 奇异 值 和 它们 关于 左 奇异 问 量 的 可 能 选择 上 是 一 致 的. 从 而 我 们 可 以 
写 出 


Z = B Skk Wy. (6.177) 


其 中 , {wi,… ,wr} CV@Z 为 一 组 规范 正 交 向 量 . $ Ve UV, VEZ) 为 一 个 等 距 算 子 , 其 
中 对 于 所 有 的 ke {1,… ,7} 都 有 Vyx = ue. 从 而 XV* = Z 成 立 . 
现在 ,对 于 每 个 acd, EXAT 


U,=Ws 和 B= (ly ®e*)V. (6.178) 


由 于 V 是 一 个 等 距 算 子 , WMA V 亦 然 ， 因 此 


S B= Y Vily Ena) = V'V = ly (6.179) 
aed aed 
对 于 每 个 acd, 有 
W> X B] = W XV* (ly ® ea) = WiZ(ly®ea)= Vp(a)Y (6.180) 
AIL, 因此 


$ (U. ® Bajuu* (Ua ® Ba)” 

QE2 
= >》 vec(W,* X BĮ) vec(W*X Bz)” 

aed (6.181) 
= = X pla) vec(Y ) vec(Y )* 


acy 


* 


= UU . 


从 而 我 们 证 明了 由 声明 1 可 以 推导 出 声明 2. 

我 们 观察 到 Try(wu*) < Try(vv*)  Try(uu*) < Try(vv*) 等 价 . 利用 这 一 事实 ,并 将 
x A Yy 的 角色 互 换 , 我 们 便 可 证 明 由 声明 1 能 够 推导 出 声明 3. 

由 声明 2 和 3 都 可 以 直接 推导 出 声明 4， 因 为 根据 操作 


uu* = > (Us &) Batu” (Ua 的 Ba); 
aeh 


uu” =X (A a BV ju (Aa ® Va)” 
acy 


(6.182) 


所 定义 的 映射 都 是 可 分 信道. 
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最 后 , 假设 声明 4 成立 , 令 © E SepC(V:Y) 为 一 个 固定 的 可 分 信道 , 其 中 O(uu*) = vv". 


我 们 将 要 证 明 
NXX") < MYY”): 


(6.183) 


根据 定理 4.32， 这 一 关系 等 价 于 XX* < YY*, 而 它 又 与 声明 1 等 价 . + n= dim(X), 可 以 


观察 到 根据 u 和 w 都 是 单位 向 量 的 假设 , 有 


> Ne(XX*) = Tr(XX*) =1=Tr(YY*) = > Me(YY*), 
k=l k=1 


(6.184) 


根据 定理 4.30, 我 们 可 以 发 现 关 系 式 (6.183) 可 以 从 对 于 任 选 的 m e {1,--- ,n} 均 成 立 的 不 


等 式 
TEY TAA) 


k=m k=m 


HFH. 
根据 信道 B 的 可 分 性 , 一 定 存在 一 个 字母 表 2 和 两 组 算 子 


{Aa :a EE} CL(X) 和 {B,:aEeX}cL(y), 
其 中 {4A 8 Ba : aE E} 为 B 的 一 组 Kraus Bf. 在 此 处 有 


vu* = >》 (Aa ® Bu (Aa Q Ba)*. 
aed 


因为 vv* 是 一 个 秩 为 1 的 算 子 , 所 以 一 定 存在 一 个 概率 向 量 pe P(E) 使 得 
(Aq ® Ba)uu*(Aq ® Ba)* = p(a)vo", 
WET aed, 这 与 
vec(A,X B7) vec(AaX Bt)” = p(a) vec(Y) vec(Y)* 
等 价 . 通过 对 Y 取 偏 迹 , 对 于 每 个 ae 2, 我 们 有 
Aa X BY B,X*A* = p(a)YY*. 


因此 对 于 每 个 me {1,:… ,n}, 有 


TL n 


S MY)= Y 3 ml ABE A). 


k=m k=m a€d 


(6.185) 


(6.186) 


(6.187) 


(6.188) 


(6.189) 


(6.190) 


(6.191) 


下 面 ， 对 于 选 定 的 每 个 we 和 mm € {1,… ,n}, Tam € Proj) 为 投影 到 由 集 
合 {Aar ,Aazm-1} 扩展 开 的 X 的 子 空间 的 正 交 补 上 的 投影 算 子 . 其 中 , 我 们 假设 对 于 
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kr 有 oe = 0 根据 这 些 投影 算 子 的 定义 ， 显然 ， 对 于 每 一 个 aed 和 mE {1,--- mt} 我 
们 有 


Ms AaX B1 B.X" A} ) = (Maras FE Bena (6.192) 
其 中 ， 
Xm = >. SkEkYk» (6.193) 
k=m 


并 且 我 们 将 会 解释 对 于 m >r 有 Xm = 0. 因为 每 个 算 子 Tam 者 是 一 个 投影 ， 并 且 算 子 
AaXmBl BaX*A* 是 半 正 定 的 , 所 以 我 们 有 


人 An Nn B Ba AnA) < Tr(AaXmB1 Ba Xm Az). (6.194) 
利用 ® 是 一 个 信道 并 且 因 此 保 迹 这 一 事实 , 我们 可 以 发 现 对 于 每 个 me {1, ,n} 都 有 


y Tef Aa Xm BI Ban Ar) = Tr(®(vec(Xm) vec(Xm)*)) 
aed 


= Tr(vec(Xm) vec(Xm)*) = Tr(XmX%,) = 》 An(XX"). 
=m (6.195) 


最 后 ， 由 于 对 于 每 一 个 a Ee 如 和 me {1,…,n}, 一 定 有 rank(lam) >n—m+1 MM, 
所 以 


(Tam; Aa RIB AR) > DO re (AX BIB, X* A’). (6.196) 


k=m 


通过 把 式 (6.191). IÑ (6.192). IÑ (6.194). 式 (6.195) 和 式 (6.196) 结合 起 来 , 我 们 可 以 发 现 


5 AY") < D WE, (6.197) 
k=m k=m 
这 证 明了 式 (6.183). 因此 我 们 完成 了 证 明 . 口 


从 定理 6.33 可 以 推导 出 下 面 的 可 以 由 LOCC 信道 实现 的 推论 , 该 推论 确定 了 纯 态 转化 
的 性 质 , 其 可 能 涉及 不 同 的 复 欧 几 里 得 空间 . 

推论 6.34 AX, YV Z 和 W 为 复 欧 几 里 得 空间 ,TEX@Y 和 ye ZQwW 为 单位 向 
È. 下 面 的 声明 是 等 价 的 : 
1. 3} F p = Try(zz*) o = Trw(yy*) Fe r = min{rank(p),rank(c)}, 有 


Ai(p) + + Am(P) < Arla) +: + Amla) (6.198) 


WTE mE r} AMD. 
2， 存 在 一 个 右 单 向 LOCC 信道 © C LOCC(X,2Z:Y,W), 其 中 有 (zz*) = yy* AÈ. 
3. 存在 一 个 左 单 向 LOCC {ih 6 EC LOCC(X,Z:Y,W), HPA O(ra*) = yy* 成 立 . 
4. 存在 一 个 可 分 信道 D E SepC(X,Z:Y,W), 其 中 有 O(re*) = yy* 成 立 . 
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证 明 “对 于 选 定 的 每 一 个 zeYt、 yeyze2Z 和 we 人 定义 四 个 等 距 算 子 
Ao E U(X, X © Z), Bo EUV, VOW), Ar E€ U(Z, & @ Z) M Bı E UW, yY e Ww) 如 下 : 
Apt =z90, Aiz=06z, 
(6.199) 
Boy =y 80, Biw=08w. 
此 外 ， 定 义 四 个 信道 Vo € C(X @ ZX). No € CIVOW,Y),. Vi € C(X @ Z, Z) M Ay € 
CY ea w, Ww) 为 
Vo 


X An SX Ao + (vez — A045, X} 70, 


(X) = 
Ao(Y) = BOY Bo + yew — BoBg, Y) £o, 
W(X) = AXA + (lxe@z — A AT, X) 11, 
Ai(Y) = BIY Bı + yew — Bi BT, Y) &1, 
该 定义 对 所 有 的 X € L(X¥OZ) AY € L(VOW) 成 立 , HP mv € D(X). & € DV) n € D(Z) 
和 & © DW) 是 密度 算 子 . 这 些 密度 算 子 要 么 是 固定 的 , 要 么 是 任意 选择 的 . 
首先 假设 声明 1 成 立 . 我 们 可 以 得 出 结论 


(6.200) 


Apt < Ayo At, (6.201) 
从 而 定理 6.33 的 四 个 等 价 声 明 对 于 向 量 
u = (Ap ® Bo)x 和 w= (A; ® Bi)y (6.202) 


成 立 . 因此 , 一 定 存在 一 个 右 单 向 LOCC 信道 =, 使 得 (ww*) = vv*, 3 的 形式 在 定理 6.33 
的 声明 中 详细 给 出 . AFAR X CL(V@Y), HEM OECCX@YV,ZAW) A 
(X) = ((Wi 8 41)E) ((Ao ® Bo)X(Ao ® Bo)*). (6.203) 
® 是 一 个 满足 @(zz*) = yy* 的 右 单 向 LOCC 信道 ， 从 而 由 声明 1 可 以 推导 出 声明 2. 由 声 
明 1 可 以 推导 出 声明 3 这 一 事实 可 以 通过 类 似 的 方法 证 明 . 
显而易见 ， 声明 2 和 3 成 立意 味 着 声明 4 成 立 . 
最 后 , 假设 声明 4 成 立 . 对 于 所 有 的 X eL((X eS Z)@(VEW)), 定义 信道 三 为 


E(X) = (A1® Bi)(®(Vo ® Ag))(X)(A1 @ B1)*. (6.204) 
信道 三 是 可 分 的 ， 并 且 对 于 如 式 (6.202) 中 的 向 量 u 和 wv, 它 满足 
Stun) = we, (6.205) 


因此 , 定理 6.33 中 所 列 出 的 四 个 等 价 声明 对 于 和 v 是 成 立 的 . 这 说 明 
Try@w((Ao ® Bo)zx* (Ao @ Bo)*) 
< Tryew((A1 ® Bi)yy*(A1 ® Bi)*). 
该 关系 等 价 于 式 (6.201), 这 说 明 声 明 1 成 立 . 从 而 命题 得 证 口 


(6.206) 
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6.2.2 ”可 提取 纠缠 和 纠缠 费用 


令 pe D(X 8V) 为 复 欧 几 里 得 空间 X MY 上 的 一 个 态 . 对 于 x 和 ) 这 一 二 分 系统 ， 
我 们 有 多 种 方式 来 量化 p 中 存在 的 纠缠 的 数量 . 可 提取 纠缠 和 纠缠 费用 表示 了 这 样 的 两 种 
测度 . 可 提取 纠缠 关注 态 p 的 拷贝 可 以 被 转化 为 最 大 纠缠 的 双 量 子 比特 态 


r=s X Bap ®@ Eas (6.207) 
a,bE {0,1} 

的 拷贝 的 比率 . 这 一 转化 过 程 可 以 经 由 LOCC 信道 非常 精确 地 完成 . 纠缠 费用 则 是 指 该 过 程 
的 逆 过 程 : 它 是 p 的 近似 拷贝 可 以 通过 LOCC 信道 从 7 的 拷贝 中 制造 出 来 的 比率 . 在 这 两 
种 情况 下 ,， 随 着 每 个 态 的 拷贝 数目 的 增加 , 这 些 过 程 的 渐 近 行为 被 认为 是 纠缠 的 测度 . 

对 于 每 一 个 二 分 态 , 纠缠 费用 是 可 提取 纠缠 的 上 界 . 这 两 种 测度 对 于 纯 态 是 完全 一 致 的 . 
然而 , 通常 来 说 这 两 个 量 是 不 同 的 , 在 某 些 情况 下 纠缠 费用 严格 大 于 可 提取 纠缠 . 
6.2.2.1 可 提取 纠缠 和 纠缠 费用 的 相关 记号 

在 讨论 一 个 二 分 态 pe D(X @Y) 的 可 提取 纠缠 和 纠缠 费用 时 ， 下面 定义 的 记号 会 派 上 
用 场 . 

首先 , 对 于 一 个 给 定 的 正 整数 n (这 里 ”表示 能 被 用 于 处 理 可 提取 纠缠 或 纠缠 费用 的 态 
p 的 拷贝 数 ), 我 们 可 以 定义 一 个 等 距 算 子 


Un E U((X @ Y)®”", XS @ Y®"), (6.208) 
这 一 定义 是 通过 对 于 所 有 算 子 A1,… An E L(Y, X) 的 操作 
Un (vec(A1) 8 +++ Q vec(A,)) = vec(A1 Q- Q An) (6.209) 
得 到 的 . 等 价 地 , Un 由 对 于 所 有 向 量 z1,… ,znE Ml yi ,yn EV 的 操作 


Un((z1 ® y1) B® (Tn 8 Yn)) (6.210) 


= (xy Q +++ Qn) @ (y1 @--- @ Yn) 
所 定义 . 这 一 等 距 算 子 有 着 可 以 将 空间 (X 9V) 的 张 量 因子 重新 排序 的 作用 , 所 以 它 有 一 
个 二 分 张 量 积 空间 O @ YO” 的 形式 , 这 一 形式 让 我 们 可 以 很 方便 地 描述 关于 纠缠 和 可 分 
性 的 记号 . 
接 下 来 , 二 元 字母 表 可 以 表示 为 工 = {0,1}, 同时 我 们 认为 态 


r=} > Fap®Eas (6.211) 
a,bE{0,1} 
是 集合 D(Z 89 W) 的 一 个 元 素 , 其 中 Z=C Awe=cC’. 与 上 面相 似 , 我 们 可 以 定义 一 个 
等 距 算 子 
和 (6.212) 
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它 与 等 距 算 子 U, 有 着 相似 的 作用 , 但 是 在 此 处 需要 将 空间 x 和 替换 为 Zz A w. 这 个 
等 距 算 子 是 由 对 于 所 有 算 子 Bı, d » Bm € L(W, Z) 的 操作 


Vin (vec(Bi) 8 :+ ® vec(Bm)) = vec(By ®@--- ® Bm) (6.213) 
所 定义 的 . 等 伏地 ， Vin 是 由 对 于 所 有 问 量 Zitt 和 Z 和 二 W 的 操作 


Vin ((z1 @ W1) B® (zm @ Wm)) 
(6.214) 
= (21 @-*:@ zm) Q (wi B® wm) 


所 定义 的 . 
6.2.2.2 ”可 提取 纠缠 和 纠缠 费用 的 定义 


利用 前 面 介绍 的 记号 , 可 提取 纠缠 和 纠缠 费用 的 定义 如 下 . 

EX 6.35 令 X 和 YY AFHBHA peD*X @Y) A (X,Y) 的 一 个 态 . 对 于 态 p, 寄存 
器 对 (X,Y) 上 的 可 提取 纠缠 Eu(X :Y) 是 满足 如 下 声明 的 所 有 实数 a > 0 的 上 确 界 : 存在 
LOCC 信道 的 一 个 序列 (V1, 亚 2,……) 


Vv, E LOCOLLS", 22": yo", we), (6.215) 
其 中 m= |an], 使 得 
lim F(VinT "Vin, Un (Unp®" Ut) ) = 1. (6.216) 


定义 6.36 4X HY AFHEHA peD*X@yY) A (X,Y) 的 一 个 态 . HTA p, 关于 
寄存 器 对 (X,Y) 的 纠缠 费用 E(X:Y) 是 满足 如 下 声明 的 所 有 实数 a > 0 的 下 确 界 : 存在 
LOCC 信道 的 一 个 序列 (更 1, B,---) 


CO (6.217) 
其 中 m= |an], 使 得 
lim F (Unp®"Uz, Bal Verem ye)) = i, (6.218) 


直观 上 , 对 于 任 选 的 pe D(X @ Y), 纠缠 费用 至 少 和 可 提取 纠缠 一 样 大 , 否则 我 们 可 以 
重复 地 从 一 个 给 定 态 p 的 拷贝 中 提取 出 态 7 的 拷贝 , 并 用 它们 生成 更 多 p 的 拷贝 , 并 且 不 
断 地 重复 这 一 过 程 ， 最 终 从 有 限 数量 的 p 的 拷贝 中 产生 任何 数目 的 7 的 拷贝 显然 ,这 种 
“纠缠 工厂 ”不 可 能 仅仅 通过 局 域 操作 和 经 典 通信 获得 . 下面 的 命题 证 实 了 这 一 观点 . 

命题 6.37 AX 和 YY 为 寄存 器 .对 于 寄存 器 对 (XY) 的 每 一 个 态 ， 有 Eo(X:Y) < 
Ec(X:Y) 成 立 . 


证 明 假设 n、m Al k ASEM BBW, H 


Pn € LOCC(Z®™, YE": Wem, yen) 


(6.219) 
TE LOGOA ZO" on yy) 
A LOCC 信道 . 复合 信道 Vao, 是 一 个 LOCC 信道 , 因此 也 是 一 个 可 分 信道 . 有 
VaT Va € Entgm (Z9 : We™) (6.220) 
成 立 . 此 外 根据 定理 6.23 有 
(Enba) (Var V,") € Entom(Z°* : W"). (6.221) 
根据 命题 6.15, 我 们 可 以 发 现 
F ((Un®n) (Var Ve) varav) 
ü (6.222) 


= ( (Yn®n) Vint V Yrs < ir 
k 


现在 , & p © D(X @Y) 为 寄存 器 对 (X,Y) 的 任意 态 , 并 且 假设 a 和 6 分 别 为 对 于 态 p 
满足 纠缠 费用 和 可 提取 纠缠 的 定义 要 求 的 非 负 实数 . 因此 , 对 于 所 有 的 s > 0, 一 定 存在 一 
个 足够 大 的 正 整 数 n, 对 于 m = |an] M k= |Bn|, 使 得 存在 形式 为 式 (6.219) 的 LOCC 信 
道 , 其 中 , 下 面 的 界限 成 立 : 

F (Bn (Vinre™ VA), Unp?” UR) > 1—e, 


(6.223) 
Pl (pV), rA) >e: 


所 以 , 根据 定理 3.29 以 及 在 信道 操作 下 的 保 真 度 函 数 的 单调 性 (定理 3.27), 我 们 可 以 得 出 
结论 : 
F((Yn On) (Vint Via); Veret vg ) > 1—4e. (6.224) 

Me< 1/16, 我 们 可 以 得 到 
1 
p 
因此 根据 式 (6.222) 有 m > k. 由 于 这 对 于 所 有 足够 大 的 n RRL, 所 以 我 们 有 B <a. 从 
而 我 们 可 以 得 到 结论 Eu(X:Y) < Ec(X:Y). 口 
6.2.2.3 Asse 

接 下 来 的 定理 阐述 了 对 于 二 分 纯 态 , 纠缠 费用 和 可 提取 纠缠 是 相等 的 : 通过 将 给 定 的 纯 


态 限制 到 其 二 分 系统 中 的 任 一 部 分 ,我 们 可 以 得 到 这 个 态 的 von Neumann W. 在 上 述 两 种 
情况 下 , 这 种 测度 的 值 都 与 该 von Neumann SFA. 


2 
F((Vn®n) (Vint Vin), Verev ) > (6.225) 
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定理 6.388 令 X 和 YY 为 寄存 器 . 对 于 寄存 器 对 (X,Y) 的 每 一 个 纯 态 ， 我 们 有 
Eu(X:Y) = H(X) = H(Y) = Ec(X:Y). (6.226) 


证 明 Cs UU XQYVA-+*#HFUAE, 并 且 考 虑 寄存 器 对 (X,Y) NAA uu*. 我 们 
在 5.1.2 节 中 讨论 过 等 式 H(X) = HY). 特别 地 ， 通 过 Schmidt 分 解 的 方法 ， 对 于 选 定 的 
某 个 字母 表 卫 、 一 个 概率 向 量 p e PE) 以 及 两 个 规范 正 交 合集 {xz。: ae DE CH A 
{ya :aezlcJD, 我 们 可 以 写 出 


u= > Vp(a) to ® Yo (6.227) 
aed 
有 
Try(uu*) = 》 pla)zar; 和 Træ(uu*)= >> pla)yaya (6.228) 
aed aed 


成 立 , 这 意味 着 H(X) = H(p) = H(Y) 成 立 . 
接 下 来 , 回忆 对 于 每 一 个 正 整数 n 和正 实数 s > 0, e- 典 型 字符 串 关 于 p 的 集合 T,- 包 
含 字 符 串 aean EEr, 其 中 


9—n(H(p)+e) < D(aa)… .2D(an) < 9 一 mn( HUP) 一 =) (6.229) 


有 了 这 个 集合 , 对 于 每 一 个 正 整数 ”和正 实数 s > 0, 我 们 可 以 定义 一 个 同 量 vne E XO" Q 
yer Ay 
tse = bJ J plai) = plan) Taran @ Ya (6.230) 


a1 Gn EIn; 


其 中 为 了 简洁 , 我 们 利用 了 简写 : 
Bait, = Wo ve A = Yay DG Ya. (6.231) 





Un, j 
T ae 加 T (6.232) 
NE 
可 以 观察 到 
gt) < A Tye (naa) | < "Pn, (6.233) 
因此 ， w+ f= 有 Eae 有 
9—n(H(p)+e) 9—n(H(p)—e) 


< Ak (Tryon (wn,eWh,2)) < (6.234) 


[Une ||? lasl” i 


而 剩 下 的 本 征 值 在 两 种 情况 下 都 为 0. 
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现在 , 考虑 相对 于 态 uw* 的 寄存 器 对 (X,Y) 的 纠缠 费用 . 令 a 为 任意 使 得 a > H(p) 成 
立 的 实数 , S c> 0 足够 小 从 而 有 a > Hp) 十 2e, FABRA n> 1/e. 对 于 m= |an], 
有 m >n(H(p) +e) 成 立 . 此 外 , HF k=1, ;2m, 有 


Ae (Trwen (VinT Vin) ) = 2-™ (6.235) 
RAE F —n(H(p)+¢) 
gT ey a a oe a (6.236) 
Un, 
所 以 ,对 于 每 一 个 有 RE {1,…: 2} 都 有 
k k 
S A; (Trem (Vmr?™ VA) ) < DN (Tryon (wn,ew' e) ). (6.237) 
z= j=l 
根据 推论 6.34 和 Nielsen 定理 (定理 6.33) 可 知 , 存在 一 个 LOCC 信道 
OO (6.238) 
使 得 
Bular RA vw et (6.239) 
因为 i 
F (Un (wu*)®"U 3, wn ewh e) = >. plaı)--- plan), (6.240) 


aian ETna, e 
HE n 接近 无 穷 大 的 极限 下 上 式 接近 于 1, MA EBe(X:Y) < a 成 立 . 因为 该 式 对 所 有 的 
a > H(p) 都 成 立 , 所 以 不 等 式 Ec(X:Y) < H(p) 也 成 立 . 

接 下 来 , 考虑 (X,Y) 相对 于 态 wu* 的 可 提取 纠缠 . 如 果 H(p) = 0, 那么 我 们 无 须 进 行 
任何 证 明 . 这 是 因为 在 这 种 情况 下 , 可 提取 纠缠 显然 是 非 负 的 . 所 以 之 后 我 们 假设 H(p) > 0 
A a 为 一 个 使 得 a < H(p) 的 实数 , $ se (0,1) 足够 小 从 而 有 a < H(p)— 2c. 考虑 任 选 的 
EHX n > —log(1—e)/e, 并 使 m= |an]. 有 


m < n(H(p) — £) + log(1 — £) (6.241) 
成 立 . 因此 ， 
9—n(H(p)—e) 
me (6.242) 
1—E 


因为 在 n 趋 近 于 无 穷 这 个 极限 下 , 量 
nell? = > p(a1) ++: plan) (6.243) 


Aian ETn.« 


接近 于 1, 所 以 


9—n(H(p)—e) 


oe E 6.244 
Donel PSN 
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对 于 几乎 所 有 正 整 数 n 成 立 . 
现在 , 考虑 任 选 的 使 式 (6.244) 成 立 的 n (其 中 像 之 前 那样 , m= |an|). 从 而 , 对 于 每 
一 个 有 EL ,2m}; 我 们 有 


A (Tryon ( Wn,cwr, a) < SX, (Trem (Vin7®™Vjn) ). (6.245) 
a 


Jl 
通过 再 次 利用 推论 6.34, 我 们 可 以 发 现 一 定 存在 一 个 LOCC 信道 
®, E LOCC(#®", ES (6.246) 


使 得 
De (tet, e) = Var V (6.247) 


利用 保 真 度 函数 在 任何 信道 操作 下 都 有 的 单调 性 (定理 3.27), 我 们 发 现 


F(%, (Un (uu*)®"US), Vi US, ) i 


= F (dn (Un (uu) EU), Bn lwn ewh e)) 
， (6.248) 
Ss F(Un(uu*) "U; i Wn Wr, e ) 


> ， P(ai) += p(an). 
aian ETn.e 
这 个 不 等 式 右 侧 的 量 在 n 趋 近 于 无 穷 时 趋 近 于 1, 所 以 我 们 可 以 得 到 Eu(X:Y) > a. 因为 这 
对 于 所 有 的 a < H(p) 都 成 立 ， 所 以 我 们 可 以 得 到 结论 : E,(X: Y) > H(p). 
我 们 已 经 证 明了 


Ec(X:Y) < H(p) < Ep(X: Y). (6.249) 


根据 命题 6.37, 不 等 式 Eu(X:Y) < Ec(X:Y) RIL, 从 而 定理 得 证 . 口 
注 : 对 于 一 个 给 定 的 单位 向 量 UE 加》 以 及 复 欧 几 里 得 空间 X fo VY, X (6.226) 中 
的 量 是 纯 态 uu* 的 纠缠 炳 . 


6.2.3 ”束缚 纠缠 和 部 分 转 置 


简单 地 说 ,定理 6.38 表明 所 有 的 纯 态 纠缠 在 二 分 设置 下 都 是 等 价 的 . 一 个 二 分 纯 态 是 
纠缠 的 , 当 且 仅 当 其 有 正 的 纠缠 炉 . 此 外 , 给 定 任 意 的 两 个 纠缠 纯 态 , 通过 LOCC 信道 , 在 
这 两 个 态 的 大 量 拷贝 态 之 间 必 然 存 在 一 种 近似 转换 ， 其 比例 由 两 个 态 的 纠缠 粹 之 间 的 比值 
决定 . 

对 于 混 态 , 情况 会 更 复杂 一 些 . 一 部 分 原因 是 存在 没有 可 提取 纠缠 的 纠缠 态 . 这 种 纠缠 
态 称 为 束缚 纠缠 , 它 永 远 不 能 通过 LOCC 信道 被 转化 为 纯 态 纠缠 . 这 种 态 是 存在 的 , 我 们 可 
以 通过 应 用 转 置 映射 的 性 质证 明 这 一 点 . 


6.2.3.1 ”部 分 转 置 和 可 分 性 
对 于 任意 的 复 欧 几 里 得 空间 X, 关于 所 有 X c L(Y’) 的 转 置 映射 Te T(X) 定义 为 


T(X) = X". (6.250) 


由 于 这 是 一 个 正 映 射 , 所 以 根据 Horodecki 准则 (定理 6.9), 对 于 每 一 个 可 分 算 子 RE Sep(X: 
V) 我 们 有 


(T @ lrcy))(R) € Pos(X ® V). (6.251) 
WR Pe Pos(X 8 V) 是 一 个 半 正 定 算 子 , 其 中 
(T ®@ licy))(P) ¢ Pos(X @ Y), (6.252) 


那么 我 们 可 以 得 出 结论 : P 是 不 可 分 的 . 
这 一 结论 的 逆 命 题 通 常 是 不 成 立 的 . 给 定 一 个 半 正 定 算 子 Pe Pos(X* 8V), CWE 


(T 8 lLcy))(P) € Pos(¥ @ V), (6.253) 


我 们 不 能 得 出 P 是 可 分 的 这 一 结论 ; 下 面 我 们 将 给 出 一 个 满足 式 (6.253) 的 不 可 分 算 子 . 
在 某 种 意义 上 来 说 , WEA (6.253) HAS P € Pos(¥ @ V) 在 纠缠 方式 方面 受到 很 高 
WAR. 牢记 这 一 点 , 我 们 可 以 定义 PPT BT ( 正 偏 置 算 子 ) 和 PPT AME. 
定义 6.39 ”对 于 任意 的 复 欧 几 里 得 空间 X fo YV, PPT(X:V) 定义 为 满足 条 件 


(T®1rcy))(P) € Pos(¥ @ V) (6.254) 
的 所 有 算 子 Pe Pos(X@Y) 的 集合 . HS PPT(X:)Y) 的 元 素 称 为 PPT BT, 集合 PPT(X: 
Y)ND(X @Y) 的 元 素 称 为 PPT 态 . 
6.2.3.2 ”不 可 扩展 积 集合 和 不 可 分 PPT 算 子 
构造 不 可 分 PPT 算 子 的 一 种 方法 涉及 不 可 扩展 积 集合 这 一 概念 . 对 于 复 欧 几 里 得 空间 
X AY, 由 单位 向 量 u- ,wm E X M v, ,vm E V 构造 的 规范 正 交 集合 


= {uy D V1 ,Um @ tin}; (6.255) 


在 下 面 两 条 性 质 成 立 的 情况 下 是 一 个 不 可 扩展 积 集合 : 
1. AWET Oy 的 一 个 真子 空间 (等 价 地 , m < dim(X @Y)). 
2. 对 于 选 定 的 每 一 对 满足 条 件 c@eylLANceX Mycy, 一定 有 zQ@y = 0. 
例 6.40 对 于 =C3 和 了 = C3， 定 义 单 位 网 量 u, us E€ X M vu EY 
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如 下 : 

iy =e P — €2) 

1 1; 1 AZ 1 2 

u2 =e v au? — €3) 

2 3 2 V3 $=" 
1 

U3 = 一 二 (el —e2), v3 = e3 ， 6.256 

3 pa 2) 3 = 63 ( ) 
1 

ua = -g2 83), Va = ĉl, 


5 V3 €i €9 3), U5 V3 €1 €9 Ae W 


i l1 一 0 0 0 
1 
1 V3 2 A 
0 0 1 一 1 
0 0 1 
1 1 
A3 = — | 0 0 -1 |, &4=— O O ts 6.257 
3= 4 ( ) 
0 0 0 一 
3 1 F 
As==/1 11 
2 g 
1 1 1 


有 uk vk = vec( Ap) 成 立 . 可 以 看 到 集合 
A= {ui Q 11,- ,Us Q vs} (6.258) 
是 规范 正 交 的 . 如 果 对 于 =1,:…,5, XE 和 we 了 满足 
(x S Y, Uk 四 Uk) = (E, Uk) (y, Uk) = 0, (6.259) 
那么 一 定 至 少 有 3 SAA k e {1… ,5} 使 得 (zuk) = 0 或 者 至 少 有 3 个 不 同 的 有 € 
{1,… ,5} 使 得 (y, vp) =0 成立. 因为 每 3 个 wx 的 不 同 选择 可 以 张 出 全 部 的 七 AE 3 个 oy 
的 不 同 选 择 可 以 张 出 全 部 的 2， 所 以 有 z@y = 0. 因此 , 集合 4 是 一 个 不 可 扩展 积 集合 . O 
正如 下 面 的 定理 所 述 , 到 一 个 不 可 扩展 积 集合 的 正 交 子 空间 上 的 投影 必须 既是 PPT 的 
也 是 纠缠 的 . 
定理 6.41 FX FV ARAKILEREW, + 
A= {uy & Vl; i D n) (6.260) 
为 七 四 2) 内 的 一 个 不 可 扩展 积 集 合 ， 并且 定义 


m 
I= 》 uku% ® vko}. (6.261) 
k=l 
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我 们 有 
lx @ly — I € PPT(#: Y) \Sep(¥ : V). (6.262) 
证 明 ”假设 4 是 一 个 规范 正 交集 , 则 可 以 得 出 {T00 TOv) 也 是 一 个 规范 正 
交集 . 由 此 
(T®11y))(D = >》 Trug 8 veo (6.263) 
k=1 
是 一 个 投影 算 子 , 所 以 
(T ® lrx) ) (I1) <1y @ly. (6.264) 
由 于 
(T 81r) (lx @ly)=1z 81y, (6.265) 
所 以 我 们 可 以 得 到 包含 关系 
(T &) lrcy)) (Ax &) ly = IT) E€ Pos(¥ R y). (6.266) 
从 而 
ly ®1ly — II € PPT(4#: YV) (6.267) 
成 立 . 
现在 , 对 于 相反 的 情况 , 我 们 假设 
1x 81y -I € Sep(#: V), (6.268) 
这 表明 
ly Qly- I= 》 Tati ® yoy (6.269) 
aed 


对 于 选 定 的 字母 表 2 和 集合 {zo : aeX} cH A {y:acX}ycy 成立 , AA 


>. |(a @ Ya, Uk B vp) |? 
a. > (6.270) 
e > (ur 9 vk)” (Lx 1y — TI) (uk 8 vk) = 0, 
k=1 
从 而 
(La ® Ya, Uk B Vk) = 0 (6.271) 


对 于 每 一 个 oe DAKE {1,… ,m} 都 成 立 . 由 于 A 是 一 个 不 可 扩展 积 集合 ,所 以 zs@y = 0 
对 于 每 一 个 ae 2 都 成 立 . 因此 ， 


Ly @1ly —=0. (6.272) 
然而 ,这 与 假设 m < dim(X 9 V) 是 互相 矛盾 的 . 这 说 明 
1x @1ly -I g Sep(¥: V), (6.273) 


从 而 命题 得 证 . 口 
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6.2.3.3 PPT 态 没有 可 提取 纠缠 

PPT 态 并 不 总 是 可 分 的 ， 但 是 它 在 茶 些 方面 展现 出 了 与 可 分 态 相似 的 性 质 ， 比 如 与 每 
一 个 最 大 纠缠 态 的 重合 都 很 小 . 接 下 来 的 命题 是 这 一 事实 的 一 个 典型 示例 , 它 可 以 让 人 联想 
起 命题 6.15. 

命题 6.42 4 ACL(Y,X) 为 一 个 满足 | 4 < 1 的 算 子 , RP VX 和 了 为 复 欧 几 里 得 
= il. ATEA PEPPER: 看 

(vec(A) vec(A)*, P} < Tr(P) (6.274) 
WERA WN ERASER, 因此 
(vec(A) vec(A)*, P) 


(6.275) 
= ((T 8 1yy)(vec(A) vec(A)*), (T ® Ini )(P)). 
有 
vec(A) = (lx @ A‘) vec(1 x), (6.276) 
这 说 明 
(T 8 1y(3))(vec(A) vec(A)*) = (Lx ® AT)W (1x 8 A) (6.277) 


成 立 , 其 中 W e U(X 8X) 表示 XIX 上 的 交换 算 子 . 由 式 (6.277) 表示 的 算 子 的 谱 范 数 最 
多 为 1， 因此 
((T®1Lcy))(vec(A) vec(A)*), (T ® lcy))(P)) 


(6.278) 
< |(T ®1r0))(P)- 
最 后 , 因为 Pe PPT(’:y), 并 且 可 以 观察 到 转 置 映射 是 保 迹 的 ,， 所 以 我 们 有 
I(T ®@1r0)(P), = T(P). (6.279) 
该 命题 可 以 根据 式 (6.275)、 式 (6.278) 和 式 (6.279) 得 出 . 口 


例 6.43 与 例 6.16 相似 , 令 为 一 个 字母 表 , 风 = |El, X =C H y=. 定义 密度 
AT reD(& 8Y) 为 


1 1 
pa F Ezt © Eri = a vec(1 ) vec(1)”, (6.280) 
a,bEY 


其 中 1 表示 CC 上 的 单位 算 子 , 它 可 以 看 作 和 集合 L(V, £) 的 一 个 元 素 . 对 于 每 一 个 PPT A 
p E D(X ®Y) NPPT(X : V), (6.281) 

根据 命题 6.42 有 
(7, p) = = (vec(1) vec(1)*, p} < =, (6.282) 


因此 , 相对 于 其 与 最 大 纠缠 态 r 的 重合 来 说 , 我们 可 以 得 出 PPT 算 子 以 一 种 与 可 分 算 子 相 
似 的 方式 被 束缚 住 . 口 


下 一 个 命题 表明 可 分 映射 (自然 包括 LOCC 信道 ) 可 以 将 PPT 算 子 映射 到 PPT WT 
上 . 将 这 个 命题 与 命题 6.42 结合 起 来 , 可 以 证 明 PPT 态 的 可 提取 纠缠 为 0. 

命题 6.44 AX, YV. Z FW 为 复 欧 几 里 得 空间 , PEPPT(X:yY) 为 一 个 PPT 算 子 ， 
并 且 使 ® € SepCP(V,Z:Y,W) 为 一 个 可 分 映射 . 有 O(P) Ee PPT(Z:W) 成 立 . 

证 明 ”对 于 任意 的 算 子 4 CL(A,Z) 和 Be L(Y,W), 从 假设 Pe PPT(X: y) 可 以 推 


导出 
(r ® lum) ((48 ras B)*) — 
= (A®B)(T @1,y))(P)(A®@ B)” € Pos(Z ® W). 
(根据 前 文 , 工 表示 Z 或 + 上 的 转 置 映射 ). 由 于 更 是 可 分 的 , 所 以 我 们 有 
D(X) = > (Aa 8 Ba) X (Aa ® Ba)” (6.284) 


acd 


对 于 所 有 的 X ELROY) SMEAR D 和 算 子 的 集合 {4。: ae DS} c LX, Z) 与 
{Ba : a€ E} C L(V, W) 成 立 . 最 终 , 我 们 可 以 得 到 
(T®@1i0w))(®(P)) = >) (Aa ® Ba) (T 8 1LQ)(P) (Aa 8 Ba)" (6.285) 
aed 


是 半 正 定 的 , 因此 (P) e PPT(Z:W) 成 立 , 即 为 所 求 . 口 
定理 6.45 令 X 和 Yo 为 寄存 器 ,并 且 考虑 一 对 寄存 器 (X,Y) 的 PPT 态 


pEPPT(X:Y)ND(Y 8V). (6.286) 


对 于 态 p, 有 Ep(X: Y) =0. 
证 明 T= {0,1}, Z=Cr 及 W=Cr, 并 且 定 义 TED(Z@TW) 为 


1 
T= F. bas ® Ea,b- (6.287) 
a,ber 


假设 a > 0, & n 为 任意 使 m = |an) > 1 成 立 的 正 整数 ， 并 且 考 虑 任意 的 LOCC 信道 

® € LOCC(X8r, ZSM ;yen WEM). 考虑 此 前 由 式 (6.210) MA (6.213) 定义 的 算 子 Un 和 

Vin. 有 
Wn e PPT(Y : SA (6.288) 


,因此 根据 命题 6.44 可 以 得 到 ， 


法 
K 


TU oO) e PPT(2™™ : We). (6.289) 
从 而 , 我 们 可 以 从 命题 6.42 得 出 
BV Bp 


1 
万 
所 以 , a 并 不 满足 定义 6.35 的 要 求 . 因此 我 们 有 E(X: Y) = 0 RZ. 口 
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6.3 ”与 纠缠 有 关 的 现象 


本 节 讨 论 一 些 通常 与 纠缠 相关 的 概念 : 传 态 、 密 集 编码 和 非 经 典 相 关 . 这 些 概念 代表 了 
纠缠 可 能 导致 的 一 些 操作 结果 . 
6.3.1 ” 传 态 和 密集 编码 
在 量子 信息 理论 中 , 传 态 通常 是 指 一 种 协议 . 通过 这 种 协议 , 一 个 单 比特 量子 信道 可 以 
通过 利用 一 个 最 大 纠缠 的 量子 比特 对 和 两 个 经 典 通信 比特 实现 . 简单 地 说 , 传 态 意味 着 下 面 
的 变换 : 
1 对 最 大 纠缠 量子 比特 
十 2 比特 经 典 通信 


一 1 量子 比特 的 量子 通信 


从 某 种 意义 上 说 ,密集 编码 协议 提供 了 一 种 资源 交换 , 这 是 对 远程 传 态 的 一 种 补充 . 同 
样 地 , 它 也 是 指 一 种 协议 , 通过 这 种 协议 ,一 个 两 个 比特 的 经 典 信道 可 以 利用 一 个 最 大 纠缠 
量子 比特 对 和 一 个 单 量子 比特 的 量子 信道 来 实现 , 在 这 种 情况 下 , 其 表示 的 变换 如 下 所 述 : 

1 对 最 大 纠缠 量子 比特 
+ 1 量子 比特 的 量子 通信 


一 2 比特 经 典 通信 


在 这 两 种 情况 下 ， 最 大 纠缠 量子 比特 对 都 会 被 两 个 经 典 比特 与 一 个 量子 比特 的 通信 和 闻 
的 转换 所 消耗 ; 实质 上 , 纠缠 量子 比特 对 扮演 着 使 这 种 转换 可 以 发 生 的 资源 的 角色 . 

在 下 面 的 讨论 中 , 我 们 会 更 广义 地 考虑 传 态 和 密集 编码 . 前 面 所 说 的 传统 协议 会 成 为 一 
类 更 广义 的 协议 的 特例 . 
6.3.1.1 5 


考虑 下 面 的 情形 ,其 中 Alice 和 Bob 想 要 通过 结合 纠缠 和 经 典 通信 来 实现 一 个 理想 的 
量子 信道 . 

情形 6.46 ( 传 态 ) Alice 拥有 一 个 寄存 器 X, Bob 拥有 Y. 两 个 寄存 器 有 着 相同 的 经 典 
态 集合 L, 并且 寄 存 器 对 (X,Y) 的 态 由 最 大 纠缠 态 


T= 》 Eoc® Boe (6.291) 
BID, 
给 出 . Alice 得 到 了 一 个 新 的 寄存 器 Z， 其 经 典 态 的 集合 也 是 2， 她 想 要 把 Z 发 送 给 Bob. 
Alice 和 Bob 尝试 使 用 经 典 通 信和 共享 的 纠缠 态 r 通过 如 下 所 述 的 协议 完成 这 一 任务 : 
1. Alice 在 寄存 器 对 (Z,X) 上 进行 测量 vw: T — Pos(Z 8 8), 其 中 工 是 一 个 任 选 的 字母 表 ， 
随后 将 该 次 测量 的 结果 a eT 发 送 给 Bob. 
2. 对 于 {Va : a ET} CO(Y,Z) KSAT 作 索 引 的 信道 集合 ，Bob 将 信道 v, 应 用 在 Y 
E, 其 中 标记 a eT 表示 任 一 个 由 Alice 发 送 给 他 的 结果 , 这 会 把 该 寄存 器 转换 为 一 个 
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新 的 寄存 器 Z. 
通过 分 析 可 以 发 现 选 择 合适 的 Alice 的 测量 和 Bob 的 信道 集 能 够 解决 目前 的 问题 口 

注 : 我 们 可 以 考虑 与 情形 6.46 类 似 的 一 种 更 普遍 的 情形 . 例如 , X.Y 和 了 Z 可 能 不 会 共 
享 相同 的 经 典 态 集合 ， 寄 存 器 对 (X,Y) 的 初 态 可 能 会 被 初始 化 为 与 + 不 同 的 态 , 并且 Alice 
和 Bob 的 目标 是 实现 一 个 与 单位 信道 不 同 的 信道 . 但 是 , 为 了 简便 起 见 , 下面 的 讨论 会 专注 
于 情形 6.46 给 出 的 设 定 . 

对 于 任意 的 Alice 的 测量 u 和 Bob 的 信道 集合 {V : a ET}， 对 所 有 的 ZeL(2Z), 通 
过 情形 6.46 描述 的 协议 所 实现 的 信道 更 e C(Z) 可 以 表示 为 


5(2) = Be Z È (Hla), Z @ Ene) Wal Ene) (6.292) 


下 面 的 定理 提供 了 使 信道 更 等 于 单位 信道 的 那些 测量 和 信道 集合 的 特征 , 它 代 表 了 从 
Alice 到 Bob 的 一 种 理想 的 量子 信息 的 传输 . 
定理 6.47 AY Fl 为 字母 表 , =C 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 . 此 外 , + 


u:T — Pos(¥ Q X) (6.293) 
为 对 于 每 一 个 aET 都 有 ula) #0 的 测量 , > 
(Ta : wer} CGR) (6.294) 


为 一 个 信道 集合 . 下 面 两 个 声明 是 等 价 的 : 
1. 对 于 每 一 个 X ELL), 都 有 
X= YY (ula), X @ Ese) Va(Boe) (6.295) 
| | acl b.cEd 
2. 存在 西 算 子 的 集合 {Ua : a ET} C U(X) 和 一 个 概率 向 量 p E P(T) 使 得 
(a) = pl(a)|Z|vec(Ua)vec(Ua)” 和 V(X)= UaXUs (6.296) 


对 于 选 定 的 每 一 个 a ET Fo XEL) 都 成 立 . 

定理 6.47 的 证 明 会 利用 下 面 的 命题 , 它 会 建立 一 个 形式 为 Oe Cx) 的 关于 任意 复 欧 
儿 里 得 空间 x 的 信道 ,， 当 且 仅 当 该 信道 为 一 个 酉 信道 时 , 它 才 能 是 一 个 全 正 映 射 的 逆 . 

命题 648 令 半 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 , © ECX) 为 一 个 信道 , 更 ECP(4) 为 一 个 
全 正 映 射 ， 其 中 OW =l AA-SBHF U CUA) 使 得 


G(X)=UXU 和 V(X)=UXU* (6.297) 


对 于 所 有 的 X ELX) 都 成 立 . 
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证 明 由 于 二 全 正 并 且 显 然 非 零 ， 所 以 它 的 Choi AF JY) 是 一 个 非 零 的 半 正 定 算 
子 . 因此 根据 谱 定 理 (推论 1.4), 我 们 可 以 写 出 


J(V) = en vec(A,)*, (6.298) 


k=] 


其 中 = rank(J(V)), {41,… ,A.} C L(Y) 是 一 个 非 零 算 子 的 正 交 集合 . 因此 , 我 们 有 


(® @ ILx)) (vec( Ax) vec(Ax)*) Bai 


= (® © lucx) (J(Y)) = J(®W) = vec(l x) vec(lx)*. 
因为 vec(1x) vec(1x)* 的 秩 等 于 1, 并 且 每 个 算 子 
(® @ 1Lx)) (vec(Ax) vec(Ax)*) (6.300) 


都 是 半 正 定 的 (根据 © 的 全 正 性 ), 所 以 我 们 可 以 推导 出 , 一 定 存在 一 个 概率 向 量 (pi,… ,p,， 
使 得 


(® ® licx)) (vec( Ax) vec( Aj, )*) = Pk vec(1 x) vec(1 y)* (6.301) 
MET ke {1,… ,7} 都 成 立 . 由 于 更 是 保 迹 的 , 所 以 我 们 有 
(Az Ar) = (Tr ® 1h x)) (vec( Ax) vec(A;,)*) 一 Pel x, (6.302) 


因此 A, = VpxkU 对 于 选 定 的 某 些 西 算 子 Ur E€ U(X) 成 立 , 其 中 ke {1,… ,7}. 这 说 明 


(ly 的 Ux) J(®) (Ly &) Ux)" = (® & licx)) (vec(Ux) vec(U;)*) (6 303) 
= vec(1 x) vec(17)*, | 
从 而 

J(®) = vec(U;) vec(U;)* (6.304) 
对 于 每 个 k e {1,---,r} 都 成 立 . AW {41,:… , 4.} 是 一 组 非 零 且 正 交 算 子 的 集合 , 所 以 它 
也 是 线性 独立 的 , 因此 我 们 可 以 得 到 ==1 H p = 1; 通过 设 定 U =U, 命题 得 证 . 口 
对 定理 6.47 的 证 明 假设 声明 1 成 立 . 对 于 每 个 ao ET, 关于 所 有 的 XE L(X), 定义 

映射 Ea E€ T(x) 为 


sa(X) = J (ula), X @ Be) Boe (6.305) 
|| b,cEY 
a 的 Choi 算 子 由 
J(E。) = grow (6.306) 


给 出 , 其 中 W e U(X OX) 表示 交换 算 子 . 因为 J(Ea) € Pos(X 9 X) 对 于 每 个 a eT 都 成 
VW, 所 以 Z 是 全 正 的 , 并 且 根 据 ua) 是 非 零 的 这 一 假设 也 可 以 知道 =H, 是非 零 的 . 现在 ， 
声明 1 可 以 表示 为 


>) ,Ws = hig (6.307) 
aer 


这 等 价 于 

>》 J(WaZa) = vec( 人 xz) vec(1x)*. (6.308) 

aer 
由 于 ve, 对 于 每 一 个 a eT 都 必须 全 正 且 非 零 ， 并 且 算 子 vec(1x)vec(1x)* 的 秩 为 1， 所 
以 一 定 存在 一 个 概率 向量 pe PT) 使 得 

J (VaSa) = pla) vec(1 x) vec(1x)* (6.309) 
对 于 每 个 aer 都 成 立 . 因此 ， 

(VaSa)(X) 
p(a) 

对 于 每 一 个 XeL(X) 都 成 立 . 根据 命题 6.48, 一 定 存在 一 组 酉 算 子 的 集合 {UVa: a Ee TT} Cc 
U(X) 使 得 


=X (6.310) 


1 





Va(X)= UXU; 和 je(X) = UXU. (6.311) 
对 于 每 一 个 a eT 和 Xe L(x) 都 成 立 . 因此 ， 
sy Vata = JS.) = pla) went wonl peryt, (6.312) 


又 由 于 对 于 每 一 个 YeL(X) 都 有 W vec(Y) = vec(Y"), 所 以 
(a) = p(a)|5| vec(Va) vec(U,)* _ (6.313) 


HA acr 都 成 立 . 因此 由 声明 1 可 以 推导 出 声明 2. 
现在 假设 声明 2 成 立 . 由 于 我 们 假设 a 是 一 个 测量 , 那么 一 定 有 


Y、p(a)vec(Uaj vec(Ua)* = isl 21x. (6.314) 
aEl 


由 式 (6.314) 表示 的 算 子 与 完全 去 极 化 信道 N € C(X) 的 Choi BF J(Q) 相同 . 从 而 对 于 每 
一 个 X Ee L(&), 我 们 可 以 写 出 


Q(X) = X ` pla)Ua XU. (6.315) 
aer 
因为 完全 去 极 化 信道 的 自然 表示 为 
K(Q) = Ko >》 Erc Ebo (6.316) 
| b cE 
所 以 根据 命题 2.20 我 们 可 以 发 现 
X p(a)Ua 9 Ua = K(Q) = am S| Bee ® Ebe (6.317) 


aET b,cEd 
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ME, 对 于 每 一 个 X ELX), 考虑 由 


= AL X (ula), X ® Eb) Val Be) (6.318) 
aEl b,cEX 
定义 的 信道 P e C(x). 利用 式 (6.317), 对 于 所 有 的 Xe L(Y), 我 们 可 以 写 出 
= J. p(b a), X 8 Ub) Yal (Up). (6.319) 
a, bET 
根据 式 (6.296), 我们 可 以 得 到 
= |E| >》 p(a)p(b) vec(Ua)*(X @ Up) vec(Ua)UaUoU; 
— (6.320) 
=|Z| >》 p(a)p(b)(UaUUZ, X)UaUeU}. 
a,ber 
因此 , 信道 更 的 目 然 表 示 K(o) 由 
p> > pl p(a)p(b) vec(UgU,U 7) vec(UgU,UZ )* 


a,beT 


= X pla) (Us ® Ua) i >》 pleb) vec(Us) vee(U) ) (Ua ® U5) (6.321) 


aET berT 
=ly 81x 
给 出 ， 其 中 最 后 一 个 等 式 用 到 了 式 (6.314). 所 以 GB 与 单位 信道 等 价 ， 从 而 由 声明 2 推导 出 
了 声明 1. 口 


定理 6.47 表明 每 一 个 完全 去 极 化 信道 的 混合 酉 表示 都 会 产生 一 个 传 态 协议 . 下 面 的 推 
论 更 详细 地 说 明了 这 一 所 . 
推论 6.49 AE fe T AFAR, V=, 使 


{U, eT (6.322) 
为 西 算 子 的 一 个 集合 , A p EP(T) 为 一 个 概率 向 量 , 并 且 假 设 


Q(X) = > pla)Ua XU (6.323) 
aer 


对 于 每 一 个 ELR) 都 成 立 , PECL) 表示 关于 空间 X 的 完全 去 极 化 信道 . 对 于 每 
个 aET, w:T > Pos(X 9 X) 被 定义 为 


(a) = p(a)|d| vec(Ua) vec(Ua)*, (6.324) 
则 u 是 一 个 测量 ， 此 外 


pe 2 ),X Q Epc) Ua Eo, cU; (6.325) 
aer b,cEX 


MF PA X ELIX) 都 成 立 . 
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证 明 ”不 失 一 般 性 地 , 假设 对 于 每 一 个 a CT 都 有 pla) 40. 因为 如 若 不 然 , 我们 可 以 
定义 一 个 字母 表 To = {a ET : pla) 40}, 证 明 在 这 种 情况 下 推论 成 立 ， 并 且 可 以 观察 到 当 
T 被 To 以 这 种 方式 替换 时 推论 的 声明 是 等 价 的 . 

显然 u 是 一 个 测量 , 因为 每 个 ula) 都 是 半 正 定 的 ， 且 有 


>》 ula) = 》 p(a)|Z| vec(Va) vec(Ua)* = |Z|J(Q) = 1x 81x. (6.326) 
aET aET 
通过 定义 U(X) = UXU? 对 每 一 个 Xe L(X) Macr 都 成 立 , 我们 可 以 得 到 定理 6.47 
的 声明 2 是 成 立 的 . 这 说 明 该 定理 的 声明 1 成 立 , 这 与 式 (6.325) 是 等 价 的 ， 从 而 证 毕 ， O 
例 6.50 ST=E xE, HH D= {0,1} 表示 二 元 字母 表 . 为 了 简便 起 见 , 可 以 被 看 
作 长 度 为 2 的 二 元 字符 串 . 定义 pe PT) 为 


p(00) = p(01) = p(10) = p(11) = > (6.327) 


4 
FF AEM BAF Uoo, Voi, Vio, U11 E€ U(C™) 如 下 : 
(6.328) 


算 子 Uo» Uo Uio Un 与 作用 在 空间 C> 上 的 离散 Weyl 算 子 一 致 , 并 且 (正如 在 4.1.2 F 
中 所 解释 的 ) 提供 了 关于 X e L(C>) 的 完全 去 极 化 信道 N c C(C2) 的 一 种 混合 酉 的 实现 : 


1 ; Tr(X) 
A 5. Uawr X Up 一 一 ae 1. (6.329) 
a,bEex 
因此 , 定义 测量 u :T — Pos(C* @C*) A 
(00) = aes ie | 
(U10) vec(U10)" (Un) vec(Un1)" iig 
u(10) = vec U10 二 10 l u(11) = vecy uy = 11 l 
或 者 等 价 地 定义 为 ulab) = uasužp HP 
pi = e00 + €11 tins = €00 — €11 
V2 | V2 | 
(6.331) 
_ £o T €10 _ €01 — €10 


U10 V3 ; wi = V5 ’ 

并 且 关 于 每 个 X € L(C?) 和 a,b € D, 假定 Vs(X) = UaXU2,, 我 们 可 以 得 到 如 情形 6.46 
描述 的 传 态 协议 . 事实 上 , 所 得 到 的 协议 等 价 于 传 态 的 传统 概念 , 其 中 一 个 理想 的 单 比特 信 
道 是 通过 一 个 最 大 纠缠 量子 比特 对 和 两 个 比特 的 经 典 通信 实现 的 . 集合 {uoo, Uo1, U10; U11} 
通常 称 为 Bell R, HE u 表示 关于 这 个 基 的 测量 . 口 
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例 6.51 例 6.50 可 以 作 如 下 推广 . 设 对 于 任意 正 整数 n, 有 了 = Z. ¢T=U0xd, 并 
且 假 设 酉 算 子 的 集合 {Ua : a,b E€ E} C UC) 与 作用 在 C? 上 的 Weyl 算 子 相 同 . 通过 定义 
ü : T — Pos(C> @C2) 为 关于 每 个 abe dD we 
_ vec(Ugp) vec(Uap)* 


j(ab) E (6.332) 
的 测量 , 并 且 设 定 对 于 每 个 XeL(C-) 都 有 更 oo(X) = Ua XU2,, 我 们 可 以 再 一 次 得 到 情形 
6.46 摘 述 的 传 态 协 议 . 口 


在 前 面 两 个 例子 描述 的 传 态 协议 中 ， 必 须 被 传输 的 单个 经 典 符号 的 数量 等 于 被 传输 的 
量子 系统 的 经 典 态 的 数量 的 平方 . 这 是 最 优 的 . 下 面 的 推论 会 证 明 这 一 点 . 
推论 6.52 AE Fl AFAR, w:T —Pos(C @C>) 为 一 个 测量 , {Va : a ET}C 
C(C*) 为 一 组 信道 的 集合 , 使 得 
X= Ti S E ula), X ® Bre) Ga (Erg) (6.333) 


aErľ b,cEed 
FFEA X ELC?) 都 成 立 . MA JE |E 成 立 . 
证 明 ”根据 定理 6.47, 我 们 有 


(a) = p(a)|d| vec(U,) vec(Ua)” (6.334) 


对 于 每 个 a ET、 选 定 的 某 些 概 率 向 量 pe P(T) 和 一 组 酉 算 子 的 集合 {Ua : ae r} Cc UC?) 
成 立 . 每 个 算 子 ula) 的 秩 都 至 多 为 1, 而 


>》 Ha)=1lz@lz (6.335) 


acl 
的 秩 等 于 |2. 我 们 可 以 得 到 |] > |22， 即 为 所 求 . 口 
6.3.1.2 ”密集 编码 


与 前 面 对 传 态 的 讨论 类 似 , 我 们 可 以 考虑 下 面 的 情形 : Alice 和 Bob 想 要 通过 共享 纠缠 
和 量子 通信 实现 一 个 理想 的 经 典 信道 . 
情形 6.53 (密集 编码 ) Alice 持 有 寄存 器 X, Bob 持 有 寄存 器 Y. 两 个 寄存 器 有 着 相同 
的 经 典 态 集合 DL 并 且 寄 存 器 对 (X,Y) 的 态 由 最 大 纠缠 态 
TS X Esc ® Bbc (6.336) 
B Se 
给 出 . Alice 得 到 了 一 个 拥有 经 典 态 集 合 工 的 经 典 寄存 器 Z. 她 想 要 将 经 典 态 Z 通过 下 面 的 
协议 传输 给 Bob: 
1. Alice 将 一 组 信道 
iD, eerte ga (6.337) 
中 的 一 个 应 用 到 X 上 ， 所 应 用 的 信道 由 Z 的 经 典 态 acr 作 索 引 . 然后 寄存 器 X 便 传 
送 给 了 Bob. 


2. Bob 在 寄存 器 对 (X,Y) 上 进行 测量 
u:T — Pos(X ® V), (6.338) 


测量 的 结果 bET 可 以 理解 为 是 从 Alice 传输 而 来 . 

不 出 所 料 , 这 种 协议 有 着 我 们 所 需要 的 功能 . 这 意味 着 Bob 的 测量 结果 er 精确 地 对 
应 着 Alice 的 寄存 器 Z WARA acr. 事实 上 , 5r ALY AN, 即 可 将 任务 很 简单 地 完 
成 . 更 有 趣 的 是 , 存在 这 种 形式 的 协议 , BHT 与 xE 同样 大 的 情况 下 也 能 很 好 地 工作 . 口 

下 面 的 命题 证 明 密 集 编码 协议 可 以 从 完全 去 极 化 信道 的 任意 混合 酉 实现 推导 出 来 ,前 
提 是 酉 算 子 统一 从 一 个 由 Dx 台 作 索引 的 集合 中 得 到 . 

命题 654 AY A-AFHR, =C, HAR 


T = E $: Ee, d © Be. d- (6.339) 
c dE 


假设 {Uab : ab EEX E}CUR) 是 一 组 西 算 子 的 集合 ,使 得 


UX) = 京 让 (6.340) 


abe>xd 


对 于 所 有 的 X CL(X) 都 成 立 , 其 中 QE C(X) 是 关于 空间 的 完全 去 极 化 信道 . 对 于 每 个 
abe E xE Fe XEL), {Va : bE E xE) 定义 为 


Palt) = Nt, (6.341) 


u(ab) = Si (6.342) 
则 u 是 一 个 测量 ， 且 对 于 所 有 的 a,b,c,dE E, A 
1 ab= cd 
(uled), (Vas ® 1ryx))(r)) = | | (6.343) 
0 ab 天 cq 
证 明 有 
>, pab) =E) = 1x 81x (6.344) 


abEYxY 
成 立 . 因为 每 个 算 子 ulab) 显然 都 是 半 正 定 的 , 所以/ 是 一 个 测量 . 对 于 每 个 ab € Ux D, 
我 们 有 
(u i (Vab ® Licx))(7)) 


(6.345) 


= 而 (vec(Uas) vec(Uap)* , vec(Uas) vec(Uas)*) = 1. 
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因为 (Wa, @ 1L(x))(7) 是 一 个 关于 abe E x 的 密度 算 子 , 所 以 我 们 可 以 得 到 
(u(cd), (Var ® L(x))(7)) =0 (6.346) 


对 于 cd 关 ab 成 立 , 命题 得 证 . 口 
例 6.55 和 例 6.50 中 一 样 , > E = {0,1} 并 且 如 下 定义 西 算 子 UVoo, Uoi, Uio,Uii € 


U(C®): 
t | | 1 0 ) 
Uoo = ， Uoo = i 
0 1 0 一 1 
va- (1 ) mr 人: +} 
1 0 1 0 
HFEF Uoo. Uos Uio Un 提供 了 一 个 完全 去 极 化 信道 的 混合 酉 实现 , 所 以 通过 定义 测量 
u: E X 了 一 Pos(C”@C2) 为 


(6.347) 


WE 
》 D $ 

(6.348) 
Hoo kan a _ veen) vec(Un)* 
M10) = ———~,>———,,_ w(11) = k l 


并 且 如 同 例 6.50 那样 ,对 于 每 个 Xe L(C*) 假定 ValX) = VosXU*,， 就 可 以 得 到 一 个 情 
FE 6.53 所 描述 的 密集 编码 协议 . 通过 这 样 的 操作 所 得 到 的 协议 等 价 于 密集 编码 的 传统 定义 ， 
其 中 一 个 理想 的 双 比 特 经 典 信道 可 以 通过 一 个 最 大 纠缠 量子 比特 对 和 一 个 量子 通信 的 量子 
比特 实现 . 口 
与 前 面 所 表述 的 一 类 更 广义 的 传 态 协议 相似 ， 我 们 可 以 考虑 关于 一 个 任 选 字母 表 工 的 
密集 编码 协议 , 而 不 是 TT =E x D. 特别 地 , 对 于 一 个 任 选 的 字母 表 TD, 假设 Alice 的 信道 由 

集合 
{Va :aET}CC(X) (6.349) 


给 出 , 并且 Alice 想 要 传送 给 Bob 的 符号 a ET 是 根据 一 个 概率 向 量 pe P(T) 随机 选择 的 . 
在 Bob 进行 测量 之 前 的 寄存 器 对 (X,Y) 的 态 由 系 综 n :TT 一 Pos( @ X) 描述 , 对 于 所 有 的 
acl, 该 系 综 定义 为 


n(a) = ST S, Tu) ® Be (6.350) 
b,cEX 


下 面 的 定理 描述 了 该 系 综 的 Holevo 信息 y(n) 取 最 大 值 ( 即 21og(|E])) 时 的 一 个 特征 . 
定理 6.56 4D fl AFAR, p EP(T) 为 一 个 对 于 a ET 满足 p(a) 尖 0 的 概率 向 
量 ， 并 且 使 
{vw ser} CCC”) (6.351) 


为 一 组 信道 集合 . 下 面 两 个 声明 是 等 价 的 : 
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1. 关于 所 有 a ET HAt n:T > Pos(C* @C*) 定义 为 


a 
na) = BP 并 Wal Bie) 8 Boo (6.352) 
b,cEX 


我 们 有 x(n) = 2 log(|E)). 
2. 存在 一 组 西 算 子 的 集合 {Ua : a ET} C U(C-) 使 得 


= (6.353) 
对 于 任 选 的 a ET Fo X EL(C*) 都 成 立 . 此 外 对 于 所 有 的 X ELC) 有 


=X p(a)U. XU}, (6.354) 
aer 

其 中 ECC) 表示 关于 空间 C 的 完全 去 极 化 信道 . 

证 明 ”由 式 (6.352) 定义 的 系 综 n 的 Holevo 信息 为 


D-H 对外 3 y Vale) © Bhe) 
aer 


b,cEL 








(6.355) 
Sault > Wal (Bn) 8 Boa) 
aer | Per 
它 也 可 以 写作 
x(n) = (ovo > s2) - Zro af ae). (6.356) 
基于 x(n) = 2log(|X|) 的 假设 , 一 定 有 
a (Br 1a) - 21log(|2) 和 a( 2) =< (6.357) 


对 于 每 个 a eT 都 成 立 . 因此 , 对 于 每 个 acr, JV.) 的 秩 都 等 于 1,， HART Va 都 
是 一 个 信道 , 所 以 一 定 存在 一 个 丁 算 子 的 集合 


(Uso a eTe uc” (6.358) 


使 得 式 (6.353) HFEA X € LICE) 和 每 个 acer 都 成 立 . 式 (6.357) 的 第 一 个 等 式 等 价 于 





J(¥a) 1&1 
2 pla) S SE (6.359) 

这 说 明 
5 p a) vec(U,) vec(Ua)* = “a = J (N); (6.360) 


ae 
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所 以 


>》 p(a)UaXUz = (X) (6.361) 
acl 


对 于 所 有 的 X e L(C”) 都 成 立 . 从 而 , 由 声明 1 可 以 推导 出 声明 2. 
假设 声明 2 成 立 , 那么 可 以 直接 计算 出 7 的 Holevo 信息 : 


x(n) =H (x i> Va(B,c) & Pe) 
acer b,cEd 


~~ X pla) H [而 > Val Eoc) & Ene) 


acl b,cED (6.362) 
1@l vec(U,) vec(U,)* 
ea me | a H| — a 
(Tar) gron Ce 
= 2 log(|=)}). 
从 而 由 声明 2 可 以 推导 出 声明 1, 证 毕 . 口 


6.3.2 FARRAR 


因为 可 分 性 的 缺失 ， 所 以 纠缠 的 定义 并 不 直接 与 一 个 可 观测 物理 现象 直接 相关 . 然而 ， 
纠缠 从 根本 上 与 作用 在 物理 系统 的 两 个 或 多 个 可 分 部 分 的 测量 结果 之 间 的 关联 性 有 关 . 为 
了 描述 这 一 关联 , 我 们 可 以 考虑 下 面 的 情形 . 
情形 6.57 Alice 和 Bob 共享 一 个 复合 寄存 器 (X,Y), 其 中 Alice 拥有 X, Bob 拥有 Y. 
有 两 种 事件 发 生 : 
1. 从 一 个 确定 的 字母 表 X, P, Alice 收 到 了 一 个 输入 符号 , 并 且 她 必须 从 一 个 确定 的 字母 
表 TIT。 中 产生 一 个 输出 符号 . 
2. 从 一 个 确定 的 字母 表 Ze P, Bob 收 到 了 一 个 输入 符号 , 并且 他 必须 从 一 个 确定 的 字母 
表 Ts 中 产生 一 个 输出 符号 . 
在 收 到 输入 符号 后 ，Alice 和 Bob 在 任意 时 刻 都 不 能 和 对 方 进行 交流 . 通常 情况 下 , 他 
们 产生 的 输出 符号 可 以 是 概率 性 的 , 可 能 是 在 执行 测量 的 个 体 所 拥有 的 寄存 器 X 或 Y 之 中 
的 任 一 个 寄存 器 上 进行 的 测量 的 结果 . 口 
接 下 来 的 讨论 主要 与 以 下 内 容 有 关 : 在 情形 6.57 中 , 由 Alice 和 Bob 通过 一 个 共享 的 
纠缠 态 上 的 测量 所 产生 的 可 能 的 输出 分 布 的 合集 ， 其 关联 性 不 同 于 初始 寄存 器 对 (X,Y) 可 
分 时 的 情况 . 
6.3.2.1 关联 算 子 


情形 6.57 的 一 个 特例 是 , 当 Alice 和 Bob 所 产生 的 输出 分 布 的 范围 遍及 所 有 的 输入 符 
号 时 , 它们 可 以 由 一 个 单独 的 算 子 描述 : 


人 (6.363) 


该 算 子 的 定义 使 得 C((a,c), (b,d)) A Alice 和 Bob 输出 (c,d) ET, x Ts 的 概率 , 其 中 假 
设 他 们 获得 的 输入 对 为 (a,b) E Dy x Dy. 这 样 的 一 个 算 子 必须 满足 某 些 约束 条 件 . 例如 , 为 
了 使 C 表示 一 组 概率 分 布 的 集合 , 其 中 的 每 个 元 素 都 必须 是 非 负 实数 ， 且 一 定 有 
S°> Oiled (b,d)) =1 (6.364) 
(c,d)ET,axTp 


对 于 每 一 对 (a,b) € Dy x Dy 都 成 立 . 附加 约束 条 件 是 此 外 假设 Alice 和 Bob 分 离 且 无 法 通 


ele 


H. 


定义 6.58 An En Di 和 Ta 为 字母 表 ， 且 使 


C ELI( paara) (6.365) 
为 一 个 算 子 . 
1. 如果 
C= Š Es® Eav (6.366) 
(a,b)EEAaA xX Dp 


或 者 等 价 地 ， 对 于 选 定 的 某 些 函数 f > dn oT, 和 g : Lp T's 有 


l c= fla) Hd i b 
C((a,c), (b,d)) = | fla) 9) (6.367) 
0 其 他 ， 


那么 C 是 一 个 确定 性 关联 算 子 . 如 果 C 等 于 确定 性 关联 算 子 的 一 个 凸 组 合 ， 则 我 们 称 
C 是 一 个 概率 关联 算 子 . 
2. 如 果 存 在 复 欧 几 里 得 空间 X 和 站、 一 个 态 p E D(X OY), 以 及 两 组 测量 {Ha : a € Ug} 
和 {m : bE Dp},， 其 形式 为 
Ha :TA— Pos(X) 和 vw :Ts > Pos(y), (6.368) 
使 得 
C((a,c), (b,d)) = (Hale) 8 (d), p} (6.369) 
at AE—A aEXay DEL. CET, Fo dels MRA, 那么 算 子 C 是 一 个 量子 关联 算 子 . 
例 6.59 $ Er In Ta AT, 均等 于 二 元 字母 表 =1{0,1}, 令 X=C? 且 Y= C2>， 
定义 TE D(X IV) 为 最 大 纠缠 态 


1 
—= a >》 Ea,b & Ea,b, (6.370) 
a,bEX 


并 且 定 义 测量 uo, u :Ts > Pos(¥) 与 vo, n :Ts > Pos(Y) 为 
po(0) = Ilo, po(1) = I >, 
pı (0) = 

vo(0) = I/s,  Yo(1) = Isr/8, 

J= 


vı (0 


II/4， a(l) = Ugqa, (6.371) 


JI7zr/8， Vi(1) = H3778, 
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其 中 


Ty = | pa pey (6.372) 
cos(@) sin(@) sin“ (0) 


等 价 地 ， 这 些 测量 算 子 如 图 6.1 Pray. 


0) = 人) ae 


l 
m (0) = f 
2 
2 


SS 
Sa 
B= 
© 
‘teal 
~~ 
II 
> nc 
oe ®© 
=. © 
WE 


Nile Nje 
i 
Ta 
á 
V—_— 

i 
i 
II 

















十 V2 V2 7 
4 4 4 
vo(0) = : vo(1) = 
i og iA ey Vi 24+ V2 
s s 4 4 
2+V2 v2 2—/2 v2 
4 4 4 4 
v1(0) = : Hitl) = 2 
1(0) | A ae 1(1) | Vi kA 
4 4 4 4 








6.1 Bi 6.59 中 描述 的 测量 算 子 的 矩阵 表示 
对 于 选 定 的 这 种 +, 并 且 由 于 上 面 的 每 个 测量 算 子 都 有 实数 元 素 , 所 以 有 


1 


(Hafc) ® vo(d),T) = z \Ha(C): vo(d)) (6.373) 


对 于 每 个 os Ea bE cel, Md eT, 都 成 立 . 计算 表明 , 式 (6.369) 定义 的 量子 关联 
算 子 由 


















































2 . 2 +f 2 Sa 2 ha 
C= To 5 fi 6 sa Ja (6.374) 
2 Va 2 Pv 2 rya 2 Va 
8 8 8 8 
给 出 . 我 们 接 下 来 会 简单 说 明 C 不 是 一 个 概率 关联 算 子 . g 


例 6.60 4 Er Ess Ta AT, 均等 于 二 元 字母 表 E = {0,1}. 一 共存 在 16 个 确定 
性 关联 算 子 ， 它 们 对 应 于 16 种 可 能 的 函数 对 (f,g)， 这 些 函 数 对 有 看 形式 f : Ea 一 T Al 
g: Es 一 Ts. 如 图 6.2 中 的 矩阵 所 示 . 口 
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1 0 1 0 1001 0110 0101 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
ia ria la goarl te vitor Te rt o ii 
000 0 0 0 0 0 000 0 0 0 0 0 
1 0 1 0 1001 Ot 1 0 6% 0 i 
6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
000 0l |0 0 0 ol loo o ol? Jo 0 o ol’ 
101 0 10041 0 1 1 0 O14 0 I 
0 0 0 0 000 0 000 0 0 0 0 0 
10410 iu 7 0110 0101 
1601060!’ J2 6 O 21° 16 2 2 ol’ lo ig il” 
000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
iodo 1001 0110 620 1 
000 ol loo o öl’ [0 0 0 ol {0 0 o oal 
i601 B ioo 1 0 1 1 0 0 1 0 1 
6.2 il 6.60 中 描述 的 关联 算 子 的 矩阵 表示 
6.3.2.2 Bell 不 等 式 
根据 定义 ， 所 有 形式 为 
Ce Lies RI) (6.375) 


的 概率 算 子 的 集合 都 是 凸 的 . 事实 上 ,该 集合 由 一 个 有 限 集 的 凸 包 给 出 ,因为 其 中 存在 有 限 
多 个 相同 形式 的 确定 性 关联 算 子 . 因此 我 们 可 以 得 出 , 所 有 形 如 式 (6.375) 的 概率 关联 算 子 
的 集合 者 是 紧 的 . 因此 , 根据 分 离 超 平面 定理 (定理 1.11)， 如 果 算 子 


De L(R sss Razia) (6.376) 
不 是 一 个 概率 关联 算 子 , 那么 一 定 存在 一 个 算 子 
KELE oie Ramie) (6.377) 


以 及 一 个 实数 a 使 得 
(K,D)>a M (K,C)<a (6.378) 


对 于 所 有 形式 为 式 (6.375) 的 概率 关联 算 子 C 都 成 立 . 

对 于 选 定 的 算 子 K 和 实数 a, 如 果 不 等 式 (K,C) < a 对 于 所 有 形 如 式 (6.375) 的 概率 
关联 算 子 C 都 成 立 , 则 其 通常 被 称 为 Bell 不 等 式 . 此 时 , 如 果 对 于 某 些 选 定 的 关联 算 子 D, 
不 等 式 (K, D) > a RL, 那么 我 们 说 其 违背 了 Bell 不 等 式 . 
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下 面 的 例子 利用 对 Bell 不 等 式 的 违背 简单 地 证 明了 茶 些 特定 的 关联 算 子 并 不 是 概率 关 


KAT. 


例 6.61 (Clauser-Horn-Shimony-Holt PFA) 4 Ya. Ens Ta AT, 都 等 于 二 元 字母 


# DO = {0,1}, 并 且 和 定义 
Ke 人 


为 


对 于 每 一 个 确定 性 关联 算 子 
(ie L(R™5*7S , RAXIT), 


有 
(K,C) <2 


(6.379) 


(6.380) 


(6.381) 


(6.382) 


成 立 . 这 可 以 通过 观察 例 6.60 中 的 16 个 确定 性 关联 算 子 来 证 明 . 所 以 根据 凸 性 , 对 于 任意 


的 概率 关联 算 子 C, 有 同样 的 不 等 式 成 立 . 另外 , 例 6.59 中 的 量子 关联 算 子 


2+V2 2-V2 2+V2 
8 8 8 

2-/2 24+V2 2=V2 
8 8 8 


2+V2 2-vV2 2-v2 


8 


9-4/2 Bi 244 
8 8 8 




















OO 
Oo 











满足 
(K, D) = 2V2. 
这 说 明 D 不 是 一 个 概率 关联 算 子 . 
6.3.2.3 ”二 元 值 测量 之 间 的 关联 性 
对 于 选 定 的 字母 表 Da Un. Ta AT, URAT 


Ke i 


在 茶 些 情况 下 ,确定 (K,C) 的 上 确 界 并 且 在 所 有 形式 为 


GC g 有 


3—42 
8 
2+ /2 














(6.383) 


(6.384) 


(6.385) 


(6.386) 
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的 量子 关联 算 子 上 进行 优化 可 能 是 十 分 困难 的 . 然而 , 存在 一 类 很 有 趣 的 算 子 K, 对 于 这 类 
算 子 该 问题 是 可 解 的 . 这 一 类 算 子 的 输出 字母 表 TA 和 T's 都 等 于 二 元 字母 表 习 = {0,1}. 此 


外 算 子 K 的 形式 为 
K=M® : (6.387) 
<i - 4 


M e L(R*®,R™4) (6.388) 


成 立 . 当 考虑 到 Bell 不 等 式 以 及 违背 该 不 等 式 的 情况 时 ， 形式 为 式 (6.387) 的 算 子 有 着 一 种 
很 简单 的 解释 一 一 对 于 每 个 可 能 的 输入 对 (a,b). 它们 等 效 地 将 值 M (a,b) 赋 给 Alice 和 Bob 
的 输出 二 元 值 相 等 的 事件 , 而 把 值 - Ma, 赋 给 他 们 的 输出 不 同 的 事件 . 

下 面 的 定理 称 为 Tsirelson 定理 . 它 为 所 考虑 的 问题 提供 了 解答 的 基础 . 

定理 6.62 (Tsirelson 定理 ) 4D, # Ds AFAR, XC L(R*®, R™4) 为 一 个 算 子 . F 
面 的 声明 是 等 价 的 : 
1. 存在 复 欧 几 里 得 空间 区 f YV, RA peED(X OY) 以 及 两 个 算 子 的 集合 


该 形式 对 于 选 定 的 某 些 算 子 


{Aa : a€ Xa} C Herm(¥) 和 {Bp : be Uy} C Herm(y), (6.389) 
其 中 的 算 子 满足 条 件 Aal| <1, || Bol] <1. 此 外 还 有 
X(a, b) = (Aa ® By, p) (6.390) 


对 于 每 一 个 QEZA Fe bE Ly 都 成 立 . 
2. 在 一 些 附 加 要 求 下 ， PA 1 是 成 立 的 . 这 些 附 加 要 求 为 : 对 于 选 定 的 某 个 字母 表 工 ,我 
Na =C, y=C 以 及 


p= Y Bed @ Bos (6.391) 
IT| cidET 
成 立 . 此 外 ， 集 合 
{Ag:a€d,} 和 {B:DEZs} (6.392) 
中 的 算 子 (除了 是 Hermite 的 之 外 ) ZH EM. 
3. 存在 算 子 
P € Pos(C*™) 和 Q€ Pos(C™®), (6.393) 


其 中 P(a,a) = 1 和 Q(b,b) = 1 对 于 每 一 个 ae E, 和 be Ds 都 成 立 ， 从 而 使 得 


P X 
| ) € Pos(C™* @ C*) (6.394) 
X Q 
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4. 存在 两 个 单位 向 量 的 集合 
{ug : a€ Da}, {uy : bE Dy} CR GRE (6.395) 
使 得 
X (a,b) = (tig, Vp) (6.396) 


对 于 每 一 个 aQEZa Fo be Ly 都 成 立 . 
对 于 该 定理 的 证 明 会 利用 一 组 称 为 Weyl-Brauer #-FH) XIEH Hermite WAT. 
定义 6.63 4m 为 一 个 正 整 数 ,T= 二 {0,1}, H#HZ=C!. HHA m 的 Weyl-Brauer 
算 子 
Vo ,Vam E L(Z9™) (6.397) 


定义 如 下 : Vo =o2™ 且 对 于 b= lpm I 


Wira g8(k-1) 四 ov Bl) 


Vak = 08-)) 90, Q 18- (6.398) 


HPL 表示 Z 上 的 单位 算 子 且 or o, fro, 由 Pauli 算 子 给 出 . AHREBAP, REF 
定义 如 下 : 


1 0 0 1 0 =] 1 0 
-| J, =| j=-( J, =| ) 6390) 
0 1 1 O i 0 0 一 


例 6.64 7Em=3 的 情况 下 ，Weyl-Brauer AT Vo, ,Ve X 


Vo = 0z Q Oz Q Oz, 


Vi =o, 91 Q1, 
V=0, 8181, 
Vz = 0: Q 0z Q L, (6.400) 


V4 =0: @o, Sl, 
V5 = 0, Q Oz Q Oz, 
Ve = Oz @0z Q Oy. 
口 
在 下 面 我 们 将 展示 一 个 命题 , 该 命题 总 结 了 与 Tsirelson 定理 的 证 明 相 关 的 Weyl-Brauer 


算 子 的 性 质 . 
命题 6.65 A m 为 一 个 正 整数 ， Vo,°° i , Vom 表示 阶 数 为 m 的 Weyl-Brauer ATF., 使 


(Qo,°°° ,Q2m), (Bo,°°: Bam) ee (6.401) 


HOF — HH K 


为 实数 的 向 量 . 有 

2m - 2m 

Ee- Es) 

k=0 k=0 

fa 
1 2m 2m 2m 
mS oN Y AV ) = >》 ark 

j=0 k=0 k=0 

成 立 . 


证 明 ”Pauli 算 子 是 成 对 反对 易 的 : 


OzOy 一 —OyOr, OrO> = —0O z0r, OyOz = —Tz0y. 


通过 观察 Weyl-Brauer 算 子 的 定义 , 我 们 可 以 发 现 对 于 不 同 的 j,k E {0,… , 2m}, Vo, ++ 


同样 成 对 反对 易 : 
Vj Ve = —VeVj. 


此 外 , 每 个 Ve 都 是 么 正 且 Hermite 的 , 因此 V2 = 1°". 我 们 可 以 得 到 


2m 2 2m 
(San) =$ V+ 2 ajan(ViVe + VV) 
k=0 k=0 


O0<j<k<2m 


2m 
= (> aż) 1; 
k=0 


此 外 ， 
Pd 
(Vj, Vk) = | 
0 JF, 
所 以 
2m 2m 2m 
am ge oon an) = 5 om DD tH Vj, Vk) = Sili 
j=0 k=0 k=0 
即 为 所 求 . 
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(6.402) 


(6.403) 


(6.404) 


’ Vom 


(6.405) 


(6.406) 


(6.407) 


对 定理 6.62 的 证 明 ”在 证 明 该 定理 的 过 程 中 ,以 下 声明 之 间 的 推导 关系 会 很 有 用 : 


(2) = (1) = (8) = (4) = (2). 


第 一 个 包含 关系 , 即 由 声明 2 可 以 推导 出 声明 1, 是 显而易见 的 . 
假设 声明 1 成 立 , 定义 算 子 


K= ` ea vec((Aa Q 1) Vp) + >. ep vec((1 ® Bi) vp), 


QGEZA 5EZB 


(6.409) 


(6.410) 
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并 且 考 虑 算 子 KK* € Pos(C™™8), 它 的 分 块 形 式 可 以 写作 


KK* = , (6.411) 
Y Q 


其 中 P e Pos(C™4), Q e Pos(C™®) JfH Y e L(C™®,C™). 有 
Y (a,b) = ((Aa 8 L) VP, (1 8 By) /p) = (Aa ® Bo, p) = X (a,b) (6.412) 
对 于 每 一 个 a€ 2 Mbed, 都 成 立 , 从 而 有 Y = X. 此 外 , 对 于 每 个 a € 2 我 们 有 
P(a,a) = ((Aa @1)/p, (Aa 9 L) VP) = (A? 8 1, p), (6.413) 


这 必须 是 区 间 [0, 1] 内 的 一 个 非 负 实数 ; 通过 相似 的 计算 过 程 , 我们 可 以 发 现 对 于 每 个 pe 
En, Q(b,b) 也 是 区 间 [0,1] 内 的 一 个 非 负 整 数 . 我 们 可 以 在 这 个 算 子 的 每 一 个 对 角 元 上 都 加 
上 一 个 非 负 实 数 , 这样 可 以 得 到 另 一 个 半 正 定 算 子 , 从 而 声明 3 成 立 . 因此 , 我 们 证 明了 由 
声明 1 可 以 推导 出 声明 3. 

下 面 , 假设 声明 3 成 立 , 观察 到 


T P+P 
Lye’ | a (6.414) 
Sx go} 2\x of | ye @t9 giii 
2 


是 一 个 有 着 实数 元 素 的 半 正 定 算 子 ， 并 且 其 所 有 的 对 角 元 都 等 于 1， 对 于 每 个 acer, 和 
beds, EX 


P+P 2 P+P 2 
X e -ro X 0 
= 2 — i - 2 = 5 
ii | x* at) 四 地 E at) e) — 


由 于 有 着 实数 元 素 的 半 正 定 算 子 的 平方 根 也 有 实数 元 素 ， 所 以 我 们 可 以 得 到 w。 和 w 都 是 
有 着 实数 元 素 的 单位 向 量 , 并 且 对 于 所 有 的 acd, Abed, A 











(ua, Ub) = X (a,b) (6.416) 
成 立 . 从 而 我 们 证 明了 由 声明 3 可 以 推导 出 声明 4. 
最 后 , 假设 声明 4 成 立 . 令 


p> Us| — 1 
m= Pale l=) (6.417) 


从 而 有 2m 十 1 > |El + |El HAH f: Ea UD,  {0,--- ,2m} 为 一 个 确定 但 任意 选择 的 
单 射 函数 . 令 工 = {0,1}, Z = CI, 并 且 对 于 每 个 ooeZ Mbed,, 定义 


A= Wo 和 B= $ wle)ViQ); (6.418) 


c€Lauldp cEDAUEB 
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其 中 Vo, +++ , Vom 为 阶 数 为 m 的 Weyl-Brauer 算 子 , 它们 可 以 看 作 L(Z°™) 的 元 素 . AA 
量 {ua : aE Ea} 和 {f : be Bs} 为 有 着 实 元 素 的 单位 同 量 , 所 以 根据 命题 6.65 可 知 算 子 
{4 : ac En} Ñ {B : bes} EZEK, 并 且 它 们 显然 也 是 Hermite 的 . 定义 
r = = vee(1$”) vec(19")", (6.419) 
HAIR GE in el 6.65, 对 于 选 定 的 每 一 个 ae 4h。 和 be so， A 
{Ag @ By, T) = 5 Tr(AaB;) 
1 


= DO (uale)V 50), wld) Vja) = (tas v), 
c,de€Laulip 


(6.420) 


这 与 声明 2 是 等 价 的 (RAET 换 为 r). 所 以 我 们 证 明了 由 声明 4 可 以 推导 出 声明 2. 命 
题 得 证 . 口 

根据 Tsirelson 定理 (定理 6.62), 存在 计算 内 积 (K,O) 上 确 界 值 的 一 个 半 定 规划 , 其 中 
K 形 如 式 (6.387) 且 C 可 以 在 所 有 形式 为 


人 (6.421) 
的 量子 关联 算 子 中 选取 .这 里 D, AY, 为 任意 的 字母 表 , T[。 和 Ts 都 等 于 二 元 字母 表 
T = {0,1}. 
为 了 理解 其 原理 , 考虑 一 个 任意 的 量子 关联 算 子 C, 它 必须 由 
C((a,c), (b,d)) = (Hale) ® ve(d), p) (6.422) 


给 出 . 该 等 式 关 于 每 一 个 aed. bE Medel, 选 定 的 某 些 复 欧 几 里 得 空间 X 和 yY, 
AS pe D(X @Y) 以 及 两 组 测量 {ma : a € Ea} 和 {m : bE Esp 其 元 素 的 形式 为 


Ua: I —> Pos(X) 和 vw,:T — Pos(y). (6.423) 


对 于 形 如 式 (6.387) 的 算 子 K 以 及 选 定 的 某 些 M < L(R?!, Ra), 我 们 可 以 得 到 内 积 (K,C) 
的 值 由 


>  M(a,b)((ua(0) — fa(1)) ® (v6(0) — v6(1)), P) (6.424) 
(a,b)EX~a XdUp 
给 出 . 
ME, 对 于 某 些 二 元 值 的 测量 ,作用 在 一 个 任意 复 欧 几 里 得 空间 上 的 算 子 五 可 以 写 
作 


H = p0) = pll) (6.425) 
当 且 仅 当 H 是 Hermite HHA |H < 1. 因此 , 在 选择 的 所 有 测量 {ua : a E Ea} 和 
{my :be Up} 上 对 式 (6.424) 的 优化 等 价 于 对 表达 式 


>》 Ml(a,b) (hs ® Bo,p) (6.426) 
(a,b)EYA XYB 
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的 优化 ， 该 优化 作用 在 所 有 Hermite 算 子 的 集合 
{Aa : a€ Ea} CHerm(X) 和 {B,: be Uy} C Herm(y) (6.427) 


E. 这 些 Hermite 算 子 分 别 满足 Asl| <1 E |B || <1; Baek, H bE En. 

通过 所 有 复 欧 几 里 得 空间 Y AY 以 及 密度 算 子 pe D( @y) 上 的 优化 , 我 们 (根据 定 
理 6.62) 可 以 发 现 (K,C) 在 所 有 量子 关联 算 子 C 上 的 上 确 界 的 值 等 于 内 积 (M, X) 在 选 定 
的 所 有 算 子 X e L(R>s,R>*) 上 的 上 确 界 的 值 . 其 中 有 


P. A 
| € Pos(C™* 6 C>»), (6.428) 
x* Q 


此 处 有 P € Pos(C™4) 和 Q € Pos(C™#) 对 于 每 一 个 a € sh。 和 be Dy 都 满足 P(a,a) =1 和 
Q(b, b) = 1. 这 样 的 优化 直接 对 应 于 下 面 的 半 定 规划 的 原始 问题 : 
原始 问题 


最 大 化 : =(M,X)+ =(M*,X*) 


条 件 : K s) >o 
A Q 


A(P)=1, A(Q) =1, 

Pe Pos(C™4), QE Pos(C™®), 

X e L(C*®,C™). 
在 这 一 问题 中 , A 指 完全 失 相 信道 , 它 是 关于 C MC! 定义 的 ; 1 表示 各 上 自 空 间 上 的 单 
MEAT. 根据 前 后 文 , 这 个 符号 应 该 不 会 产生 卜 义 . 


该 半 定 规划 的 对 侦 问 题 如 下 : 
对 个 问题 


最 小 化 : = 5 EY) 十 


E 他 p 


Y € Herm (Eat, 
Ze Herm(C™®). 





根据 Slater 定理 ( 
都 严格 成 并 . 
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例 6.66 (Tsirelson 界 ) 考虑 算 子 


一 ] 1 -l 1 E =f 
K = 一 MG (6.429) 


M = | a | (6.430) 
i s-i 


这 在 例 6.61 中 研究 过 . 我 们 有 | = V2, Mio 


> 0. (6.431) 
—M* 21 


其 中 


通过 在 上 面 的 对 偶 问 题 中 取 Y = V21 和 Z = V21, 我 们 可 以 得 到 一 个 能 够 得 到 目标 值 2V2 
的 对 偶 可 行 解 . 因此 , 对 于 每 一 个 量子 关联 算 子 C, 有 


(K-O) < 2V2， (6.432) 
所 以 , 例 6.61 所 示 的 Bell 不 等 式 破坏 对 于 这 一 选 定 的 K 是 最 优 的 . 口 
64 sm 
习题 6.1 ”对 于 复 欧 几 里 得 空间 x My, dec, y) 为 一 个 信道. 证 明 下 面 三 个 
声明 是 等 价 的 : 


1. 对 于 每 一 个 复 欧 几 里 得 空间 Z 和 每 一 个 态 pe D(X @ Z), 有 
(B® lLz))(p) € SepD(Y : Z) (6.433) 


成 立 . 
2. J(®) € Sep(Y : X). 
3. 存在 一 个 字母 表 DO. 一 个 测量 u: 2 Pos(¥) 以 及 一 组 态 的 集合 {oa : ae E} C DY) 
使 得 
D(X) = 》 (ula), X) oa (6.434) 
aed 
对 于 所 有 的 Xe L(t) 成 立 . 
使 这 些 声明 成 立 的 信道 称 为 纠缠 破坏 信道. 
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习题 6.2 CxXAY ARKILERGI, + n = dim(Y), FFARR n < dim(X). 
此 外 令 {U1,--- ,Um} E UD, X) 为 一 个 等 距 算 子 的 正 交 组 合 ， 并 且 令 ue OY 为 关于 
Re {1,.… ,m} 的 单位 向 量 


Wk = vec(Ux). (6.435) 


证 明 : 如 果 测 量 u: {1,---,m} 一 Pos(¥ @ V) 对 于 每 一 个 Ke {1,… ,m} 都 满足 ulk) € 
PPT(X:y), 那么 


TT 


S (u(k), ukuk) < dim(X) (6.436) 
k=1 


(可 以 观察 到 这 一 习题 的 正确 解 推广 了 定理 6.30). 
习题 6.3 OX AY 为 寄存 器 , 并 且 p EDY) 为 寄存 器 对 (X,Y) 的 一 个 态 . 对 于 
p, 我 们 可 以 定义 X 和 Y 之 间 的 构造 纠缠 为 


Be (X: ¥) = inf {Er0 H(Try(wau:)) : t2 plaust = o}, (6.437) 
aed aed 

其 中 下 确 界 是 在 字母 表 2 中 的 所 有 选择 、 一 个 概率 向 量 p e P(2) 以 及 一 组 单位 算 子 {v6 : 

a € } C8 之 上 . 在 这 组 单位 算 子 中 , 有 


>》 p(a)uaus, =p (6.438) 
aed 
成 立 . l 
(a) 证 明 式 (6.437) 中 的 下 确 界 是 可 以 由 某 些 选 定 的 2、z 和 {ua : a c 2} 得 到 的 ， 其 中 
IE] < dim(# @ V}. 
(b) 假设 Z 和 W 为 寄存 器 且 © eLOCC(X,Z:y, WwW) 是 一 个 LOCC 信道 . 证 明 


Er(Z:W)o < E(X: Y)p, (6.439) 


其 中 o = (p), H E(X: Y) 和 E (Z: W) 分 别 表示 寄存 器 对 (X,Y) 和 (Z, W) 对 应 于 
p Al o 的 构造 纠缠 . 
(c) HE (b) 中 所 得 到 的 解 的 一 个 更 一 般 的 声明 . 该 声明 不 仅 对 所 有 的 LOCC 信道 成 立 ， 
还 对 于 所 有 形式 为 © € SepC(4,2Z:Y,W) 的 可 分 信道 都 成 立 . 
习题 6.4 令 世 和 yy 为 复 欧 几 里 得 空间 ,并且 假设 两 个 空间 的 维度 都 至 少 为 2. 证 明 
存在 习题 6.1 定义 的 纠缠 破坏 信道 Do, OD, e CX, V), 使 得 


Ilo — #1 ||], > || Po(e) -81| (6.440) 


对 于 每 一 个 pe D(X) 都 成 立 . 这 样 的 信道 有 着 看 似 很 奇怪 的 性 质 : 它 会 破坏 纠缠 ,然而 将 
它们 作用 在 纠缠 态 上 可 以 帮助 我 们 将 它们 区 分 开 . 


习题 6.5 SY A—-PSSFRER, x 和 站 为 形式 为 = C> M Yy =C 的 复 欧 几 里 得 空 
lA], n= |El 并 且 考 虑 例 6.10 定义 的 投影 Aos Ai. Ty 和 Th. 此 外 定义 
IIo Il, Ay 


PO E Pi ah 00 0; O1 = 一 
2 2 


因此 , AS po 和 pl 是 Werner 态 , 同时 oo 和 ci 是 各 问 同 性 态 . 
(a) 证 明 如 果 u: {0,1} 一 Pos(¥ @ V) 是 一 个 满足 u(0), u(1) € PPT(X: V) 的 测量 , 那么 


1 1 1 1 
一 一 e 1 < Pe * 


证 明 存 在 一 个 LOCC 测量 j, 对 于 该 测量 , 式 (6.442) 以 等 式 形 式 成 立 . 
(b) 证 明 如 果 v: {0,1} 一 Pos(¥ @ V) 是 一 个 满足 v(0),v(1) € PPT(V: V) 的 测量 , 那么 


(6.441) 





(6.442) 


(v0),00) + EUa) < 1— 5, (6.443) 


证 明 存 在 一 个 LOCC 测量 v, 对 于 该 测量 , 式 (6.443) 以 等 式 形式 成 立 . 
习题 6.6 SN Alm 为 正 整 数 ， FRET Hermite 的 算 子 Uo,:… ,Uzm € 


pim ‘Ose : A0, *** , 42m © {0, 1}, Aig t = T dom 为 偶数 \ (6.444) 


是 一 个 正 交集 合 , 并 且 得 出 结论 N > 2” (由 该 习题 的 正确 解答 可 以 推导 出 上 面 的 性 质 所 要 
求 的 Weyl-Brauer 算 子 的 最 小 维度 ). 


6.5 参考 书目 注释 


尽管 并 未 正式 定义 或 取 名 为 纠缠 , 但 纠缠 这 一 现象 首先 是 由 Einstein、Podolsky 和 Rosen 
(1935) ALA. Einstein, Podolsky 和 Rosen 的 工作 启发 了 Schrödinger 去 研究 纠缠 这 一 现 
象 并 为 之 命名 ; 他 以 德语 发 表 了 一 篇 由 三 部 分 组 成 的 论文 (Schrödinger, 1935a, b, c), VA 
及 两 篇 相关 的 英文 论文 (Schroedinger，1935d，1969) Kit y 从 纠缠 和 其 他 问题 ， 因 为 在 那个 时 
代 他 们 主要 关注 量子 力学 的 本 质问 题 (Schrödinger 那 篇 由 三 部 分 组 成 的 德语 论文 的 英文 版 
(Trimmer, 1980) 也 在 之 后 发 表 ). Werner (1989) 使 用 经 典 关联 和 EPR (Einstein-Podolsky- 
Rosen) 关联 而 不 是 可 分 和 纠缠 定义 了 “纠缠 ”( 即 可 分 性 的 缺失 ) 这 个 概念 . 

定理 6.9 中 前 两 个 声明 的 等 价 性 是 由 M. Horodecki. P. Horodecki 和 R. Horodecki (1996) 
证 明 的 ,并 且 命 题 6.6 是 由 P. Horodecki (1997) 证 明 的 .6.1.1 节 讨 论 的 关于 可 分 态 集合 的 
儿 个 基本 分 析 见 于 证 明了 这 些 事实 的 论文 . 定理 6.9 中 第 三 个 声明 与 前 两 个 声明 的 等 价 性 是 
在 几 年 之 后 由 P. Horodecki (2001) 证 明 的 . 总 之 , 正如 Gurvits (2003) 所 证 明 的 计算 复杂 度 
的 结果 所 示 , 检测 一 个 二 分 密度 算 子 的 可 分 性 可 能 是 一 个 计算 上 很 复杂 的 任务 . 

在 一 个 二 分 张 量 积 空间 内 ， 任 意 充分 接近 单位 算 子 的 算 子 都 是 可 分 的 .这 一 事实 首先 
由 Zyczkowski、P. Horodecki, Sanpera 和 Lewenstein (1998) 证 明 . 定理 6.13 则 得 益 于 Gurvits 
和 Barnum (2002). 
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务 后 自然 地 从 量子 信息 理论 中 产生 的 ， 最 先 考虑 这 一 范式 的 学 者 包括 Peres 和 Wootters 
(1991), 在 “信息 编码 在 二 分 积 态 中 ”这 一 设 定 下 , 他 们 将 LOCC 测量 和 普通 测量 进行 了 比 
较 . Bennett、Brassard、Crepéau、Jozsa、Peres 和 Wootters (1993) 在 之 后 不 久 也 进行 了 关于 
传 态 过 程 的 工作 . 

LOCC 信道 的 定义 有 一 些 目 然 的 扩展 , 我 们 在 本 章 中 并 未 讨论 . 特别 地 , 本章 中 LOCC 
信道 的 定义 要 求 一 个 LOCC 信道 为 单 向 LOCC 信道 的 有 限 组 合 , 这 对 应 着 两 个 应 用 这 一 信 
道 的 个 体 之 间 所 传输 的 固定 数量 的 经 典 信息 . 但 是 我 们 也 可 以 考虑 能 够 传输 无 限 数量 的 经 典 
信息 的 信道 . 正如 本 章 所 定义 的 那样 ， 我 们 知道 LOCC 信道 的 集合 通常 对 于 选 定 的 某 些 空 
间 不 是 闭 的 ; 这 一 事实 (对 于 二 分 信道 ) 由 Chitambar, Leung, Mančinska, Ozols 和 Winter 
(2014) 证 明 . 本 章 展示 的 LOCC 信道 的 定义 基于 这 些 作 者 所 考虑 的 定义 之 一 . 

可 分 信道 的 类 别 是 由 Vedral, Plenio, Rippin 和 Knight (1997) 确定 的 , 不 过 他 们 并 未 认 
识 到 某 些 可 分 信道 可 能 不 是 LOCC 信道 (这 首先 由 Rains (1997) 提出 ). 存在 不 是 LOCC 
测量 的 可 分 测量 (事实 上 ， 在 极限 情况 下 甚至 不 能 被 一 系列 的 LOCC 测量 所 趋 近 ) 首先 
由 Bennett, DiVincenzo, Fuchs, Mor, Rains, Shor, Smolin 和 Wootters (1999b) 证 明 . 
Childs. Leung, Manéinska 和 Ozols (2013) 给 出 了 关于 这 一 事实 的 一 个 简易 版 本 的 证 明 ， 
并 且 对 其 进行 了 一 些 推广 . 

可 提取 纠缠 和 纠缠 费用 测度 是 由 Bennett、Bernstein、Popescu 和 Schumacher (1996a) 
定义 的 . 他 们 使 用 了 术语 构造 纠缠 而 非 纠 缠 费 用 一 一 但 是 这 一 术语 后 来 指 代 习题 6.3 中 所 描 
述 的 纠缠 的 测度 . 在 同一 篇 文章 中 , 作者 通过 设计 分 析 纯 态 可 提取 纠缠 的 LOCC 信道 及 其 反 
向 信道 证 明了 定理 6.38. 

Bennett、 Brassard、Popescu、Schumacher、Smolin 和 Wootters (1996c) 以 及 Bennett、 
DiVincenzo、Smolin 和 Wootters (1996b) 大 概 在 同一 时 间 研 究 了 一 般 量子 态 的 可 提取 纠缠 . 
我 们 知道 每 一 个 二 分 纠缠 态 的 纠缠 费用 均 不 为 0 (Yang、M. Horodecki, R. Horodecki 和 
Synak-Radtke, 2005). 

纠缠 秩 首 先 由 Terhal 和 P. Horodecki (2000) 定义 , 他 们 称 之 为 一 个 密度 算 子 的 Schmidt 
数 (因为 它 推广 了 一 个 关于 给 定 纯 态 的 问 量 表示 的 Schmidt 分 解 中 非 零 项 的 数目 ). 基于 Lo 
和 Popescu (2001) 对 纯 态 的 观察 ， 他 们 也 证 明了 LOCC 信道 不 能 增加 一 个 态 的 纠缠 秩 ， 并 
日 其 通常 就 张 量 积 而 言 不 是 可 乘 的 . 

定理 6.30 由 Nathanson (2005) WEAR, 而 定理 6.32 由 Walgate、Short、Hardy 和 Vedral 
(2000) 证 明 . 

定理 6.33 中 的 声明 1、2 和 3, 以 及 关于 LOCC 信道 而 非 可 分 信道 的 声明 4 的 等 价 性 ， 
由 Nielsen (1999) 证 明 . Nielsen 的 证 明 利 用 了 这 一 事实 : 每 一 个 由 LOCC 信道 所 引起 的 二 
分 纯 态 的 转换 也 可 以 由 一 个 单 同 LOCC 信道 引起 , 这 在 更 早 的 时 候 由 Lo 和 Popescu (2001) 
证 明 . 定理 6.38 关于 纯 态 的 可 提取 纠缠 和 纠缠 费用 的 证 明 也 在 Nielsen 的 同一 篇 论文 中 出 
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DR. Nielsen 定理 中 的 声明 4 和 前 三 个 声明 之 间 的 等 价 性 由 Gheorghiu 和 Griffiths (2008) 证 
明 . 

Peres (1996) 提出 了 高 效 计算 二 分 密度 算 子 可 分 性 的 偏 置 测试 ; 他 观察 到 可 分 态 必 须 是 
PPT 的 ,并且 有 一 族 有 意思 的 纠缠 态 的 纠缠 可 以 被 这 个 测试 所 验 出 . 根据 在 不 久之 后 被 证 
明 的 Horodecki 判 据 (定理 6.9), Størmer (1963) 和 Woronowicz (1972) 在 其 工作 中 证 明了 ， 
两 个 维度 为 2, 或 者 一 个 为 2 另 一 个 为 3 的 复 欧 几 里 得 空间 的 张 量 积 中 的 所 有 纠缠 态 都 可 
以 被 偏 置 测试 所 识别 , 然而 在 更 高 维 的 空间 中 , 一 定 存在 纠缠 的 PPT Æ (M. Horodecki, P. 
Horodecki 和 R. Horodecki, 1996). 纠缠 PPT 态 的 第 一 个 范例 由 P. Horodecki (1997) 给 出 ; 这 
种 态 的 不 可 扩展 积 集合 的 构造 是 Bennett, DiVincenzo、Mor、Shor、Smolin 和 Terhal (1999c) 
提出 的 , 他 们 引入 了 不 可 扩展 积 集合 的 概念 , 以 及 本 章 所 给 出 的 特定 示例 . 命题 6.44 和 定理 
6.45 由 M. Horodecki, P. Horodecki 和 R. Horodecki (1998) 证 明 . 

正如 前 面 提 到 的 , 例 6.50 所 描述 的 传 态 过 程 是 Bennett、 Brassard、Crepéau、 Jozsa、 Peres 
和 Wootters (1993) 提出 的 . 例 6.55 描述 的 密集 编码 过 程 是 Bennettt 和 Wiesner (1992) 提出 
的 . 这 些 过 程 已 经 以 多 种 方式 推广 开 来 . 本 章 中 传 态 和 密集 编码 的 一 般 表示 依据 的 是 Werner 
(2001) 的 工作 . 

Bell 在 1964 年 提出 纠缠 态 可 以 产生 非 经典 关 联 性 (Bell, 1964). i] 6.61 描述 的 Bell 
不 等 式 是 Clauser、Horn、Shimony 和 Holt (1969) 提出 的 ， 一些 纠缠 态 不 能 产生 非 经 典 相 
关 性 一 一 Werner (1989) 在 投影 测量 作用 在 一 个 二 分 态 的 两 部 分 上 这 一 特殊 情况 下 展示 了 这 
一 点 ， 而 Barrett (2002) 将 其 推广 到 了 一 般 情况 ( 即 允 许 任意 测量 )， 有 着 这 种 性 质 的 、 由 
Werner 所 构造 的 纠缠 态 出 现在 例 6.10 F. 定理 6.62 是 Tsirel'son (1987) 提出 的 . 

本 章 只 展示 了 关于 纠缠 的 大 量 工作 中 很 小 的 一 部 分 ， 有 兴趣 更 深入 了 解 这 一 主题 的 读 
者 请 查阅 R. Horodecki、P. Horodecki. M. Horodecki 和 K. Horodecki (2009) 的 研究 . 
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The Theory of Quantum Information 


置换 不 变性 和 酉 不 变 测 度 


本 章 介绍 两 个 概念 一 一 置换 不 变性 和 西 不 变 测度 . 在 量子 信息 理论 中 , 这 两 个 概念 有 着 
很 有 趣 的 应 用 . 一 组 全 同 寄存 器 的 态 是 置换 不 变 的 , 如 果 它 在 寄存 器 内 容 的 任意 置换 作用 下 
都 保持 不 变 . 酉 不 变 测度 是 Borel 测度 ,定义 在 癌 量 集合 或 算 子 集合 上 , 使 得 任意 西 算 子 作 
用 在 其 基础 空间 上 ， 其 都 保持 不 变 . 这 两 个 概念 是 不 同 的 , 然而 它们 之 间 又 相互 关联 , 这 种 
相互 作用 提供 了 用 于 在 这 两 种 设 定 下 进行 计算 的 一 种 有 力 工具 . 
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本 节 讨 论 全 同 寄存 器 集合 的 置换 不 变态 的 性 质 . 从 更 广义 的 角度 讲 , 我 们 可 以 考虑 置换 
不 变 的 半 正 定 算 子 以 及 置换 不 变 的 癌 量 . 

在 本 节 中 , 我 们 假设 字母 表 MERS n > 2 已 经 确定 ， 且 Xi,:… ,X,; 是 一 个 寄存 器 
序列 ,它们 共享 同样 的 经 典 态 集合 L 寄存 器 Xi1,:… Xn 共享 同样 的 经 典 态 集合 这 一 假 
设 使 我 们 可 以 用 单个 空间 X = C> 来 表示 与 这 些 寄存 器 相关 的 复 欧 几 里 得 空间 X, Xn 
为 了 简便 起 见 ， 写 作 

NO” — Hi @++- QM. (7.1) 
在 本 节 中 我 们 会 主要 关注 复合 寄存 器 (Xi ,Xn) 的 态 的 代数 性 质 . 这 种 性 质 与 单个 寄 
存 器 之 间 的 置换 和 对 称 性 相关 . 
7.1.1 置换 不 变 向 量 的 子 空间 
在 张 量 积 空 间 
AON = By Qi BA (7.2) 
中 , 某 些 向 量 在 张 量 因子 X, An 的 所 有 置换 下 保持 不 变 . 所 有 这 种 向 量 的 集合 形成 了 对 
称 子 空间 . 我 们 稍 后 会 给 出 这 类 子 空间 的 一 种 更 正式 的 描述 . 在 此 之 前 , 我们 会 简短 地 讨论 
表示 空间 (7.2) 的 张 量 因 子 上 的 置换 操作 的 算 子 . 
7.1.1.1 ” 张 量 因 子 的 置换 
对 于 每 个 置换 re Sn 关于 选 定 的 每 一 个 同 量 z1,… ,zn E ,根据 作用 
Wa (TX1 B® In) = Tr-1(1) BO 8 Tr-i(n) (7.3) 
ENBA T Wr, E U(X"). SAT W, 被 当 作 作用 在 态 p 上 的 信道 时 , 它 的 作用 为 


p> W,pw,, (7.4) 
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这 相当 于 将 寄存 器 Xi,… ,X 的 内 容 根 据 r 所 描述 的 行为 进行 置换 . 图 7.1 描述 了 这 种 作 
用 的 一 个 示例 . 


X 1 X X; X4 






Xi X» X; 


图 7.1 5 r= (1234) 时 , BW, 在 寄存 器 (Xi, Xo, X3, X4) 上 的 作用 . 如 果 寄 存 器 (X1, Xa, X3, X4) 
最 初 是 在 乘积 态 p = pi @ pz @ p3 Q pa 内 ,并且 这 些 寄存 器 的 内 容 如 所 述 的 那样 根据 x 进行 置 
PR, 那么 所 产生 的 态 将 由 W,pW = pa Q pi @ p2 Q ps 给 出 . 对 于 非 乘 积 态 ， Wx 的 作用 由 线性 
性 决定 


X; 


我 们 可 以 观察 到 
WrWo = Wre M 元 = Wt =W (7.5) 


对 于 所 有 的 置换 操作 1,0 © Sn 都 成 立 . 每 一 个 算 子 W, 都 是 转 置 算 子 ， 即 酉 算 子 ， 并 且 每 
一 个 元 素 都 由 {0,1} 给 出 . 因此 对 于 每 一 个 re Sn， 我 们 都 有 


W,=W, H W= W>. (7.6) 


7.1.1.2 ”对 称 子 空间 


正如 前 面 所 说 ,对 于 选 定 的 每 一 个 re Sn VO? 中 的 某 些 向 量 在 Wi 的 作用 下 是 不 变 
的 , 而 所 有 这 样 的 向 量 的 集合 构成 一 个 子 空间 , 称 为 对 称 子 空间 . 这 个 子 空间 记 作 xr, 用 
更 精确 的 术语 可 以 定义 为 


on = (eea : c= Wr, Vr ES}. (7.7) 


在 需要 的 时 候 ， 这 一 空间 也 可 表示 为 书 @.….@4X，( 在 应 用 这 一 表示 时 ， 我 们 自然 地 假设 
A+ An 已 经 被 单个 复 欧 几 里 得 空间 X 指定 ). 
下 面 的 命题 可 以 作为 一 个 很 方便 的 起 点 . 从 它 开 始 , 其 他 关于 对 称 子 空间 的 事实 均 可 推 
导 而 出 . 
命题 7.1 令 革 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 , n 为 一 个 正 整 数 . 到 对 称 子 空间 XV" 上 的 投 
影 由 
i ve. = 了 >》 Wr (7.8) 


TES yn 
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证 明 ”利用 式 (7.5), 我 们 可 以 直接 证 明 算 子 


II = 了 >》 Wr (7.9) 
TES», 
是 Hermite 的 且 其 平方 等 于 目 身 , 这 说 明 它 是 一 个 投影 算 子 . 对 于 每 一 个 ne Sr AW, =0 
成 立 , 因此 有 
imi Cc a". (7.10) 


此 外， 对 于 每 一 个 we xen 显然 有 Tr = 2, VLA 
XV" C im(I1). (7.11) 
由 于 I 是 一 个 满足 im(I) = X%" 的 投影 算 子 ， 从 而 命题 得 证 . 口 


我 们 接 下 来 会 确定 对 称 子 空间 XO 的 一 个 规范 正 交 基 , 在 这 个 过 程 中 我 们 还 会 确定 该 
空间 的 维度 . 利用 基本 的 组 合 概念 对 实现 这 一 目标 很 有 帮助 . 

首先 , 对 于 每 一 个 字母 表 D 和 每 一 个 正 整数 n, 我 们 可 以 定义 集合 Bag(n, £E) 为 所 有 形 
Md: SON 的 函数 的 集合 (其 中 N = {0,1,2,…}), 其 有 着 性 质 


>》 gla) =n. (7.12) 
aed 
每 个 函数  € Bag(n, 2) 都 可 以 被 看 作 在 描述 一 个 包含 n 个 物体 的 包 (bag)， 其 中 每 一 个 物 
体 都 由 字母 表 内 的 一 个 符号 作为 标签 , 对 于 每 个 we 2, 值 wa) 特 指 由 a 作 标 签 的 包 内 
物体 的 个 数 . 我 们 并 不 认为 这 些 物体 在 包 内 有 序 一 一 函数 $ 仅 表示 拥有 每 个 可 能 的 标签 的 
物体 的 个 数 . 等 价 地 ， 函数 o € Bagin, £) 可 以 解释 为 大 小 精确 为 n 的 多 重 集 的 一 个 描述 ， 
其 元 素 是 从 D 内 得 到 的 . 
一 个 n 元 组 (aean) € ©" 与 函数 o E Baglin, X) 是 一 致 的 ， 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 
a E€ E 都 有 
blo) = |{k € {1,--+ ,n} : a= ak h: (7.13) 


REL, (a, ,an) 与 办 是 一 致 的 , SAMS (a1,… ,an) 表示 由 9 指定 的 多 重 集 内 元 素 的 
一 种 可 能 排序 . 对 于 每 个 ge Bag(n, 5), 定义 集合 2 为 包含 与 p 一 致 的 元 素 (ai,，…， ,an) € 
Er 的 E 的 子 集 . 这 得 到 了 3" 的 一 个 分 割 ， 因 为 每 个 n 元 组 (a1,… ,an) € 27 都 精确 地 
与 一 个 函数 o E Bag(n, ©) 一 致 . 对 于 任意 两 个 与 同一 函数 € Bag(n, ©) 一 致 的 元 组 


(6 (7.14) 
一 定 全 少 存在 一 个 置换 re Sy» 使 得 


(ai, => , Gn) = (bra) Betag). (7.15) 
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不 同 函 数 € Bag(n, £) 的 数量 由 公子 


Bag(m D) = (Paer) (7.16) 
给 出 , 而 对 于 每 个 ws Bag(n, 站 ), ETR 2? 内 的 不 同 ”元 组 的 数量 由 
n| _ nl 
bp Te ((a)!) (7.17) 


给 出 . 

正如 下 面 的 命题 所 述 ， 对 称 子 空间 VO" 的 一 组 规范 正 交 基 可 以 通过 刚刚 介绍 的 概念 
获得 . 

命题 7.2 令 民 为 一 个 字母 表 , n 为 一 个 正 整 数 , HAN =C. HFH o € Bag(n, X), 
定义 向 量 ug E87 为 


一 | 到 | 5 eo®...@®eo,. (7.18) 
(a1: :an)EZ2 
集合 
{ug : $ € Bag(n, >)} (7.19) 


是 XO 的 一 组 规范 正 交 基 . 


证 明 很 显然 ， 每 个 向 量 us 都 是 一 个 单位 癌 量 . 此 外 ， 对 于 选 定 的 满足 o A 的 
o,) € Bag(n, £); 有 
Og N Ey = Ø, (7.20) 


所 以 (ug uy) = 0,， 这 是 因为 每 个 元 素 (al,… ,an) € D” 都 精确 地 与 Bag(n, 5) 的 一 个 元 素 
一 致 . 所 以 式 (7.19) 是 一 个 规范 正 交 集 . 因为 对 于 每 一 个 re S,, 每 个 向 量 uy 在 Wi 的 作 
用 下 是 不 变 的 , 所 以 有 
TET i (7.21) 
对 于 每 一 个 we Bagn, £5) 都 成 立 . 
我 们 还 需要 证 明 集合 

{ug : $ € Bag(n, >)} (7.22) 
可 以 张 成 整个 Vor. 可 以 通过 下 面 的 观察 得 到 这 一 事实 : 对 于 每 一 个 n 元 组 (a,:::, 
An) E Dr, RFS n 元 组 (ay, ale Qy) 一 致 的 唯一 元 素 OE Bag(n,X), A 

Myon (ea Ree ® €q_ ) 


o] 
~ nl 


成 立 . 口 


(7.23) 
Tres, Wr (ea D-8 ean) = [EB] Fug 
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推论 7.3 SX A-+AABILERS MA n 为 一 个 正 整数 . 有 


, n\ _ (dim(¥)+n-1\ _ /dim(¥)+n-1 | 
di = (OO ed ) ee ) (7.24) 
例 7.4 B E= {0,1}, X =C, 并 且 n=3. 下 面 四 个 向 量 形成 了 x3 的 一 组 规范 
正 交 基 : 
ug = €0 @ €o & €o, 


_ il 


uj (e0 8 €o 8 €1 + €o 8 €1 ® €o + €1 8 eo ® eo), 


V3 m 
1 (7.25) 
uz = Teen @e1 + €1 Q £0 Q £1 + €1 Q el® eo), 
ug = El @ el Be}. 口 
7.1.1.3 ”对 称 子 空间 的 张 量 指数 生成 集 
很 显然 , 包含 关系 
Se We (7.26) 


对 于 每 一 个 向 量 ve x* 都 成 立 . 下 面 的 定理 说 明了 对 称 子 空间 X%" 事实 上 是 由 有 着 这 种 形 
式 的 所 有 回 量 的 集合 张 成 的 . 当 v 的 元 素 被 限制 在 C 的 有 限 子 集 内 时 ， 只 要 这 些 集合 足够 
大 , 该 结论 就 成 立 . 

定理 7.5 令 允 为 一 个 字母 表 , n 为 一 个 正 整数 ， 并 且 X=. 对 于 任意 满足 条 件 
JAl>n+1 的 集合 ACC, 有 


span{ v®” :VE 42 | = a (7.27) 


我 们 可 以 用 多 种 方式 证 明定 理 7.5. 其 中 一 种 证 明 利用 了 下 面 关 于 多 元 多 项 式 的 一 个 基 
本 事实 . 

引 理 7.6 (Schwartz-Zippel) 4 忆 为 一 个 多 元 多 项 式 ， 其 变量 为 Zi, Zm 并 且 有 着 
复数 系数 n. 该 多 项 式 不 恒 为 零 且 总 次 数 最 多 为 n. 此 外 , 令 ACC 和 为 一 个 非 空 且 有 限 的 复 
数 集合 . MA 

[{(a1,°++ ,Qm) €A™ : P(ay,--: ,@m) =0}| < nA (7.28) 


证 明 Æ |A| <n 这 一 情况 下 该 引 理 是 显而易见 的 , 所 以 我 们 在 接 下 来 的 证 明 中 假设 


Al >n+1. 此 处 我 们 利用 了 m 上 的 归纳 法 . 当 m = 1 时 , 我 们 知道 一 个 非 零 且 次 数 为 n 
的 一 元 多 项 式 最 多 有 n 个 根 ， 从 而 该 引 理 是 成 立 的 . 
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假设 m > 2, 我们 可 以 写 出 


Ph Zia Za Y Oa. a Biao (7.29) 
k=0 
其 中 Qo ,Qn 为 变量 是 Z1,… ,Zr-i 的 复 多 项 式 ， 且 对 于 每 个 ke {0, n} Qr 的 总 
KBB A n-k. 我 们 将 大 固定 为 集合 {0,… ,n} 中 Qk 非 零 的 最 大 值 . 由 于 P AES. 所 
以 一 定 存在 一 个 这 样 的 大 
因为 Q ABBA n-k 的 总 次 数 , 所 以 根据 归纳 法 的 假设 我 们 有 


fne sma) © AM + Qlan Oma) # 0} 


(7.30) 
> [A (MA. 
对 于 每 一 个 选 定 的 (a1, iene: ¢Qm=1) € Ae, 其 中 Qk(Q1, aiza 让 + 0, 
k 
P(@, TEA Emilim) = > Qi(a1, Fete Cini Ze, (7.31) 


j=0 


是 一 个 次 数 为 k AREA Zm 的 一 元 多 项 式 . 这 说 明 一 定 存在 至 少 |4| -大 个 am € A 的 选 
择 , 使 得 


Pl(ai,:…: ,am) #0. (7.32) 

所 以 , 至 少 有 
(AJT? — (n—k)|A]™~*) (|A| — k) > |AI™ — Al (7.33) 
个 不 同 的 m 元 组 (Qi1,… ,am) E A”, TE Plai ,am) 4 0. 这 样 , 我 们 便 证 明了 这 一 
引 理 . o 


it: 尽管 与 它 在 证 明定 理 7.5 中 所 起 的 作用 无 关 , 但 我 们 可 以 观察 到 引 理 7.6 对 于 一 个 
任意 域 上 的 多 元 多 项 式 PP 是 成 立 的 , 而 不 仅仅 是 复数 域 . 这 在 上 面 的 证 明 中 有 所 体现 ,， 即 它 
没有 使 用 复数 域 在 其 他 域 上 不 成 立 的 性 质 . 


定理 7.5 的 证 明 ”对 于 选 定 的 每 一 个 置换 eS, MAE vec, 有 
W,.v®" = yn (7.34) 
成 立 . 于 是 我 们 有 v®" c XE", 所 以 
span{ve" :VE 42 | C xon, (7.35) 


为 了 证 明 反 向 的 包含 关系 ， 令 wen 为 任意 非 零 向 量 ， 对 于 一 些 复数 系数 的 集合 
{as : $ € Bag(n, 站)}， 其 中 每 个 向 量 uy WR (7.18) 中 所 定义 , 我 们 可 以 写 出 


w= 2. ApUg- (7.36) 
pEBag(n, E) 
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可 以 证 明 对 于 至 少 一 个 选 定 的 同 量 ve A>, 有 
(w,v®") £0 (7.37) 


成 立 . 我 们 所 需 的 包含 关系 可 以 从 这 一 事实 得 出 , 因为 如 果 包 含 关 系 (7.35) 成 立 , 那么 对 于 
每 一 个 ve A 选择 we XP" 使 其 与 v®" 正 交 是 可 能 的 . 

在 余下 的 证 明 中 我 们 假设 4 是 一 个 有 限 集 . 这 不 会 损失 普遍 性 , 因为 如 果 A 是 有 限 的 ， 
那么 我 们 可 以 关注 大 小 至 少 为 n 十 1 的 A 的 任意 有 限 子 集 ， 由 此 也 可 以 得 到 我 们 所 需 的 包 
BRA. 

在 一 组 变量 {Z : ae E} 中 , 定义 一 个 多 元 多 项 式 


Q= Ð a23 20. (7.38) 


o€Bag(n,d) ach 
由 于 单项 式 
[| ze (7.39) 


aed 


是 离散 的 (这 是 因为 ¢ 在 Bag(n,¥) 的 元 素 中 取 值 且 每 个 单项 式 的 总 次 数 为 n) 所 以 Q 是 
一 个 总 次 数 为 n 的 非 零 多 项 式 . 通过 计算 可 知 , 对 于 每 一 个 同 量 ve C~, 有 


Q(v) = (w,v®") (7.40) 


成 立 , 其 中 Qw) 是 指 对 于 每 个 acd, 将 值 v(a) RA Q 中 的 变量 Z 所 得 到 的 复数 . AA 
Q 是 一 个 总 次 数 为 n 的 非 零 多 元 多 项 式 ， 所 以 根据 Schwartz-Zippel 引 理 ( 引 理 7.6)， 对 于 
至 多 


n| A|} < 4 (7.41) 

个 向 量 ve A, 我 们 有 Q(v) = 0. 这 说 明 至 少 存在 一 个 向 量 ve A”, 使 得 (w, 0") £0. 命 

题 得 证 . 口 
7.1.1.4 反对 称 子 空间 

与 定义 张 量 积 空 间 XO 的 对 称 子 空间 XO 的 方式 相似 , 我 们 可 以 定义 同一 个 张 量 积 
空间 的 反对 称 子 空间 为 

xO" — fee X : Wee =sign(r)z, Vr € Sy}. (7.42) 

从 很 大 程度 上 讲 , 下 面 关 于 反对 称 子 空间 的 简短 讨论 可 以 看 作 一 些 题 外 话 . 除了 n = 2 的 情 


况 , 反对 称 子 空间 在 本 书 的 其 他 地 方 并 不 发 挥 重要 作用 . 然而 ,将 这 种 子 空 间 与 对 称 子 空间 
一 起 考虑 是 很 自然 的 . 下 面 的 命题 证 明了 关于 反对 称 子 空间 的 一 些 基本 事实 . 
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命题 7.7 2X A-+AARILEREMA n 为 一 个 正 整 数 . 到 反对 称 子 空间 VO" 上 
的 投影 由 


1 i 
Nyon = = 2 sign(7)W,, (7.43) 
TESn 


给 出 . 
证 明 ”该 证 明 与 命题 7.1 的 证 明 相 似 . 利用 式 (7.5)， 以 及 对 于 选 定 的 每 一 个 r,o € Sn 
都 有 sign(r) sign(o) = sign(rc) 成 立 这 一 事实 , 我 们 可 以 证 明 算 子 


1 ， 
I= > sign(n)W, (7.44) 
TESn 


是 Hermite 的 且 其 平方 等 于 自身 . 这 说 明 它 是 一 个 投影 算 子 . 对 于 每 一 个 re Sn 有 
WII = sign(r)I (7.45) 
成 立 ， 所 以 有 
im(ID C Xo". (7.46) 
对 于 每 一 个 向 量 z e HO" 都 有 IIz = zx 成 立 , 这 说 明 
x” C im(I). (7.47) 


因为 Tl 是 一 个 满足 im) = X37 的 投影 算 子 , 所 以 命题 得 证 . 口 

MRF X= C 建立 反对 称 子 空间 X27 的 一 组 规范 正 交 基 时 , 我 们 可 以 很 方便 地 假设 
2 的 全 序 关 系 是 确定 的 . 对 于 每 一 个 nn 元 组 (ar, ,an) E D”, HR ai <… < an 定义 
向 量 


1 
Uai- an = SS sign(7)W (€a, ® -O Ean ). 7.48 
l; Ti 22 gn(7) ( 1 an) ( ) 


命题 7.8 A A-AFHR n>2A-HREKHK, X =C*, 并 且 如 式 (7.48) 那样 ， 
对 于 每 个 满足 al < +++ <an $ n AH (ai, ,an) EX", EMR Uai ta © XO". 集合 


— > (üp yän) EU", Gy Sees < an } (7.49) 
是 关于 XO 的 一 组 规范 正 交 基 . 


证 明 ”每 个 向 量 wo,…,a。 都 显然 是 一 个 单位 向 量 并 且 包 含 在 空间 vO 中 . 对 于 不 同 的 
n 元 组 (a1, ,an) 和 (bi, ,bn), HP ay <an HO <::- <b, A 


Cec axa he so te =O (7.50) 


成 立 . 这 是 因为 这 些 向 量 是 标准 基 向 量 不 相交 集 的 线性 组 合 . 因此 我 们 只 需 证 明 集合 (7.49) 
可 以 张 成 xX”. 
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MEM ARS] j,k € {1,… ,n}， 并 且 对 于 只 交换 j M k 而 令 所 有 其 他 元 素 
{1,… ,n} 固定 的 置换 (j k) E Sn 我 们 有 
Wij k) Il ye = =I yon = yon Wg k). (7.51) 
因此 ， 对 于 任 选 的 一 n 元 组 (ai, ta) E D”, 其 中 存在 使 aj = ak 的 不 同 索 引 
j,k = {L n} 有 
TT yon (Ea: Q- R ea,) = Iyon Wij k)(€a, O- @ Ean) (7.52) 
= —I yon (Ea; Q-Q Ean) 
成 立 , 所 以 
I yon (Eai ® +++ @ €a,,) = 0. (7.53) 


男 一 方面 , 如 果 (a1,--- ,an) EEr 是 一 个 nn 元 组 , 其 中 a1,… ,an Æ EBARA., 那么 一 
定 有 

(ar): s rariny) = (by, ma On) | (7.54) 
对 于 选 定 的 某 些 置换 x € S, AARE bi <- < bn 的 nn 元 组 (bi, bn) € E” WA. 
此 , 我们 有 


IT yon (Ea: Q-+-®@ Can) e I yon Wr (eb, B= ebn ) 


| sijgn(x (7.55) 
= sign(7)II yon (eb ®@--:@es,) = FET yb 
所 以 
im(I yon ) C span{ta,,.-,an 人 (7.56) 
成 立 , 命题 得 证 . 口 


根据 前 面 的 命题 , 我 们 可 以 发 现 反 对 称 子 空间 的 维度 等 于 满足 al < … < an Hn 元 组 
(ai ,an) E E” 的 个 数 . 这 一 数量 等 于 有 着 n 个 元 素 的 的 子 集 的 个 数 . 
推论 7.9 令 革 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 且 n 为 一 个 正 整 数 . 有 
dim (XO") = ws ) (7.57) 


7.1.2 ”置换 不 变 算 子 的 代数 
根据 定义 ,对称 子 空间 Vo" 包含 所 有 在 每 个 x e S, 的 作用 W 下 都 不 变 的 向 量 x € 
XO”, 我 们 可 以 考虑 对 于 算 子 的 一 种 类 似 标记 , 其 中 操作 z Wre 被 关于 每 个 X € L(x") 


的 操作 
X e W,XW? (7.58) 
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所 代替 . 标记 L(X)”"” 可 以 用 来 表示 在 该 操作 下 不 变 的 算 子 X 的 集合 : 
L(V" = {X Ee L (2) = 本人 (7.59) 


与 向 量 的 类 似 概念 相似 , 我们 可 以 在 需要 时 把 这 一 集合 表示 为 L(%))O---OL(%X,), 在 此 假 
设 Xi, An 由 单个 空间 X 所 确定 . 

假设 Xi1,:… ,X。 为 共享 同一 经 典 态 集合 2 的 寄存 器 ， 并 且 根 据 X = Co 确定 空间 
Xi An 中 的 每 一 个 ， 我 们 可 以 观察 到 集合 L(V)!" 中 的 密度 算 子 元 素 表示 复合 寄存 器 
(Xi1,… ,Xn) 的 态 , 这 些 态 在 所 有 寄存 器 Xi1,… ,X 的 置换 下 都 是 不 变 的 . 这 种 态 称 为 可 交 
换 的 . 

集合 L(V)" 的 代数 性 质 以 及 可 交换 态 与 置换 不 变 向 量 之 间 的 关系 将 会 在 下 面 的 小 节 
详细 说 明 . 
7.1.2.1 ”置换 不 变 算 子 的 向 量 空间 结构 


对 于 由 所 有 置换 不 变 算 子 形成 的 空间 ， 我 们 可 以 很 自然 地 选择 标记 L(x. WRH 
L(Y) 看 作 一 个 向 量 空间 , WA LO 事实 上 与 张 量 积 空间 LX) 的 对 称 子 空间 一 致 . 接 
下 来 的 命题 将 这 种 连接 形式 化 , 并且 盖 述 了 前 一 节 结 果 的 一 些 直接 结论 . 

命题 7.10 ”车 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 , n 为 一 个 正 整 数 ， 并 且 X EL(X%8"). 下 述 声 明 
等 价 : 

1 
2. V EU(X8" @ X28", (TBT) 为 由 等 式 


V vec(Yi 8 --- @ Yn) = vec(Y1) @ --- Q vec(Yn) (7.60) 
定义 的 等 距 算 子 且 其 对 于 所 有 Yi, Yn ELX) 都 成 立 ， 则 我 们 有 
V vec(X) € (£ ® XV". (7.61) 
3. X €span{Y®" : Y eL(X)}. 
证 明 ”对 于 每 个 置换 re S,, > 
Ur E€ U(X @ X)®") (7.62) 


为 由 等 式 

Ur (wi Q- H Wn ) = Wy-1(1) Q- 的 Wr-i(n) (7.63) 
NBR SAS FATA HNE w,… ,wn EO 都 成 立 . 每 个 算 子 Ur 都 与 式 (7.3) PH 
义 的 Wr 类 似 , 但 空间 X H xox PRE. 有 


Ur = V (Wr ® Wn) V* (7.64) 
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对 于 每 一 个 re Sn 都 成 立 , 这 样 我 们 可 以 得 出 结论 : 声明 1 和 声明 2 等 价 . 
定理 7.5 说 明 


V vec(X) € (X @ X)*", (7.65) 
当 且 仅 当 
V vec(X) € span{vec(Y)®" : Y € L(4)}. (7.66) 
包含 关系 (7.66) 与 
vec(X) € span{vec(Y®") : Y € L(X)} (7.67) 
等 价 , 而 它 反 过 来 也 与 
X € span{Y®" :YeL(X)} (7.68) 
等 价 . 因此 , 声明 2 和 声明 3 是 等 价 的 . 口 


定理 7.11 令 效 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 且 见 为 一 个 正 整 数 . 有 
L(4)%" = span{U®" : U e U(X)} (7.69) 
WA 令 允 为 字母 表 , 其 中 x=, HAS 
D = Diag(u) (7.70) 
为 一 个 关于 任 选 的 ue x 的 对 角 算 子 . 由 于 有 uS” e Or 成 立 , 所 以 根据 定理 7.5 我 们 有 
u8” € span{v®”" : ve T*} (7.71) 


Mit, 其 中 T = {acC : jal = 1} 表示 复 单位 的 集合 . 因而 对 于 选 定 的 字母 表 I. We 
{v : bET} cT? 以 及 复数 {b : be TT} CC, 我 们 可 以 写 出 
ES (7.72) 


ber 


于 是 得 到 
DO = y Oe, (7.73) 
be. 
其 中 Us Ee U(X) 为 关于 每 个 beT 由 
U, = Diag(v,) (7.74) 


定义 的 丁 算 子 . 
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现在 , 对 于 一 个 任意 的 算 子 A e L(Y), 根据 推论 1.7 (对 奇异 值 定理 的 推论 ), 我 们 可 以 
写 出 A=VDW, V.W c U(X) ABATE DeL) 为 对 角 算 子 . 利用 上 面 的 论证 , 我 们 
可 以 假设 式 (7.73) RA, 因此 


ami y (DY (7.75) 
bel 
WEN FART. 复数 {0 : bp ET CC 以 及 对 角 丁 算 子 {Up : ber} 成 立 . 由 于 对 于 
每 个 be T,VUsW WEZER, 我们 有 


AS” € span{U®" : U € U(X)}, (7.76) 

所 以 根据 命题 7.10 我 们 可 以 得 到 
LX Copan( Ue Ue UE). (7.77) 
而 反 向 的 包含 关系 十 分 直接 , 所 以 定理 得 证 . 口 


7.1.2.2 ”可 交换 密度 算 子 的 对 称 纯化 


一 个 密度 算 子 p e D(X®2") 是 可 交换 的 ， 当 且 仅 当 pE LL. 这 与 关于 每 一 个 置换 
ne Sn WWE 
p= W,pw, (7.78) 


等 价 . 用 算 子 行为 来 表述 就 是 ,对 于 n 个 全 同 寄存 器 Xi1,:… ,Xn， 复 合 寄存 器 (Xi1,:… Xn) 
的 可 交换 态 p 即 为 这 n 个 寄存 器 的 内 容 以 一 种 任意 的 方式 置换 时 不 变 的 态 . 

对 于 每 一 个 对 称 单位 向 量 ve XO", BLAS uu* 是 可 交换 的 , 并 且 很 自然 地 , 这 种 态 的 任 
意 凸 组 合 也 必然 是 可 交换 的 . 一 般 来 说 , 这 并 未 列举 出 所 有 可 能 的 可 交换 态 . 例如 D(X%") 
中 的 完全 混 态 是 可 交换 的 , 但 是 与 这 个 态 对 应 的 密度 算 子 的 像 通 常 来 说 并 不 包含 在 对 称 子 
空间 内 . 

然而 , 在 可 交换 态 和 对 称 纯 态 之 间 存 在 一 种 有 趣 的 关系 , 即 每 一 个 可 交换 态 可 以 以 这 样 
一 种 方式 进行 纯化 : 就 下 面 的 定理 所 描述 的 意义 而 言 ， 该 可 交换 态 的 纯化 存在 于 一 个 更 大 的 
对 称 子 空间 之 内 . 

定理 7.12 FLAT AFHA, HHP |I| > |X|, Hon 为 一 个 正 整数 此外， + 
X1,.… ,Xn 为 寄存 器 ,每 一 个 都 拥有 经 典 态 集 合 DU; AY, ,Yn 为 寄存 器 ,每 一 个 都 拥有 
经 典 态 集合 工 . HH pcD(4@---@X,) 为 一 个 可 交换 密度 算 子 . 存在 一 个 单位 向 量 


u € (Xi @Vi1)O---O(X, Q Yn) (7.79) 


使 得 
(wu™)[Xy,--- ,Xn] = p. (7.80) 
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证 明 $ AeU(C>,Cr) 为 一 个 任 选 的 等 距 算 子 , 且 对 于 任 选 的 上 e {1,--- ,n} 我 们 可 


以 把 该 等 距 算 子 看 作 U(X, Ve) 的 一 个 元 素 . 此 外 令 


V EU((A1 @---@Xn) ON @---@In), (41 @N) 8-9 (Xn @In)) 


为 由 对 于 所 有 选 定 的 Bı € L(V, X1), ,Bn E€ LVn, Xn) 都 成 立 的 等 式 


V vec(B; ®--- @ Bn) = vec( B1) B® vec(B,) 


(7.81) 


(7.82) 


定义 的 等 距 算 子 . 等 价 地 ， 该 等 距 算 子 由 对 于 所 有 问 量 Zi € Se ¿Tn E Xn 和 yı = 


Yl, s Yn E Vn 都 成 立 的 等 式 
V((t1 @ +++ @ Ln) 8 (V1 8-8 Yn)) 
= (x1 Q y1) B -Q (Ln @ yn) 
定义 . 
考虑 问 量 


u = V vec(,/p(A* 8 --- @ A*)) €E (X ® V1) B® (Xn Q Vn) 


计算 表明 
(wu*)[Xi,--- ,Xn| = p, 


因此 我 们 只 需 证 明 w 是 对 称 的 . 因为 p 是 可 交换 的 , 所 以 我 们 有 
(Wr /pW) = WrpW* =p 
对 于 每 一 个 置换 r e S。 都 成 立 , 于 是 根据 平方 根 的 唯一 性 , 有 
Wr VpW* = Vp. 


因此 根据 命题 7.10， 

Vp € span{y®" : Y € L(C}?)} 
成 立 . 结果 我 们 有 

u € span{ V vec((YA*)®") YE L(c*)}, 
所 以 
u € span{ vec(Y 4*)®" :YEe L(c®)}. 

根据 该 包含 和 关系， 显然 

u E (X & Ņı)Q = (Xn & Yn) 


成 立 , 证 毕 . 


(7.83) 


(7.84) 


(7.85) 


(7.86) 
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7.1.2.3 von Neumann 二 次 中 心 化 子 定 理 


为 了 证 明 集合 L(V) 的 更 多 性 质 , 特别 是 关于 其 元 素 的 算 子 结构 的 性 质 , 我 们 可 以 很 
方便 地 利用 von Neumann 二 次 中 心 化 子 定理 (一 组 算 子 的 中 心 化 子 的 定义 见 式 (1.93)). 该 
定理 稍 后 给 出 , 它 的 证 明 将 利用 下 面 的 引 理 . 

引 理 7.13 令 革 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 , VC 为 的 一 个 子 空间 , 并 且 AEL) 
为 一 个 算 子 . 下 面 两 个 声明 是 等 价 的 : 

1. AVCV 和 A*V CYV 同时 成 立 . 
2. [A, Uy] = 0 成 立 . 


证 明 ”首先 假设 声明 2 成 立 . 如 果 两 个 算 子 对 易 , 那么 它们 的 伴随 也 必须 对 易 , 所 以 对 
于 每 一 个 向 量 ve V 我 们 有 


Av = Allyv = IlyAv E V, 


(7.92) 
Atv = A*IIyv = IyA*v € V. 
这 便 证 明了 由 声明 2 可 以 推导 出 声明 1. 
现在 假设 声明 1 成 立 . 对 于 每 一 个 we Vv, 我 们 有 
Ily Av = Av = Allyv, (7.93) 
其 依据 是 Av eV. 对 于 每 一 个 满足 wL V 的 we x, 根据 假设 4*v eV, 一 定 有 
(v, Aw) = (A*v,w) =0 (7.94) 
对 于 每 一 个 ve y 都 成 立 , 所 以 Aw LV. 因此 ， 
Ty Aw = 0 = AITyw. (7.95) 


由 于 对 于 选 定 的 veV M wex, 其 中 w 1 V, 每 一 个 同 量 ve X HAUS u=viw, 
所 以 式 (7.93) 和 式 (7.95) 说 明 


Ily Au = Allyu l (7.96) 
对 于 每 一 个 向 量 we x 都 成 立 , 因此 Iv4 = Ally. 我 们 证 明了 由 声明 1 可 以 推导 出 声明 2, 
TEM. = 


定理 7.14(von Neumann 二 次 中 心 化 子 定 理 ) AAA LX) 的 一 个 自 伴 的 保 么 子 代 数 ， 
其 中 X 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 . 有 


comm(comm(A)) = A (7.97) 
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证 明 ”根据 中 心 化 子 的 定义 我 们 可 以 立即 得 到 
A C comm(comm(.A)), (7.98) 


所 以 只 需 证 明 反 向 的 包含 关系 . 
本 证 明 的 核心 思想 是 考虑 代数 LX @ x) 并 且 利用 其 与 L(Y) 之 间 的 关系 . 定义 BC 
L(Y @ Xx) 为 
B={X@1: Xe A}, (7.99) 


并 且 令 DAWA X =C 的 字母 表 . 对 于 选 定 的 唯一 算 子 {Yav : abe E} CL(X), 每 一 个 
ATY ELIX S2) 都 可 以 写作 


F= y Yop Bap (7.100) 
a,bEY 


关于 任意 算 子 X e L(YX) 和 任意 有 着 形式 (7.100) WAT Y, 条 件 
Y(X @1)=(X@1)Y (7.101) 


等 价 于 关于 选 定 的 每 一 个 a,b € E H [Yao X] =0, 所 以 


comm() = | Yab © boas : {Yap : abe >} C om (7.102) 
a,bed 


因此 , 对 于 一 个 给 定 的 算 子 X € comm(comm(A)), BRA 
X @1 € comm(comm(B)). (7.103) 
现在 , 定义 子 空间 VCH OX A 
V = {vec(X) : X € A}, (7.104) 
并 且 任 意 选择 X e .4. 根据 A 是 一 个 代数 这 一 事实 , 有 
(X@I1)VCY, (7.105) 
由 于 4 是 自 伴 的 , 所 以 有 X* eA, 从 而 
(X*@1)VCY. (7.106) 


因此 , 引 理 7.13 说 明 
[X @1, Ny] =0. (7.107) 


因为 Xe A 是 任 选 的 , 所 以 有 Ily € comm(B) 成 立 . 
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最 后 , & X € comm(comm(A)) 为 任 选 的 . 因此 正如 前 面 所 论述 的 , 包含 关系 (7.103) 成 
立 ， 从 而 对 易 关 系 (7.107) 成 立 . 由 引 理 7.13 的 反 义 可 以 推导 出 包含 关系 (7.105). 特别 地 ， 
若 给 定子 代数 ABA AITCN, BARNA vec(1) eV, 因此 


vec(X) = (X 9 1) vec(1) € V, (7.108) 
这 说 明 X c 4- 因此, 我 们 证 明了 包含 关系 

comm(comm(.A)) C A, (7.109) 
从 而 命题 得 证 . 口 


7.1.2.4 ”置换 不 变 算 子 的 算 子 结构 


有 了 von Neumann 二 次 中 心 化 子 定理 ， 我 们 便 有 了 充足 的 准备 来 证 明 下 面 的 基本 定理 . 
该 定理 关注 集合 L(V)" 的 算 子 结构 . 

定理 7.15 令 革 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 , n 为 一 个 正 整 数 ， 且 X eL) 为 一 个 算 
子 . 下 面 的 声明 是 等 价 的 : 
1. 对 于 所 有 的 YeL(X), 有 [X Yen] = 0 成 立 . 
2. 对 于 所 有 的 UE U(X), 有 [X, U9] =0 成 立 . 
3. 对 于 选 定 的 某 个 向 量 UEC, 有 


X= Y ur)W (7.110) 
TES ny 
证 明 ”根据 命题 7.10 和 定理 7.11 以 及 Lie 括号 的 双 线 性 ,声明 1 和 声明 2 等 价 于 包 
BRA 


X €comm(L(4%)%"). (7.111) 
对 于 由 
A= | `o u(r)Wr : u€ | (7.112) 
TES 


定义 的 集合 ACLS), 我 们 得 知 声明 3 等 价 于 包含 关系 X CA. 为 了 证 明 该 定理 , 我 们 
需要 说 明 
A = comm(L(¥)®"). (7.113) 
对 于 任意 算 子 Z e L(X8"), 通过 观察 式 (7.59) BRA Z e L(v)?", 当 且 仅 当 [2Z, Wi] = 
0 对 于 每 个 re 5,, 都 成 立 . 再 次 利用 Lie 括号 的 双 线 性 ,可 得 


L(X)2" = comm(A). (7.114) 
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最 后 , 我 们 观察 到 集合 A 形成 了 L(V") 的 一 个 目 伴 的 保 么 子 代数 . 根据 定理 7.14, 我 
们 有 
comm (L(4)%") = comm(comm(A)) = A, (7.115) 


这 证 明了 关系 (7.113)， 从 而 命题 得 证 . 口 


7.2 ”本 不 变 概 率 测度 


在 本 节 中 , 我 们 将 介绍 两 种 在 量子 信息 论 中 有 着 重要 地 位 的 概率 测度 : 对 于 每 一 个 复 欧 
儿 里 得 空间 X, EERME S(x) 上 的 均匀 球 测度 ， 以 及 定义 在 西 算 子 集 合 U(X) 上 的 
Haar 测度 . 这 两 种 测度 紧密 相关 , 并 且 都 可 以 根据 实 线 上 的 标准 Gauss 测度 ( 见 1.22 节 ) 以 
一 种 简单 且 具 体 的 方式 定义 . 


7.2.1 ”均匀 球 测度 和 Haar 测度 
下 面 我 们 将 讨论 均匀 球 测 度 和 Haar 测度 的 定义 和 基本 性 质 . 
7.2.1.1 ”均匀 球 测度 


直觉 上 说 , 均匀 球 测度 提供 了 一 种 形式 . 通过 这 种 形式 , 我 们 可 以 考虑 一 种 复 欧 几 里 得 空 
间 中 向 量 在 单位 球 上 均匀 的 概率 分 布 . 用 更 精确 的 术语 来 讲 , 均匀 球 测度 是 一 种 概率 测度 a, 
它 定 义 在 复 欧 几 里 得 空间 X 的 单位 球 S(X) 的 Borel 子 集 上 . 对 于 每 一 个 A € Borel(S(4)) 
F U e U(X), 该 测度 在 每 一 个 丁 算 子 


u(A) = (UA) (7.116) 


的 作用 下 都 保持 不 变 2 . 一 种 定义 这 种 测度 的 具体 方式 如 下 . 
定义 7.16 AE A-AFHR, {Xa: ac 9}U {Ys : acd} 为 相互 独立 且 同 分 布 的 
标准 正 态 随 机 变量 的 集合 ,并且 X= C|. 通过 取 交 中 的 值 ， 定 义 向 量 值 随机 变量 ZA 


Z= Y "(Xa t+iYa)ea. (7.117) 
aed 


S(X) 上 的 均匀 球 测度 凡是 Borel 概率 测度 
u : Borel(S(4)) 一 [0, 1], (7.118) 
其 由 关于 每 一 个 4E Borel(S(X)) 的 
u(A)=Pr(aZ es4，3a>0) (7.119) 
所 定义 . 


事实 上 , 测度 y 由 这 些 要 求 唯一 确定 . 其 证 明 会 利用 Haar 测度 完成 , 我 们 稍 后 将 介绍 Haar WE. 
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我 们 可 以 通过 三 种 观察 得 知 均匀 球 测度 pe 是 一 种 恨 定义 的 Borel 概率 测度 . 首先 , 我 们 
有 
{rEX:areA, ja>0}=cone(A)\{0} (7.120) 


对 于 S(X) 的 每 一 个 Borel TE 4 都 是 X 的 一 个 Borel 子 集 , 这 说 明 j 是 一 个 良 定义 的 函 
数 . 其 次 , 如 果 A 和 B 是 S(X) 的 不 相交 Borel TÆ, 那么 cone(A)\{0} 和 cone(B)\{0} 也 
是 不 相交 的 ,从 而 / 是 一 个 测度 . 最 后 , 有 


u(S(X)) = Pr(Z #0) =1 (7.121) 


RA, 所 以 j 是 一 个 概率 测度 . 

显然 , 这 一 定义 与 如 何 对 字母 表 E 中 的 元 素 进 行 排序 无 关 . 基于 这 一 原因 , 定义 在 S(X) 
上 的 均匀 球 测度 的 一 些 有 趣 的 基本 性 质 将 根据 S(C") 上 的 均匀 球 测度 的 相同 性 质 得 出 . 
此 , 在 某 些 情况 下 , 我们 只 关注 形式 为 C 的 复 欧 几 里 得 空间 . 这 样 做 会 提供 许多 便利 , 特 
别 是 标记 上 的 简化 ,同时 也 不 会 损失 普遍 性 . 

正如 下 面 命题 的 证 明 所 解释 的 , 均匀 球 测 度 的 酉 不 变性 是 标准 Gauss 测度 的 旋转 不 变 
性 的 直接 结果 . 

命题 7.17 每 一 个 复 欧 几 里 得 空间 X, S(X) 上 的 均匀 球 测度 u 关于 每 一 个 A Ee 
Borel(S(4)) fe U € U(X) 是 西 不 变 的 : 


L(UA) = (A). (7.122) 
证 明 BRE EIE X= C> 的 字母 表 , HHA 
{Xa :acEZU{ 人 2 : aed} (7.123) 


为 相互 独立 且 同 分 布 的 标准 正 态 随机 变量 的 集合 . 通过 在 R 中 取 值 , Ee MABEL ae 
X AY A 
X=) See, M F= Y Yat. (7.124) 


aed acd 


从 而 定义 7.16 中 所 指 的 向 量 值 随机 变量 Z 可 以 表示 为 Z = 和 X+ 这 . 为 了 证 明 这 一 命题 , 观 
察 到 Z 和 UZ 对 于 每 一 个 西 算 子 Q CU XL) 都 是 同 分 布 的 , 从 而 对 于 S(x) 的 每 一 个 Borel 


子 集 4 我 们 有 
pu(U—'A)=Pr(aUZ € A, 3a>0) 


(7.125) 
=Pr(aZ € A, 3 a> 0) = p(A). 
为 了 证 明 对 于 任 选 的 西 算 子 Ue U(X), Z 和 UZ 是 同 分 布 的 , 我 们 注意 到 
R(UZ)\ (RU) -8U)\ (RZ) 
g(uz)) \aqv) RU) | (S2) 
(7.126) 


_ (xu) -sw)\ (x 
o sw) rw) ly)? 
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其 中 正如 计算 所 揭示 的 那样 , 这 里 RO) 和 S(.) 表示 算 子 向 量 分 元 素 的 实 部 和 虚 部 . 算 子 


RU) —3(U) ai 
S(U) RU) | 


是 一 个 正 交 算 子 , 同时 间 量 值 随机 变量 XoY 是 根据 R” OR” 上 的 标准 Gauss 测度 进行 分 
布 的 , 因此 在 正 交 变换 下 保持 不 变 . 所 以 , 我 们 有 


X@Y 和 R(UZ)SS3(UZ) (7.128) 
是 同 分 布 的 , 这 说 明 Z 和 UZ 也 是 同 分 布 的 . 口 
7.2.1.2 Haar 测度 


与 均匀 球 测度 相似 ，Haar 测度 ” 可 以 定义 在 作用 于 给 定 的 复 欧 几 里 得 空间 x HER 
FRA U(X) 上 . 更 精确 地 说 ,这 种 测度 对 于 左 乘 和 右 乘 任意 丁 算 子 都 是 不 变 的 : 对 于 选 定 
的 每 一 个 A € Borel(U(X)) 和 Ue U(X), 有 


n(UA) = n(A) = n( AU). (7.129) 
EX 7.18 SU A-AFHR, V=C”, HH 
{Xap :a,bE€L}U{Yo, : abe E} (7.130) 


为 相互 独立 且 同 分 布 的 标准 正 态 随机 变量 的 集合 . 通过 在 L(V) 中 取 值 ， 定 义 算 子 值 随机 变 
量 2 为 


Z= 》 (Xap + i¥a,b)Ea.b- (7.131) 
a,bexd 


U(X) 上 的 Haar 测度 7 是 Borel 概率 测度 
n : Borel(U(¥)) 一 [0, 1], (7.132) 
且 其 定义 为 关于 每 一 个 AE Borel(U(X)) 的 
n(A)=Pr(PZEA, 3PePd(X)). (7.133) 


正如 下 面 的 定理 所 述 , 如 上 定义 的 Haar 测度 确实 是 一 种 Borel 概率 测度 . 
定理 7.19 对 于 任 选 的 复 欧 几 里 得 空间 X, A n: Borel(U(X)) 一 [0,1] 为 如 定义 7.18 
所 述 的 测度 . 则 n 是 Borel 概率 测度 . 


O 术语 Haar 测度 通常 是 指 一 种 更 广义 的 概念 , 即 定义 在 某 类 群 上 的 测度 , 这 种 测度 关于 其 所 定义 的 群 上 的 操作 
是 不 变 的 . 此 处 展示 的 定义 把 这 一 概念 限定 为 作用 在 一 个 给 定 复 欧 几 里 得 空间 的 丁 算 子 群 上 . 
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证 明 ”对 于 每 一 个 A e Borel(U(X)), 定义 集合 R(A) CLE) 为 
R(A) = {QU : Q EPd(X), U € A}. (7.134) 


对 于 任意 算 子 Xe L(X), 我 们 有 PX € AWTR P € Pd(&) 成 立 , 4AM X € RIA). 
为 了 证 明 7 是 Borel WIRE, 我们 需要 证 明 对 于 每 一 个 A € Borel(U(X)), RIA) 是 L(X) 的 一 
个 Borel T, 并 且 当 A 和 不 相交 时 R(A) 和 RB) 也 不 相交 . 

相对 于 这 些 集合 的 笛 卡 儿 积 的 积 拓扑 来 说 , 我 们 可 以 观察 到 集合 Pd(X) x A 是 Pd(X) x 
U(X) 的 一 个 Borel 子 集 , 同时 根据 算 子 的 乘积 是 一 个 连续 映射 这 一 事实 , 我们 可 以 满足 这 
些 要 求 的 第 一 项 . 

对 于 第 二 项 要 求 , 我 们 观察 到 如 果 


QoUo = QI1U1 (7.135) 


对 于 选 定 的 Qo, Qi € Pd(X) 和 Up, Ue U(X) 成 立 , 那么 一 定 有 Qo = QV 在 V ZEKAT 
提 下 成 立 . 因此 ， 

Q5 = QVQ =Q, (7.136) 
根据 半 正 定 算 子 有 唯一 的 平方 根 ， 这 说 明 Qo = Qi. 所 以 有 Uo =U, 成 立 . BRE, WR 
R(A)OR(B) 是 非 空 的 , 那么 同样 的 结论 也 对 AN B 成 立 . 

我 们 还 需 证 明 7 是 一 个 概率 测度 . 假设 2 是 字母 表 , HH =C, > 


{Xab : a,bED}U {Ys :a,be >} (7.137) 
为 相互 独立 且 同 分 布 的 标准 正 态 随机 变量 的 集合 ,并 且 如 定义 7.18 中 那样 定义 算 子 值 随机 
变量 


Z= 》 (Xap + iYa,p)Ea,b. (7.138) 
a,bEexd 


A PZ e U(X) 对 于 半 正 定 算 子 Pe Pd) 成 立 , 当 且 仅 当 2 是 非 奇 异 的 , 所 以 

n(U(X)) = Pr(Det(Z) #0). (7.139) 
一 个 算 子 是 奇异 的 ,， 当 且 仅 当 其 列 向 量 可 以 形成 一 个 线性 无 关 集 合 , 因此 Det(2) = 0, 4H 
仅 当 存 在 一 个 符号 be D 189 


S (Xai +iYab)ea € sn} Dae +iYac)€a : CE awh (7.140) 
aed acy 


这 一 等 式 中 的 子 空间 必然 是 的 一 个 真子 空间 , 这 是 因为 它 的 维度 至 多 为 | 一 1, 因此 事件 
(7.140) 出 现 的 概率 为 零 . 根据 Boole 不 等 式 , 正如 命题 1.17 中 所 提 到 的 , 我 们 有 Det(2) =0 
的 概率 为 0, 所 以 mn(U(X)) =1. 口 
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下 面 的 命题 说 明 , 在 式 (7.129) 给 定 的 意义 下 ,，Haar 测度 是 西 不 变 的 . 
命题 7.20 令 半 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 . 对 于 每 一 个 A€ Borel(U(X)) 和 DeEU(t)， 
U(x) 上 的 Haar WÈ n 满足 
MUA =N A) = MAUN. (7.141) 
证 明 ”假设 2 是 字母 表 , HH X=, > 
{Xap : a,b € 5} U Yab : a,be x} (7.142) 
为 一 个 相互 独立 且 同 分 布 的 标准 正 态 随机 变量 的 集合 , 并 且 使 


Z= Ñ. (Xap t+iYa,s)La,b, (7.143) 
a,bEed 
如 定义 7.18 中 所 述 . 
假设 A 是 U(X) 的 一 个 Borel FE, 并 且 U c U(X) 是 任意 的 西 算 子 . 为 了 证 明 n 的 左 
西 不 变性 , 我 们 需要 证 明 Z 和 U2Z 是 同 分 布 的 , 而 为 了 证 明 7 的 右 西 不 变性 , 我 们 需要 证 
明 Z 和 ZU OTN, 因为 此 时 我 们 有 
n(UUA)=Pr(U'PZEA, 3P € Pd(#)) OIA 
=Pr((U-1PU)ZEA, 3P € Pd(¥)) =n(A) 
n(AU) = Pr(PZU-'€ A, AP EePd(X)) 
=Pr( PZ e A AP € Pd(¥)) =7(A). 
UZ. ZAM ZU 是 同 分 布 的 这 一 事实 , 可 以 从 正 交 变换 下 的 标准 Gauss 测度 得 到 ， 其 证 明 在 
本 质 上 与 命题 7.17 的 证 明 是 相同 的 . 口 
对 于 每 一 个 复 欧 几 里 得 空间 , Æ U(X) 上 的 Haar 测度 ”为 既 左 酉 不 变 又 右 酉 不 变 的 
Borel 概率 测度 . 事实 上 , U(X) 上 的 任意 既 左 西 不 变 又 右 丁 不 变 的 Borel 概率 测度 必然 等 于 
Haar 测度 . 下 面 的 定理 会 揭示 这 一 点 . 
定理 7.21 令 革 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 ,并 且 令 


(7.145) 


v: Borel(U(4)) — [0,1] (7.146) 


为 一 个 拥有 下 面 两 种 性 质 之 一 的 Borel 概率 测度 : 

1. 左 西 不 变性 : v(UA) =v(A) 对 于 所 有 的 Borel FR AC U) fo AH BHF U € U(X) 
2. FB ARH: v(AV) = v(A) 对 于 所 有 的 Borel $ AC U(X) 和 所 有 的 西 算 子 UE UY) 
Qi Ay v 等 于 Haar A) È n: Borel(U(4)) 一 [0,1] 成 立 . 
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证 明 ”假设 v 是 左 西 不 变 的 , 而 v 是 右 西 不 变 的 这 一 情况 将 用 相似 的 论证 方法 证 明 . 
S AX U(X) 的 一 个 任意 Bored 子 集 ， 并 且 令 f 表示 A 关于 每 一 个 e U(X) 的 特征 


PKI Š: 
ui 
f(U) = (7.147) 
0 UgA. 
根据 v 的 左 丁 不 变性 , 我 们 有 
v( A) = | r0) dv(U) = | (vv) dv(U) (7.148) 


对 于 每 一 个 西 算 子 Ve U(X) RE. 关于 Haar 测度 在 所 有 西 算 子 V 上 进行 积分 ,我们 
可 得 


v(A) = | f(VU) dv(U) dn(V) = | f(VU) dn(V) dv(U), (7.149) 

其 中 Fubini 定理 使 积分 顺序 的 变化 成 为 可 能 . 根据 Haar 测度 的 右 西 不 变性 , 有 
(A) = || FV) an(V) wU) = | AV) anv) = nA). (7.150) 
由 于 A 是 任意 选择 的 , 所 以 v =n, 即 为 所 求 


正如 下 面 的 定理 所 述 ，Haar 测度 和 均匀 球 测度 是 紧密 相关 的 . 其 证 明 利 用 了 与 前 述 定 
理 的 证 明 相 同 的 方法 . 

定理 7.22 令 半 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 ，/ 表示 SX) 上 的 均匀 球 测度 ,而 1] 表示 
U(X) 上 的 Haar 测度 . 对 于 每 一 个 4e Borel(S(X)) 和 zeEeSGt)， 有 


(A) =n({U € U(X) : Ure A}) (7.151) 
证 明 $ AA WH S) 的 任意 Bored TR, FFAS f 表示 A 关于 每 一 个 ye S() 的 特 
征 函 数 : 
1 yEA 
y) = (7.152) 
$ y Z A. 


根据 均匀 球 测度 的 酉 不 变性 , 有 
yA) = | f@) duly) = | f(Uy) duly) (7.153) 


对 于 每 一 个 UV € U(X) 都 成 立 . 关于 Haar 测度 在 所 有 U € U(X) 上 积分 , 并 且 依 据 Fubini 
定理 改变 积分 的 顺序 , 我们 可 以 得 到 


(A) = |[ row du(y) an(U) = | | f(Uy) dn(U) duly). (7.154) 


现在 ， 对 于 任意 选 定 的 单位 向 量 z,y e S(x) 我 们 可 以 选择 一 个 西 算 子 V e U(X) 使 
Vy = z 成 立 . 根据 Haar 测度 的 右 丁 不 变性 ,有 


| ro an(U) = [ruva dn(U) = | f(Uz) an(U). (7.155) 
因此 ， 


yA) = | | f(Uy) dn(U) duly) = IKS dn(U) du(y) 
(7.156) 


| Wa) dn(U) = n({U € U(X) : Uz € A}), 
即 为 所 求 . 口 
由 于 注意 到 在 对 前 述 定理 的 证 明 中 , 除了 测度 y 是 规范 且 西 不 变 的 之 外 我 们 并 没有 用 


到 它 的 任何 性 质 , 所 以 可 以 得 到 下 面 的 推论 . 
推论 7.23 令 革 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 并 且 令 


v : Borel(S(4’)) — [0, 1] (7.157) 


为 一 个 西 不 变 的 Borel 概率 测度 : v(UA) = v(A) 对 于 AC SX) 的 每 一 个 Borel 子 集 都 成 
x. WA v 等 于 均匀 球 测度 u: Borel(S(X)) 一 [0,1] RH. 


7.2.1.3 ”依据 对 称 性 计算 积 
某 些 关于 均匀 球 测度 或 Haar 测度 定义 的 积分 可 以 通过 考虑 这 些 积分 中 所 呈现 的 对 称 性 
进行 计算 . 例如 ,对 于 任意 字母 表 DA S(C2) 上 的 均匀 球 测 度 六 我 们 有 


了 
| an = 可 (7.158) 


这 是 因为 该 积分 所 表示 的 算 子 必然 是 半 正 定 的 , 有 着 单位 迹 , FF A ERE PBR SCR 
作 下 都 是 不 变 的 , 1/|D| 是 有 这 些 性 质 的 唯一 算 子 . 
下 面 的 引 理 对 该 事实 进行 了 推广 , 它 提 供 了 对 7.1.1 节 中 所 定义 的 到 对 称 子 空间 上 的 投 
影 的 另 一 种 描述 . 
引 理 7.24 令 蒜 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 , n 为 一 个 正 整数 ， 并 且 凡 表示 S(X) 上 的 均 
匀 球 测度 . 有 
yon = dim(V2") | (wut) apt (7.159) 
证 了 明 令 
P= dim( XL”) [e du(u), (7.160) 
并 且 首 先 注 意 到 
Tr(P) = dim( #2”), (7.161) 
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这 是 因为 p 是 一 个 规范 测度 . 
接 下 来 , 根据 均匀 球 测 度 的 西 不 变性 , 我 们 有 [P,U8"] = 0 对 于 每 一 个 Ue U(X) 成立. 
根据 定理 7.15, 我 们 可 以 得 到 
P= 》 v(x)W, (7.162) 
TESn 
对 于 选 定 的 向 量 ve CS” 成 立 . 利用 wen © VE" 对 每 一 个 单位 向 量 ve Cz 成 立 的 事实 , 我 
们 必然 有 


Ilo, P =P, (7.163) 
这 说 明 由 命题 7.1 我 们 可 以 得 到 
P= 二 >: Wo D v(n)Wr = 二 >, > vlo tn)Wy 
i TESn TESn TES, OESn (7.164) 
-3 a v(a) > Wx = pD v(a) yon- 
"GESs TES ceESn 
根据 式 (7.161), 我 们 有 
> 全 国王] (7.165) 
cESy 
因此 P = Miyon BAAK. 口 


下 面 的 例子 是 例 6.10 的 一 个 延续 . 我 们 依据 对 称 性 对 与 Werner AAS Il IEA Aa 
密 联 系 的 两 种 信道 进行 分 析 . 

例 7.25 如 例 6.10 MÈ, + E 为 一 个 字母 表 , n= |X| 并 且 x =C, 同时 间 忆 四 个 
投影 算 子 ” 


Ao, Ai, Io, I € Proj(¥ @YL)， (7.166) 
它们 分 别 被 定义 为 
1 
Ao = — S| Eas® Eas, (7.167) 
a, bEL 
1 
A,=1@1-—- 》 Fa» ® Eav, (7.168) 
o bes 
1 1 
Mo = 5101+; > Eap ® Ba, (7.169) 
a,bed 
1 
Il, = 5 四 卫 一 5 > Egi & Eba 2 (7.170) 
a,bEY 


利用 7.1.1 节 介 绍 的 标记 , 我 们 也 可 以 写 出 Ho = yoy MMi = yoy. 在 这 个 例子 中 我 们 将 用 标记 To 
和 HI1， 以 与 例 6.10 保持 一 致 . 
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等 价 地 , 我 们 可 以 写 出 


1 1 1 
l l 1 
Ai=1@81——-(T@lLx)(W), = 35181-3W, (7.172) 


其 中 T(X) =X" 表示 L(V) 上 的 转 置 映 射 , 同时 


W= 》 Fay ® Eba (7.173) 
a,bexd 


J XOX 上 的 交换 算 子 . MFA € [0,1], 形式 为 
Ay Io Il 
AAo + (1-A) 和 aqn + (1 — A (7.174) 
的 态 在 例 6.10 中 被 相应 地 称 为 各 向 同性 态 和 Werner 态 . 
ME, 对 于 所 有 的 X ELIS X), 考虑 定义 为 


=(X) = jw @U)X(U 8 U)* dn(U) (7.175) 


的 信道 Se C(x 8 X), 其 中 w 表示 U(X) 上 的 Haar 测度 . 根据 Haar 测度 的 酉 不 变性 , 我 
们 有 [E(X),U @U) =O WFAN X EC L(X@X) MU € U(X) 成 立 . 根据 定理 7.15, 有 


=(X) € span{1 @1,W} = span{ Ho, I; }, (7.176) 


因此 一 定 有 

E(X) = a(X) Io + 8(X) I (7.177) 
成 立 , 其 中 a(X), 8(X) es C 为 与 X 线性 相关 的 复数 . 信道 三 是 自 伴 的 且 满 足 =(181) =1el 
和 SS(W)=W, 从 而 有 (Io) = Mo 和 (In) = Th. 下 面 的 两 个 等 式 成 立 : 


a( = app (Mo, 3(X)) = i (S(To), X) = in 


加 ) C i ae (7.178) 
A(X) = ay (hE X)) = gam) x)= aay (lh X). 
从 而 有 
B(X)= ag (Mo X )IIo + gay (th XM. (7.179) 


在 任意 密度 算 子 的 输入 上 , 根据 这 个 表达 式 ， 显 然 三 的 输出 是 一 个 Werer 态 ， 而 且 每 一 个 
Werner 态 都 由 这 个 信道 确定 . 信道 = 有 时 被 称 为 Werner 旋转 信道 . 
对 于 所 有 的 X ELIX) 一 个 不 同 但 紧密 相关 的 信道 AeC( 世 @ 罗 定义 为 


A(X) = | (U @U)X(U @U)* an(U), (7.180) 
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HP RIA Aas U(X) 上 的 Haar 测度 . 该 信道 的 另 一 种 表达 式 可 以 利用 前 述 对 信道 = 的 分 
析 得 到 . 首先 , 在 这 个 过 程 中 , 我 们 可 以 观察 到 ,A 可 以 通过 如 下 方法 将 偏 置 与 信道 = 复合 
而 得 到 : 











A i= (I(x) GTS (Luix) &) a ig N (7.181) 
fe PK, 利用 恒等式 i i 
(I(x) ® T)(Io) = i Ao + 541, 
ree (7.182) 
(Lix ®T)(h) = = 5 Ao + 3^1, 
我 们 可 以 发 现 
A(X) = (Ao, X)Ao + = (Ar, X)An. (7.183) 


在 任意 密度 算 子 输入 上 , 信道 A 的 输出 是 一 个 各 向 同性 态 ， 并 且 每 一 个 各 疝 同 性 态 都 由 和 
确定 . 信道 A 有 时 被 称 为 各 向 同性 旋转 信道 . 

根据 信道 三 和 人 的 特性 , 显然 我 们 有 下 面 的 表达 式 , 其 中 by 表示 由 关于 每 个 Xe L(X) 
的 Bu(X) = UXU* 所 定义 的 西 信道 . 


Z€ conv{ y QO, :VE U(X)}, 
A € conv{ y Q Br : U E€ U(A)}. 
从 而 三 和 A 是 混合 酉 信道 , 也 是 LOCC 信道 . 事实 上 , 这 两 种 信道 都 可 以 在 没有 通信 的 情 
况 下 实现 一 一 局 域 操作 和 共享 随机 性 便 已 足够 . 
最 后 , 对 于 任 选 的 正 交 单位 癌 量 uveg, 我 们 可 以 观察 到 下 面 的 等 式 : 


(7.184) 





(IIo, uu* @ vv*) = = (II, uu* @ vv*)= r 
2 2 (7.185) 
(Ilo, uu” ® uu”) = it. (Tl, uu* Q uu”) = 6; 


因此 对 于 选 定 的 每 一 个 a € [0,1], 我 们 有 


l+a IIo l-a Il, 
Suu” @ (auu + (1 —a)eu")) = —— > + —— eer (7.186) 
2 (2) 2 (2) 


由 于 对 于 每 一 个 a € [0,1], = 是 一 个 可 分 信道 并 且 











uu* ® (auu* + (1 —a)vv") € SepD(X : X) (7.187) 
是 一 个 可 分 态 , 所 以 态 (7.186) 也 是 可 分 的 . 等 价 地 ，Werner Æ 
Ilo IT 
和 一 7.188 
eR TENG sata 
对 于 所 有 的 A € (1/2, 1] 都 是 可 分 的 . AS (7.188) 的 偏 置 为 
一 一 Ao+ (1- A) SL. (7.189) 
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假设 Xe [1/2,1], WAS (7.188) 是 可 分 的 , 因此 它 的 偏 置 也 是 可 分 的 . 从 而 各 向 同性 态 
Ai. 
n2—] 
对 于 所 有 的 A € [0,1/m] 都 是 可 分 的 . 口 
7.2.2 ”本 不 变 测度 的 应 用 


在 量子 信息 论 中 , 有 许多 关于 均匀 球 测度 和 Haar 测度 的 积分 的 应 用 . 我 们 将 展示 三 个 
例子 ,其 他 涉及 测度 集中 现象 的 例子 将 在 7.3.2 WER. 


7.2.2.1 量子 de Finetti 定理 


直觉 上 来 说 , 量子 de Finetti 定理 说 明 , 如果 一 组 全 同 寄存 器 集合 的 态 是 可 交换 的 , 那 
么 任意 相对 较 少 数目 的 这 些 寄 存 器 的 约 化 态 一 定 与 全 同 积 态 的 一 个 凸 组 合 相近 . 对 该 定理 我 
们 首先 将 对 于 对 称 纯 态 进行 盖 述 和 证 明 , 并 且 根据 这 个 定理 , 关于 任意 可 分 态 的 更 一 般 的 站 
述 可 以 从 定理 7.12 中 推导 而 出 . 

定理 7.26 AE A-+AFHR, n 为 正 整 数 ， 并 且 令 X, ,Xn 为 寄存 器 且 每 个 寄存 
器 都 有 经 典 态 集 合 DU. 此 外 令 


AA +1 =X) (7.190) 


0 (7.191) 


为 一 个 对 称 单 位 向 量 并 且 令 有 E {1,:… ,n}. 存在 一 个 态 


TE conv (ua :UE s(c*)} (7.192) 
使 得 
48(|2 — 1 
| (vv) Xi ,Xe 一 了 | 和 a in ) (7.193) 
证 明 ”我 们 将 会 证 明 该 定理 的 要 求 由 算 子 
f= (" a ‘) [nar vu*)(uu*)®* du(u) (7.194) 


满足 , 其 中 u 表示 S(C2) 上 的 均匀 球 测度 . 根据 其 定义 , 显然 7 是 半 正 定 的 , 并 且 根 据 引 理 
7.24 以 及 假设 ve X,O---OX,, 我 们 有 Tr(r) = 1. 
为 了 建立 边界 (7.193), 对 于 每 一 个 非 负 整 数 m 我 们 可 以 很 方便 地 定义 


m+|E|—1 
Ne = : Mi 
( S| —1 poles 


Nn_k 和 Nn 之 间 的 比值 的 以 下 界 成 立 : 


j> Nave 允 一 大 十 | 到 一 1 n—k+1 
” N, n+ -1 n+1 








(7.196) 


RIF 置换 不 变性 和 再不 变 测 展 


对 于 每 一 个 单位 癌 量 ve S(C™) 和 每 一 个 正 整数 m, 定义 投影 算 子 


此 外 定义 算 子 P, E€ Pos(¥ @---@ AX) 为 


因此 


该 证 明 其 余部 分 的 首要 目标 是 为 算 子 


的 迹 范 数 构造 界 ， 因为 这 样 的 界 可 以 直接 引出 





Dona = (a yo 


Py = Ta ((Lae-ex © An—ku)0v"). 
根据 引 理 7.24 以 及 假设 ve XO- -OX 我 们 有 


vu" = Nn-k |Oxe-om 四 An—ku)vv* dpu(u), 


(vv” ) [Xi1, +++ Xp] = Ni | Pa du(u). 
该 密度 算 子 将 与 + 进行 比较 ,这 可 以 表示 为 


T= Nn | Ape Pu Aki du(u). 
| are | (Pa — Diy «Foy a) du(u) 
—k i | Nan i f 


(vu*)[Xi,--+ ,Xk] 一 了 
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(7.197) 


(7.198) 


(7.199) 


(7.200) 


(7.201) 


(7.202) 


(7.203) 


的 迹 范 数 的 界 . 对 于 作用 在 一 个 给 定 空间 上 的 任意 两 个 方 算 子 4 和 B 成 立 的 算 子 恒等式 


RIL, 所 以 


这 说 明 


ja — Äk u )Pa dp(u) = (a 


|e aroa du 
基于 相似 的 原因 , 我 们 发 现 


| Pod - Arauto 














A— BAB -AU — B)+(1—B)A-—(1—B)A(1 -= 
对 实现 这 一 目的 有 很 大 的 帮助 . 因为 有 


|Ana, dyu(u) = | Trxn0-om, (Anaw) dy(u) 











E SEC OOE. 
"a Naik Nn l 


(7.204) 


(7.205) 


(7.206) 


(7.207) 


(7.208) 
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此 外 , 我 们 有 
ja = Np Fy (Ll a Aka) du(u) 








Į 


= Te( f(t Ara) Palt = Aru) dulu) ) (7.209) 


= T( |a- arpan) = (si -起 ) 
所 以 根据 三 角 不 等 式 和 恒等式 (7.204), 有 


1 l 1 
< 3| —— — — |. 7.210 
Nn—k 1 Cr x) ( ) 


在 建立 算 子 (7.202) 迹 范 数 的 边界 之 后 , 我 们 可 以 得 到 : 


| (ve) Pa, Xx] -了 | 

















1 
(vu) (Xi, = ,Xk] 一 NT 





























| ] 
<= Nn- N -(vv") Xi, -+ Mal = ET 
N 1 ] 
十 INn—k N,” is Na | (7.211) 
Nn=k 
< 41 1 — 一 一 一 
0-2) 
Ak = 
_ 4k (|| —1) 
n+1 
即 为 所 求 . 口 


推论 7.27( 量子 de Finetti 定理 ) 令 也 为 一 个 字母 表 , 见 为 一 个 正 整 数 , KEX, Xn 
为 共享 相同 经 典 态 集合 必 的 寄存 器 . 对 于 每 一 个 可 交换 密度 算 子 p EDY @---@X,) 和 每 
一 个 正 整 数 ke{1, ,mn}+， 一 定 存在 一 个 密度 算 子 


TE conv{a®* : GE D(C™)} (7.212) 


使 得 (EP —1) 
4 = ]ł 
oX, , Xg] =r |l; < ao ioe 


WA $Y, ,Yn 为 寄存 器 , 它们 共享 经 典 态 集合 L. 根据 定理 7.12, 存在 一 个 对 称 
单位 风量 


(7.213) 


v E (Xi @Y,)\O---O(X, I Vn) (7.214) 
表示 复合 寄存 器 ((Xi, Yi),… s (Xn: Yn)) 的 一 个 纯 态 , 它 有 着 性 质 

(ve) IK, Xal = p. (7.215) 
根据 定理 7.26, 存在 一 个 代表 复合 寄存 器 (Xi, Y1) (Xe Yk)) 的 一 个 态 的 密度 算 子 


EE conv{(wu*)®* :UE S(C* 8 E~) b (7.216) 
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使 得 
k(jul* — 
or d a ¥e)] gl), < A) (7.217) 
I + = €[Xi,--- Xx], 我 们 有 
TE conv{a®* :OE D(C™)}, (7.218) 
则 所 求 的 边界 
[oK Xe] = rll < A Y1) , Xe Ye)] — Elli 
z 4k (|X|? = 1) (7.219) 
i n+1 
可 以 由 偏 迹 下 迹 范 数 的 单调 性 得 到 . 口 


7.2.2.2 ”量子 纯 态 的 最 优 克 隆 


SYD 为 一 个 字母 表 , n 和 m 为 正 整 数 且 n<m, 并且 Xi,:… Xn 为 寄存 器 ,它们 共享 
相同 的 经 典 态 2. 对 于 克隆 这 一 任务 , 我 们 假设 对 于 选 定 的 pe D(C™), (Xi,… ,Xn) 的 态 由 


pe” Ee D(X, @---@X,) (7.220) 


给 出 , 并 且 其 目标 是 将 (Xi1,… Xn) 以 某 种 方式 变换 为 (X1,… ,Xm)， 这 种 方式 使 得 该 寄存 
器 的 结果 态 尽 可 能 地 接近 
pem e D(A B® Xm). (7.221) 


我 们 可 以 考虑 给 定 信道 
本 人) (7.222) 


通过 多 种 特定 的 方法 完成 这 一 任务 的 质量 . 例如 : 可 以 关于 迹 范 数 、 其 他 范 数 或 者 保 真 度 函 
数 , 测量 从 B(p") 到 p™ 的 距离 ; 也 可 以 考虑 可 能 选择 的 p 上 的 某 分 布 的 平均 距离 , 或 者 考 
虑 所 有 p 或 茶 些 可 选 的 p 的 子 集 上 的 最 差 情况 . 最 典型 的 情况 是 假设 p 为 一 个 纯 态 一 一 混 
态 的 情况 更 为 复杂 , 并 且 有 着 与 纯 态 的 情况 非常 不 同 的 特征 . 

我 们 在 这 里 考虑 的 克隆 任务 的 特定 情况 是 选择 形式 为 式 (7.222) 的 信道 ， 从 而 在 所 有 纯 
aS p = uu* 上 最 大 化 最 小 保 真 度 


a(®) = F(((uu*)®"), (uu*)®”). (7.223) 


~. 
下 面 的 定理 为 这 个 量 确立 了 一 个 上 界 , 并 且说 明 该 界 是 可 以 由 某 个 信道 © 获得 的 . 

定理 7.28(Werner) 令 蒜 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 , n fom 为 满足 n<m 的 正 整 数 . 对 
于 每 个 信道 
P e C(x", YE") (7.224) 


有 
ait so {Cau jen j, (uu*)O™) < a (7.225) 
B k + dim(¥) — 1 
im(¥) 一 
m= ( deny 1 ) (7.226) 


对 于 每 个 正 整 数 太 成立 . 此 外 ,存在 一 个 上 述 形式 的 信道 D, 使 得 式 (7.225) RF. 
注 : 在 n=1 和 m=2 的 情况 下 , 我 们 有 
Mi 
No dim(X)+1 
如 果 dim(V) > 2, 它 会 严格 小 于 1. 所以， 定理 7.28 提供 了 不 可 克隆 定理 的 一 种 量化 形式 ， 
它 说 明 创 造 一 个 未 知 量子 态 的 完美 拷贝 是 不 可 能 的 (除了 一 维系 统 这 一 平凡 的 情况 ). 


定理 7.28 的 证 明 不等式 (7.225) 左边 的 下 确 界 不 能 大 于 SX) 上 的 均匀 球 测度 的 平 
均值 : 


(7.227) 


infues(x)(® ((uu*)°"), (wu*)®™) 
< < kec (wu*)®"), (au) ST dye(w) 
因为 (uu*)®" < Tyo, 对 于 每 一 个 ue S(X) 都 成 立 , 所 以 
[(@((uu")®), (uu*)®™) du(u) < [© (00), (wu*)®™) du(w) 


1 1 n 
= NT Hron) Hom) < NW- (S(Txo")) : 


(7.228) 


(7.229) 
这 确立 了 要 求 的 边界 (7.225). 
我 们 还 需 证 明 存 在 一 个 信道 
Se C(x, vo) (7.230) 
使 得 式 (7.225) 取 等 . 对 于 所 有 的 X e L(X®"), 定义 
6(X) = oH stig (x g ye”) ie th (1%" — Bites x) o, (7.231) 
其 中 oc € D(X8m) 是 一 个 任意 的 密度 算 子 . 显然 更 是 全 正 的 , 并 且 由 
(ze > Q ie ”) (yom) is = II on (7.232) 
可 知 更 是 保 迹 的 . 通过 直接 计算 我 们 可 以 发 现 
= A (7.233) 
对 于 每 一 个 单位 向 量 ue S(X) 都 成 立 ， 从 而 证 毕 . 口 


例 7.29 | 2.33 所 描述 的 信道 是 一 个 最 优 克 隆信 道 , CHE XY =C?.n=1H m=2 
的 情况 下 使 式 (7.225) 取 等 . 口 
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7.2.2.3” 近 完全 失 相 信道 的 保 么 信道 


在 本 小 节 中 , 我 们 将 展示 本 不 变 测度 在 量子 信息 论 中 的 应 用 的 最 后 一 个 例子 , 这 个 例子 
说 明 所 有 足够 接近 完全 失 相 信道 的 保 么 信道 都 必须 是 混合 本 信道 . 我们 将 用 下 面 的 引 理 说 
明 这 一 事实 . 

引 理 7.30 AX AHR n>2 的 复 欧 几 里 得 空间 ,7 表示 U(X) 上 的 Haar 测度 ， 并 
LQEC(X) 表示 关于 空间 X 定义 的 完全 失 相 信道 . HTTHA-AXEL(X OX), 定义 为 


5(X) = [vee vec(U)*, X) vec(U) vee(U)* dn(U) (7.234) 
的 映射 三 E CP(X 8) 由 
Z= (x) 2 lra) - 9@ Axx) lnr @ 2+ 072.80) (7.235) 
给 出 . 
证 明 VV CU(X@XQXOAX) 为 由 对 所 有 YZ E€ L(+) 成 立 的 等 式 
V vec(¥ @ Z) = vel F) S vectZ) (7.236) 
定义 的 置换 算 子 . 或 者 , 该 算 子 可 以 由 对 所 有 x1, za,za,z4a E X 成立 的 等 式 
V(r1 Q ro @ £3 Q T4) = T1 O13 @ T2 ® T4 (7.237) 
定义 . AAV 是 其 目 身 的 逆 , 所 以 我 们 有 


V (vec(Y) 8 vec(Z)) = vec(Y ® Z) (7.238) 


对 于 所 有 的 Y, Z © L(Y) 成 立 . 对 于 选 定 的 每 一 对 映射 B0, 81 E T(X), 有 


VJ(Bo ® BV = J(0) ® J(®1) (7.239) 
XAL. 
JE) = | vec(U) vec(U)* ® vec(U) vec(U) dn(U) (7.240) 
给 出 , 因此 
WIA(B)Y™ = | vec @U) vec(U @U)"dn(U). (7.241) 


该 算 子 是 例 7.25 中 定义 的 各 问 同 性 旋转 信道 


A(X) = ju @U)XxX(U 8U)" dn(U) (7.242) 


的 Choi 表示 . 从 该 例子 的 分 析 中 我 们 可 知 

V T(E)V* = J(lyxy) 8 Jlr) 
3 ("1% — T Ilr) 2 (ao . EIl). 
通过 对 式 (7.243) 进行 展开 并 且 利 用 恒等式 (7.239), 我 们 可 以 得 到 式 (7.235), 即 为 所 求 . 口 


定理 7.31 AX A-N n > 2 的 复 欧 几 里 得 空间 , NEC) AFKAFEMX 定 
义 的 完全 失 相 信道 并且 EEC( 交 ) 为 一 个 保 么 信道 . 则 信道 
n*—2 1 


Q + 一 一 一 中 .244 
n2—1 roi (7.244) 


(7.243) 





ae 





是 一 个 混合 酉 信道. 
证 明 $ WE CP(X) 是 定义 为 


W(X) = | vec(u) vec(U)*, J(®)) UXU* dn(U) (7.245) 
的 映射 , 其 中 7 是 U(X) 上 的 Haar 测度 . 有 
| vec(U) vec(U)* dn(U) = -1xex (7.246) 
R, 因此 
| (veo(u) vec(U)*, J(®)) dn(U) = ~ Tr(J(®)) si (7.247) 


从 而 映射 更 是 一 个 混合 酉 信道. 
根据 引 理 7.30, 我 们 有 J(V) = (J(®)), 其 中 Se CP(XQX) 定义 为 


【ce | 
— 
一 





z (lw) 8 lr) — 2 @ lr) — Ty) @N + 170 Q). (7.248) 


根据 更 是 一 个 保 么 信道 这 一 假设 , 我 们 有 
(Q @ Ipx))(J(®)) = (naz) 8 2)(J(®)) 


7.249 
= QE m(t) = 2z, dii 
因此 
1 n? —2 


这 等 价 于 下 等 于 式 (7.244)， 从 而 定理 得 证 . 


推论 7.32 令 车 为 一 个 维度 nn 之 2 的 复 欧 几 里 得 空间 , QEC(X) KAFKFEMX 定 
义 的 完全 失 相 信道 ， 并 且 令 D eT) 为 一 个 保 Hermite 且 保 迹 的 保 么 映射 ， 并 且 满 足 


| 1(2) — 7(®) < = (7.251) 


ie 
T=) 
则 再 是 一 个 混合 西 信道 . 


BIF ERE lF BRE NÈ 349 


证 明 APRN We T(X) 为 
W = (n* — 1)6 — (n? — 2). (7.252) 
WU 是 保 迹 且 有 么 元 的 . 此 外 , 我 们 有 


J(¥) = (n? — 1)(J(®) — J(Q)) + JQ) 








j (7.253) 
= (n? — 1)(J(®) — J(Q)) + -lxex, 
根据 推论 的 假设 , 这 说 明 更 是 全 正 的 . 根据 定理 7.31， 
证 一 1 
n? 一 I 0 = (7.254) 
是 一 个 混合 酉 信道 , 证 毕 . 口 


7.3 ”测度 集中 及 其 应 用 


上 一 节 介绍 的 丁 不 变 测度 展示 了 一 种 名 为 测度 集中 的 现象 ”. 对 于 定义 在 复 欧 几 里 得 
空间 VY 的 单位 球 上 的 均匀 球 测 度 y, 下 面 的 事实 反映 了 这 一 现象 : 对 于 每 一 个 Lipschitz 连 
续 函 数 f: S(X) 一 及 ,S(X) 的 那些 f 明显 偏离 其 平均 值 (或 者 任何 其 他 的 中 位 值 ) 的 子 集 
必然 有 相对 较 小 的 测度 . 随 着 的 维度 的 增加 , 这 一 现象 变 得 越 来 越 显 车 . 

在 量子 信息 论 中 ， 当 用 在 概率 方法 上 下 文 时 , 测度 集中 特别 有 用 . 通过 随机 选择 GER 
基于 均匀 球 测度 或 Haar 测度 ) 一 些 我 们 感 兴趣 的 对 象 (比如 信道 ), 然后 分 析 并 展示 这 些 随 
机 选择 的 对 和 象 满足 某 个 有 意思 的 性 质 的 概率 不 为 零 ， 我们 可 以 证 明 这 些 满足 这 个 性 质 的 对 
象 存在 . 该 方法 已 经 成 功用 于 说 明 几 类 有 趣 对 象 的 存在 ， 且 这 些 对 象 的 明确 构成 是 未 知 的 . 

本 节 解 释 这 一 方法 , 其 证 明 的 首要 目标 是 量子 信道 的 最 小 输出 炉 是 不 可 加 的 . 在 证 明 这 
一 目标 的 过 程 中 , 我 们 针对 均匀 球 测度 确立 了 集中 的 界 , 这 给 出 了 称 为 Dvoretzky 定理 的 一 
PET TRIB SK. 


7.3.1 Lévy 引 理 和 Dvoretzky 定理 


本 小 节 将 证 明 关 于 前 面 提 到 的 测度 集中 现象 的 一 些 事实 , 其 中 测度 的 定义 在 上 一 节 已 给 
出 . 我 们 会 有 选择 地 展示 一 些 界 , BEX Dvoretzky 定理 进行 证 明 . 该 定理 表明 存在 给 定 的 
复 欧 几 里 得 空间 X 的 一 个 相对 大 的 子 空间 V, 使 得 x 上 给 定 的 Lipschitz 函数 f : S(X) > R 
在 这 个 子 空间 上 的 值 并 不 显著 偏离 其 关于 均匀 球 测度 的 平均 值 或 中 位 数 . 


O 测度 集中 并 不 只 局 限于 上 一 节 中 介绍 过 的 测度 一 一 它 是 一 种 更 为 普遍 的 现象 . 然而 ,出 于 本 书 的 目的 , 我 们 只 
考虑 关于 这 些 特定 测度 的 测度 集中 . 
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7.3.1.1 Gauss 测度 的 集中 的 界 


关于 给 定 的 复 欧 几 里 得 空间 X, 为 了 证 明 均 匀 球 测度 的 集中 是 有 界 的 , 我 们 可 以 从 证 明 
Rn 上 的 标准 Gauss 测度 的 一 个 相似 结论 开始 . 定理 7.33 证 明了 这 一 形式 的 结果 , 该 结果 可 
以 作为 证 明 集 中 的 界 的 一 个 开始 . 我 们 将 在 下 面 陈 述 且 证 明 这 一 定理 . 

在 下 面 展示 的 代表 集中 的 界 的 定理 的 声明 (包括 定理 7.33) 中 , 我 们 必须 考虑 某 些 全 局 
实数 常数 . 根据 一 般 传 统 ,这些 常 数 会 记 为 6、51、62 等 , 并 且 为 了 不 同 定理 成 立 , 它们 必须 
取 足 够 小 的 值 . 虽然 这 些 绝对 常数 的 优化 不 能 被 看 作 无 趣 或 不 重要 的 , 但 这 对 本 书 而 言 是 次 
要 的 . 在 每 种 情况 下 我 们 都 会 给 出 这 些 常数 的 合适 取 值 , 但 是 在 某 些 情况 下 我 们 选择 这 些 值 
的 原则 是 简化 表达 式 与 证 明 , 而 非 其 值 的 优化 . 

定理 7.33 存在 一 个 正 实数 ô > 0 使 得 下 面 的 陈述 成 立 . 对 于 选 定 的 每 一 个 n、 独 立 
且 同 分 布 的 标准 正 态 随 机 变量 Xi,- , 义 。、k-Lipschitz 函数 六 :了 Rn" >R 以 及 正 实数 = > 0， 
有 


2 
Pr(f(Xi, adi » An) o E(f(Xı, AEN aJ) 之 E) < 人- 和 (7.255) 
注 : 我 们 可 以 取 6, = 2/n?. 
定理 7.33 的 证 明 将 用 到 下 面 的 两 个 引 理 . 第 一 个 引 理 是 一 个 相当 标准 的 平滑 论证 ， 它 
允许 将 基本 的 多 元 微 积 分 应 用 于 定理 的 证 明 . 
引 理 7.34 Sn 为 一 个 正 整 数 ，f : 民 " >R 为 一 个 k-Lipschitz BAH, HHe>0 为 一 
个 正 实数 . 存在 一 个 可 微 的 -Lipschitz 函数 g : R” — R 使 得 |f(7z) — g(x)| <e 对 于 每 一 个 
r ER” 都 成 立 . 
证 明 对 于 每 一 个 5 > 0, 关于 所 有 ce R" 定义 函数 gs : R" 一 民 为 
gs(2) = | f(z + 52) ay), (7.256) 


其 中 +, 表示 R” 上 的 标准 Gauss WE. 我 们 将 会 证 明 对 于 合适 的 ô g= gs 满足 引 理 的 所 
有 要 求 . 
首先 , 根据 f  «-Lipschitz 函数 的 这 一 假设 ,有 


ifla) — gs(2)| < fire) ~ fla +62)| dya(2) 
< ôr al dyn(2) < dun 


对 于 所 有 的 z e R" 和 5 > 0 成 立 . 式 (7.257) 中 的 最 后 一 项 不 等 式 利 用 了 式 (1.279). 此 时 ， 
我 们 可 以 固定 
5 


和 g= gs: AT | f(x) 一 g(z)| < e 对 于 每 一 个 z eR” 都 成 立 . 
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下 面 , 正如 接 下 来 的 计算 所 展示 的 那样 , g 是 k-Lipschitz 函数 , 即 对 于 每 一 个 x,y E€ R” 
都 有 : 
a(x) ~ alu)] < [IF + 52) — f(y + 82)] aml) 
(7.259) 
< [sle -vam(s) = slie- ull 
我 们 还 需 证 明 g 是 可 微 的 . 利用 标准 Gauss 测度 的 定义 , 我 们 可 以 计算 g 在 任意 一 点 
x ER” 上 的 梯度 : 


Valt) = 5 | fe + 6z)zd7yn(z). (7.260) 


式 (7.260) 右边 的 积分 存在 这 一 事实 是 根据 不 等 式 
| | f(@ + 6z)z|| dut 
< ||| Fle + 52)2~ f(a)s| ane) + ||| F@)=|| dma (7.261) 
< «6 | 2? dyn (2) + FŒ) [llelldyn(e) < sôn + [flv 
得 出 的 . 此 外 ,Vg(zx) 是 r 的 一 个 连续 函数 (事实 上 是 Lipschitz 连续 的 )， 因 为 


| Vo(x) — Vg(y)|| < : fire +82) — f(y +6z)|||z|| dyn (2) 


a (7.262) 
< zl? — y||vn. 


由 于 Vo(a) 是 z 的 一 个 连续 函数 , 所 以 g 是 可 微 的 , 证 毕 . 口 


第 二 个 引 理 证 明了 对 于 独立 且 正 态 分 布 的 随机 变量 Xi, o, Xn 和 一 个 可 微 的 A-Lipschitz 
函数 f， 随 机 变量 f(X1,---, Xn) 并 不 与 其 目 身 的 一 个 独立 拷贝 偏离 太 多 . 

引 理 7.35 令 n 为 一 个 正 整 数 , f : 民 " >R AYTA re R” RRAV 冬天 
TRR, Xi, , Xn FON, o, Yn 为 独立 且 全 同 分 布 的 标准 正 态 随机 变量 ,， 并且 定义 
向 量 值 随机 变量 

要 = (7.263) 


则 对 于 每 一 个 实数 入 E 玉 ,有 





2 1? 2 
E(exp(Af(X) —Af(Y))) < | ) (7.264) 
证 明 ”首先 , 对 于 选 定 的 每 一 个 向 量 z,y CR", 定义 函数 gry: R—-R WF: 


gzy(0) = f(sin(@)x + cos(0)y). (7.265) 
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应 用 微分 的 链 式 法 则 , 我 们 可 以 发 现 
Ixy (9) = (V f(sin(0)x + cos(@)y), cos(@)x — sin(6)y) (7.266) 
对 于 每 一 个 z,yER" 和 0 € R 都 成 立 . 因此 根据 微 积 分 的 基本 定理 , 有 


f(s) — fy) = gas(r /2) — gol0) = | gi, „(0)d0 


4 (7.267) 
= i (Vf (sin()x + cos(@)y), cos(@)a — sin(@)y) dé. 
BERR, 对 于 每 个 ge [0,7/2] 定义 ZA 
Zo = (Vf (sin(@)X + cos(0)Y ), cos(@)X — sin(0)Y ). (7.268) 
根据 式 (7.267), A 
E(exp(Af(X) —Af(Y))) = (exp (3 | Zo ao ) j (7.269) 


根据 Jensen 不 等 式 , 我 们 有 


(exp af Zo ae) ) < aj b(exp(%z0) ) dé. (7.270) 
0 0 


最 后 , 我 们 到 了 本 证 明 的 关键 一 步 : 我 们 需要 证 明 作 为 正 交 变换 下 Gauss 测度 不 变性 的 
结果 , 每 个 随机 变量 Zo 部 是 同 分 布 的 . 也 就 是 说 , 我 们 有 下 面 关于 向 量 值 随机 变量 的 等 式 : 


io + vil 四 cos(@) 1 a 

5 l (7.271) 
cos(0)X — sin(0)Y cos(0)l — sin(0)l Y 
由 于 (X,Y) = (Xr ,Xn, Ye Yn) 的 分 布 在 正 交 变换 下 是 不 变 的 , 所 以 Zo 的 分 布 并 不 


依赖 于 0. 因此 ， ， 
| B(exp(%z0) Jao = B(exp(%z0) ). (7.272) 
我 们 可 以 利用 Gauss 积分 等 式 (1.268) 计算 这 个 量 , 其 结果 是 


E(exp(%z0) ) = e (ep (ZZ Iv) ) (7.273) 


由 于 我 们 对 于 所 有 x E R” 假设 了 IVEI <e 所 以 作为 式 (7.269)、 式 (7.270), X (7.272) 
和 式 (7.273) 的 结果 , 我 们 可 以 得 到 所 求 的 界 . 口 
对 定理 7.33 的 证 明令 X 为 一 个 定义 为 X = (X, Xn) 的 向 量 值 随机 变量 ， 令 
入 > 0 为 一 个 我 们 在 之 后 会 详细 说 明 的 正 实 数 . 根据 Markov 不 等 式 , 我 们 有 
Pr(f(X) —E(f(X)) >) 
= Pr(exp(Af(X) — AE(f(X))) > exp(àe)) (7.274) 
< exp(—Ae) E(exp(Af(X) — AE(f(X)))). 
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通过 引入 一 个 新 的 随机 变量 Y = (Yi, o, Yn) 并 且 该 变量 与 X 是 相互 独立 且 同 分 布 的 , 我 
们 发 现 根据 Jensen PERA 


E(exp(Af(X) 一 AE(f(X)))) < E(exp(Af(X) 一 Af(Y))). (7.275) 
将 上 面 的 两 个 不 等 式 结 合 我 们 可 以 得 到 
Pr(f(X) — B(f(X)) > £) < exp(—Ae) E(exp(Af(X) — AF(Y))). (7.276) 


首先 假设 f 是 可 微 的 ， 从 而 根据 f 是 «-Lipschitz 的 这 一 假设 , 有 || Vf (x)|| < 对 于 所 
有 的 zx eR” 都 成 立 . 根据 引 理 7.35, 


2 2 k? 
exp(—Ae) E(exp(Af(X) —Af(Y))) < exp( =e + a) (7.277) 
BE A = 4e/(m?K?), 并 且 将 式 (7.276) 与 式 (7.277) HAA, 我 们 有 
Pr(f(X) ~E(F(X)) > £) < ep ( -Bs), (7.278) 


这 便 是 定理 中 所 声明 的 边界 (对 于 6, = 2/22). 

最 后 ， 假 设 f 是 «-Lipschitz 的 ， 但 并 不 必须 是 可 微 的 .根据 引 理 7.34， 对 于 每 一 个 
C e (0,e/2), 存在 一 个 可 微 k-Lipschitz RIAL g : R” 一 R 对 于 每 一 个 x e R” 都 满足 | f(x) 一 
g(z)| < 56， 因此 


Pr(f(X) — E(f(X)) > £) < Pr(g(X) — E(g(X)) >  — 2¢). (7.279) 


用 9 RE f 并 且 重 复 上 述 分 析 , 我们 有 


2 
Pr(f(X) —E(f(X)) 2€) < ap -E37 ). (7.280) 
因为 这 一 不 等 式 对 于 每 一 个 Ce (0,s/2) 都 成 立 , 所 以 定理 得 证 . 口 


下 面 的 示例 说 明了 定理 7.33 在 欧 几 里 得 范 数 上 的 应 用 . 该 示例 展示 的 分 析 与 之 后 要 讨 
论 的 均匀 球 测度 有 关 . 

例 7.36 $ n 为 一 个 正 整数 并 且 对 于 每 个 x eR” 定义 flx) = ||zl|. 根据 三 角 不 等 式 
我 们 可 以 立即 得 到 对 于 所 有 x,y eR”, f 是 1-Lipschitz 的 : 


f(z)— f(y)| = llel- Iyl] < lz- yll (7.281) 


f(X1,… ,Xn) 的 平均 值 , 其 中 X1,… Xn 为 互相 独立 且 同 分 布 的 标准 正 交 随机 变量 , 有 着 
下 面 的 解析 表达 式 (参见 1.2.2 7): 





Jar (==) 


E(f (Xr Xn) = — a (7.282) 
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通过 分 析 该 表达 式 我 们 可 以 得 到 
E(f(X1, ait Mn) a Un VN, (7.283) 
其 中 U1, U2; 2773 是 一 个 严格 递增 的 序列 ， 它 以 


2 T | 8 
vy = to V3 = 9” Vg = an’ cas (7.284) 


Frag, 并 且 在 ” 趋 近 于 无 穷 的 极限 下 收敛 到 1. 
对 于 任意 正 实数 s > 0, 根据 定理 7.33 我 们 可 以 总 结 出 下 面 两 个 边界 : 


Pr(||(X1, TIRE M | < (Vn — e)/n) < exp(—die*n), (7.285) 
Pr(|| (X1, ios Aya) | > (vn +e)V/n) < exp(—die7n). 
从 而 我 们 有 
Pr(| | (Aaret A) | = vnVn| > eVn) < 2exp(—dye7n). (7.286) 
该 边界 说 明 Gauss 随机 回 量 ze R” 的 欧 几 里 得 范 数 紧 紧 集 中 于 其 平均 值 un Vn. O 


7.3.1.2 ”均匀 球 测 度 的 集中 的 界 


正如 7.2.1.1 节 所 述 , 均匀 球 测度 可 以 从 标准 Gauss 测度 推导 而 出 ,所 以 有 理由 猜测 定 
E 7.33 会 导 问 一 个 对 均匀 球 测 度 成 立 的 相似 事实 . 事实 上 情况 正 是 如 此 ， 下面 的 定理 将 会 
证 明 这 一 点 . 

第 一 个 定理 关于 定义 在 均匀 球 测 度 上 的 Lipschitz 随机 变量 与 其 平均 值 的 偏差 . 

定理 7.37 (Lévy 引 理 (平均 值 形式 )) 存在 一 个 正 实数 d > 0 使 得 下 面 的 事实 成 立 . 对 
于 基于 S(X) 上 的 均匀 球 测度 u 的 每 一 个 k-Lipschitz 随机 变量 X:S(X) RK, HP XA 
一 个 给 定 的 复 欧 几 里 得 空间 ,对 于 每 一 个 正 实数 & > 0， 有 





2 
Pr(X — E(X) 2 €) < 2exp(- 25"), 








ka (7.287) 
Pr(X — E(X) <S 一 E) < 2exp(- em) 

和 2 
Pr(|X —E(X)| > €) < 3exp( -2 ) (7.288) 


成 立 , 其 中 n= dim(4). 

注 : 我 们 可 以 取 bp = 1/(25n). 

引 理 7.37 的 证 明 会 用 到 下 面 的 引 理 ， 它 提供 了 一 个 简单 的 机 制 ， 可 以 将 定义 在 C 的 
单位 球 上 的 Lipschitz 函数 推广 到 定义 在 所 有 R” 上 的 Lipschitz 函数 . 
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引 理 7.38 An 为 一 个 正 整 数 ，f : S(C") 一 及 为 一 个 既 不 严格 为 正 也 不 严格 为 负 的 
«-Lipschitz 函数 . 对 于 所 有 的 X,Y eR", CUHK: R” >R A 
, f+ iy , 
n le + ivis (g) ttiv £0 
0 o+ iy = 0. 


(7.289) 


则 g 是 一 个 (3«)-Lipschitz 函数 . 


证 明 ”根据 f 既 不 严格 为 正 也 不 严格 为 负 这 一 假设 , 对 于 每 一 个 单位 向 量 we C", 一 

定 存在 一 个 单位 回 量 ve C" 使 得 f(w)f(v) < 0. 根据 f 是 k-Lipschitz 的 这 一 假设 , 这 反 过 
来 说 明 

If (u)| < |F(u) — FO < Kllu— vl] < 2x. (7.290) 


现在 假设 zo,yo,zli,W E R” EAB. WR zo 十 iyo =0 A zı +iy = 0, 那么 我 们 立即 有 
lg(zo 四 yo) — g(z1 ® y1)| = 0. (7.291) 

如 果 有 zo +iyo #0 A zı +iy = 0 RIL, AAR (7.290) 说 明 
lg(zo ® yo) — g(x1 B y1)| = |g(z0 ® yo)| < 2K|| Lo + iyo|| = 2x||z0 ® yo ll. (7.292) 


一 个 相似 的 界 对 于 zo + iyo =0 A xy +iy 40 的 情况 成 立 . 
最 后 ,假设 To + iyo 和 zi 十 iyı 都 非 零 . 可 以 写 出 





zo = zo +iyo 和 2a =z +i, (7.293) 
并 且 设 定 
1 1 
ao = A a, = ——. (7.294) 
I| zo || z1 || 


这 说 明 aozo 和 aizi 都 是 单位 向 量 . 在 假设 ao <a 时 我 们 不 会 损失 普遍 性 ; 我 们 利用 对 称 
的 方式 处 理 al < ao 这 一 情况 . 根据 三 角 不 等 式 , 我 们 有 


lg(zo ® yo) — g(z1 By)|= ||lzollf(&020) — || 21 || f (&121)| 


(7.295) 
< |f(a020)||| zo — zı || + |] 21 |||f(@o20) — f(a121)I. 
利用 式 (7.290), 我 们 发 现 式 (7.295) 的 最 后 一 个 表达 式 的 第 一 项 有 着 如 下 的 界 : 
|f (a020)| || 20 — 21 || < 24] 20 — 21 || = 2K||£0 ® yo — 21 ® yı ||- (7.296) 


为 了 构造 第 二 项 的 界 ,首先 再 次 通过 假设 f 是 -Lipschitz 的 , 我 们 可 以 注意 到 


lz l| f(aoz0) — f(arz1)| < «|| 21|| || &020 — @rzı ||. (7.297) 
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考虑 到 0 < ao <a, 同时 aozo Main 都 是 单位 问 量 , 我 们 可 以 发 现 





[aozo = onzi < onzo = onal = |e (7.298) 

所 以 
K || 21||||@020 — a121|| < #||20 — z1 || = x||£0 ® yo — 21 ® yı ||. (7.299) 

从 而 
lg(zo ® yo) — g(z1 B y1)| < 3K||z0 B yo — 21 ® yı ||: (7.300) 
因此 我 们 证 明了 g 是 (3x)-Lipschitz 的 ， 即 为 所 求 . 口 


对 定理 7.37 的 证 明 ”随机 变量 X 一 EB(X) 的 平均 值 为 0， 因此 它 既 不 严格 为 正 也 不 严 
格 为 负 . 由 于 X 是 «-Lipschitz 的 , 所 以 X — E(X) 也 是 如 此 ， 因此 正如 引 理 7.38 的 证 明 的 
第 一 段 中 所 论述 的 ， 

|X — E(X)| < 2k. (7.301) 
因此 , 式 (7.287) 和 式 (7.288) Æ s > 25 时 显然 成 立 . 基于 这 个 原因 , 我 们 在 本 证 明 剩 下 的 
部 分 里 假设 s < 2k. 我 们 还 会 假设 X =C, 其 中 n 为 一 个 任意 的 正 整数 . 这 样 我 们 在 简化 
证 明 中 所 用 到 的 标记 的 同时 不 会 损失 普 过 性 . 
对 于 所 有 的 y ze 了"， 定 义 函 数 g: R” >R X 


l +i 

ly +iel(x (H) 一 BCX)) ytiz £0 

g(y ® z) = ly + iz|| (7.302) 
0 y+iz = 0. 





根据 引 理 7.38, 这 是 一 个 (3x)-Lipschitz MA. S Y = (Yi, Yn) MZ = (Zi, Zn) 为 向 
量 值 随机 变量 , 其 中 Yi, , Yn 和 2F1,.… ,Zn 是 独立 且 同 分 布 的 标准 正 态 随 机 变量 , 并 且 定 
义 随 机 变量 
W = g(Y Z). (7.303) 
由 于 X — E(X) 的 平均 值 为 0, 所 以 显然 E(W) = 0 也 成 立 . 最 后 , 考虑 均匀 球 测度 的 定义 ， 
我 们 可 以 发 现 
Pr(X — E(X) 2 e) = Pr(W > ellY +i2||). (7.304) 


对 于 选 定 的 每 一 个 A> 0, 可 以 利用 Boole 不 等 式 确立 概率 (7.304) WEF: 
Pr(X —E(X) > €) < Pr(W > ev2n) + Pr(||Y +iZ|| < AVan ). (7.305) 
根据 定理 7.33, 有 


2\2 
Pr(W > eV 对) < exp -下 (7.306) 
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成 立 , 并 且 正 如 例 7.36 所 述 ， 
Pr(||Y +iZ|| < Av2n ) < exp(—261(van — A)?n) (7.307) 
成 立 . 通过 设 定 
_ 3kU2n 
a ae (7.308) 
可 以 得 到 
Zaye or. 
Pr(X > E(X) +€) < ze - ae | < 2exp (- Ee). (7.309) 


其 中 第 二 个 不 等 式 利用 了 假设 e < 2k 以 及 观察 到 的 von > vo = J/n/2. 因为 在 定理 7.33 中 
我 们 可 以 取 6, = 2/n?, 所 以 对 于 ô2 = 1/250), 我 们 证 明了 第 一 个 不 等 式 . 
第 二 和 三 个 不 等 式 可 以 用 本 质 上 相同 的 方法 证 明 . 特别 地 , 我 们 有 


Pr(X — B(X) < —e) 


(7.310) 
< Pr(W < -edv2n) + Pr(||Y +iZ|| < MVan ) 
和 
Pr(|X — E(X)| > €) 
< Pr(W > edv2n) + Pr(W = -eA V2n) (7.311) 


+Pr(||Y +i2| < Av2n J, 
再 次 通过 设 定 A = 3kvw2w/ (3k +e) 我 们 就 可 以 得 到 所 求 的 界 . 口 


下 面 将 对 均匀 球 测度 的 测度 集中 的 第 二 个 定理 进行 盖 述 并 加 以 证 明 . 该 定理 在 精神 上 
与 定理 7.37 相似 , 但 是 它 更 关注 Lipschitz 随机 变量 与 其 中 位 值 一 一 或 者 更 一 般 地 说 , 其 任 
意 中 心 值 一 一 而 非 其 平均 值 之 间 的 偏离 .下 面 的 定义 明确 给 出 了 随机 变量 的 中 位 值 和 中 心 值 
的 概念 , 之 后 我 们 会 声明 并 且 证 明 该 定理 . 

EX 7.39 令 X 为 一 个 随机 变量 ，B 为 一 个 实数 . 如 果 





Pr(X > 8) > > E epe 5» (7.312) 
那么 我 们 称 8 RX 的 一 个 中 位 值 ; 如 果 


Pr(X>A)>7 和 Pr(X <P)27 (7.313) 


1 
4 
那么 我 们 称 BX 的 一 个 中 心 值 . 

定理 7.40 (Lévy 引 理 (中 心 值 形式 )) ”存在 一 个 正 实数 63 > 0 使 得 下 面 的 事实 成 立 . 对 
于 每 一 个 复 欧 几 里 得 空间 X ÆA «-Lipschitz 随机 变量 


X:S(X) >R, (7.314) 


358 etfs 


(该 变量 的 分 布 基于 S(X) 上 的 均匀 球 测度 wv). X 的 每 一 个 中 心 值 8 以 及 每 一 个 正 实 数 


e>0, A 
2 


Pr(|X — 8| > £) < sexp( -25r ) (7.315) 





成 立 , FP n = dim(&). 
注 : 我 们 可 以 取 63 = 1/(100z). 
证 明 令 
In(8) K? 
don 
其 中 6. 为 任意 使 定理 7.37 成 立 的 正 实数 . 根据 该 定理 , 我 们 可 以 得 出 下 面 的 两 个 不 等 式 对 
于 每 一 个 正 实数 a > 0 都 成 立 : 


(7.316) 














Pr(X —E(X) > +a) < 2exp (ch) < A (ESAT) 
Pr(X — E(X) < —(¢ + a)) < 2exp Ga < 7 (7.318) 
根据 这 些 不 等 式 我 们 可 以 得 出 结论 E(X) -p| < ¢. 
现在 假设 s 是 一 个 给 定 的 正 实数 . 如 果 s > 2¢, 那么 定理 7.37 说 明 
Pr(|X — 8| > £) < Pr(|X — E(X)| že- ¢) 
; (7.319) 
< Pr (|X — E(X)| > 5) < sexp(— 4a") 
此 外 , 如 果 © < 25， 那么 我 们 有 
2 2 
exp (-2) > exp (- aen) = 5, (7.320) 
所 以 显然 一 定 有 
Pr(|X — b| > £) < 8ex (- s) (7.321) 
2 ~ p Ape $ 
因此 , 只 要 我 们 取 63 < 62/4, 那么 所 需 的 边界 (7.315) 在 两 种 情况 下 都 成 立 . 因为 定理 7.37 
对 于 62 = 1/(257) MIL, 所 以 边界 (7.315) 对 于 63 = 1/(1007) 成 立 . 口 


7.3.1.3 Dvoretzky 定理 


Dvoretzky 定理 将 在 下 一 小 节 中 起 重要 作用 . 它 证 明了 定义 在 复 欧 几 里 得 空间 X 的 均 
匀 球 测度 上 的 Lipschitz 随机 变量 必须 在 某 个 维度 相对 较 大 的 子 空间 VE A 内 单位 球 S(V) 
上 的 每 一 处 都 接近 它 的 中 心 值 . 事实 上 , 存在 Dvoretzky 定理 的 许多 变 体 与 推广 ; 本 书 将 要 
考虑 的 变 体 是 特定 于 本 章 之 前 所 定义 的 酉 不 变 测 度 的 , 并 且 也 可 以 应 用 在 相 不 变 函 数 上 . 该 
函数 的 定义 将 在 下 面 给 出 . 
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定义 7.41 4Ff:S(X) 一 民 为 关于 复 欧 几 里 得 空间 X 的 一 个 函数 . BK f 被 称 为 相 
KE HR, 如 果 有 f(x) = flex) 对 于 所 有 的 reS) ERAZ. 

定理 7.42 (Dvoretzky 定理 ) 存在 一 个 正 实数 5 > 0 使 得 下 面 的 事实 成 立 ， 令 f: 
S(X) >R 为 定义 在 维度 为 n 的 复 欧 几 里 得 空间 X 上 k-Lipschitz 且 相 不 变 的 随机 变量 ， 该 
随机 变量 的 分 布 基于 SX) 的 均匀 球 测度 内 BAX 的 一 个 中 心 值 E>0 和 C>0 AE 
实数 ,并且 VC 为 一 个 有 着 性 质 


(7.322) 


的 子 空间 .对 于 每 个 单位 向 量 VE YY， 关 于 每 一 个 UE U(X) 定义 随机 变量 Y,: U(X) OR 
为 
Y,(U) = X(Uv) (7.323) 
且 该 变量 关于 U(X) 上 的 Haar 测度 分 布 . 有 
Pr(|¥, —6| <e, Woe S(V)) >1-¢ (7.324) 

注 : RATAR ô = 1/(160000z). 

定理 7.42 的 证 明 会 用 到 下 面 的 两 个 引 理 . 

引 理 7.43 A X A-+ARKRA n> 2HAKLEREH, f: S(X) +R 为 一 个 
K-Lipschitz 的 且 相 不 变 的 函数 . PAAR MSs uE S), XTA U cUl) 定义 
随机 变量 X: U() 一 民 为 

Xu(U) = f(Uu) (7.325) 
且 该 变量 关于 U(X) 上 的 Haar 测度 n 分 布 . 对 于 任意 的 线性 独立 单位 向 量 对 U,V EX 以 及 
每 一 个 正 实数 ce > 0,， 有 


dg€7(n — 1) 
Pr(|Xy — X| 2 €) S re 7.326 
(Xu -Xa >e) < Sex (oh) n 


对 于 任意 满足 定理 7.37 的 要 求 的 正 实数 6 成 立 . 
证 明 ”我 们 会 首先 针对 (u,v) 是 一 个 非 负 实数 这 一 特殊 情况 证 明 该 引 理 . 首先 , 定义 








k= ee, (7.327) 
根据 假设 (u,v) 是 非 负 的 且 u 和 w 是 线性 无 关 的 , 该 定义 满足 1/2<A<1. & 
_ ürt _ %—-2 
= 和 H=: = (7.328) 
从 而 z Al 是 使 得 
u=VAr+vV1— Ay, 
(7.329) 


v = VAs — V1—Ay 


360 FF Bit 


成 立 的 规范 正 交 单位 癌 量 . 
接 下 来 , 令 ) 为 任意 维度 是 n 一 1 的 复 欧 几 里 得 空间 , V e UY, X) 为 任意 使 rz 上 im(V) 
成 立 的 等 距 算 子 . 对 于 每 一 个 UE U(X), 关于 每 一 个 we S(Y) 定义 随机 变量 Yy : S(V)—> R 
为 
Yy(w) = f(U (Vaz yi- Ww) ) 3 f(U(Vre _ VI- Ww) ) (7.330) 


且 该 变量 关于 S(Y) 上 的 均匀 球 测度 j 分 布 . 利用 三 角 不 等 式 以 及 
|u- v|| = 2V1—A, (7.331) 


我 们 可 以 证 明 每 个 Yy 都 是 (sllu — v||)-Lipschitz 的 并 且 满 足 E(Yy) = 0. 所 以 根据 Lévy 5| 
理 (定理 7.37), A 


dg€7(n — 1) 
Pr(\¥y| >€) < -e 332 
r(|Yu| > €) sexp( Rju ol? (7.332) 


对 于 每 一 个 UV € U(X) 和 每 一 个 e > 0 RM. 
最 后 , 对 于 所 有 的 Ue U(X) Mw eS(Y), 定义 随机 变量 Z : U(X) x S(V) 一 民 为 


Z(U, w) = Yu(w) (7.333) 


且 该 变量 关于 积 测度 n xu 分 布 . 因为 均匀 球 测度 和 Haar 测度 都 是 酉 不 变 的 ， 所 以 Z 和 
Xu _ Xy fe Al ay 7p AY. 因此 有 


Pr(|Xy — X,| > €) = Pr(|Z| 2 €) 
ze? (n Z 2) (7.334) 


= | Prt Yo 2 < ee 
| r(| U| e) dn(U) 3exp( u oP 


这 便 证 明了 该 引 理 在 (u,v) 是 一 个 非 负 实数 的 情况 下 成 立 . 
在 (u,v) 不 是 一 个 非 负 实数 的 情况 下 , 我 们 可 以 选择 acc, 其 中 |a| = 1, 从 而 (u, av) 
是 一 个 非 负 实 数 . 根据 f 是 相 不 变 的 这 一 假设 , AX, = Xa BOL, 因此 根据 上 面 的 分 析 ， 


Pr(| Xa — Xu| > €) = Pr(|Xu — Xol > €) 
52s2(m — 1) ) (7.335) 


<3 一 一 一 一 
bi ap( K2||u — av]? 


成 立 . 由 于 |u- av|| < |lu- v| 必然 成 立 ， 所 以 


dg€7(n ee 1) 
-一 > < 一 一 一 一 一 一 一 ~ ode 
Pr(|Xy — Xy| > €) <3 exp( kilju — =) (7.336) 


对 于 每 一 个 < > 0 成立, 证 毕 . E 


下 面 的 引 理 为 一 组 非 负 随 机 变量 最 大 值 的 平均 值 确立 了 界 . 这 组 变量 满足 的 性 质 可 以 
让 我 们 联想 到 由 上 面 展示 的 测度 集中 的 结果 给 出 的 界 . 
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Pr(Y¥, >A) < K exp(—6)7) 


对 于 每 一 个 RE {1,… ,N} 和 每 一 个 和 之 0 都 成 立 的 非 负 随机 变量 . 有 


In(N) K 
9 V20 





E(max{Yi,--- ,Ynw}) < 
证 明 ”因为 随机 变量 Yi, Yn 只 能 取 非 负 值 , 所 以 我 们 可 以 写 出 


E(max{Yj,--- , YN}) = Pr(max{Y;,--- ,Yn} 2 A) dà. 
0 


将 积分 分 成 两 部 分 , 并 且 利 用 任何 事件 的 概率 至 多 为 1 的 事实 , 我 们 可 以 得 到 


E(max{Y1,--- ,YN}) 


< m) + | Pr(max{Y,--- , Yn} > A) dd. 
= 
根据 Boole 不 等 式 以 及 Yi, Yn 上 的 假设 (7.337), 我 们 有 


DO OO 


Pr(max{Y, ov Yh} 2 入 ) dA < KN | exp(—0A7) dd. 


由 于 In(2) > 1/2, 所 以 AV20 > 1 对 于 选 定 的 每 一 个 满足 
In(N) 
oa 
的 A 都 成 立 ， 从 而 


Co 


exp(—0A7) dA < | \V 26 exp(—0A?) dA = 
Co (= 
现在 我 们 可 以 根据 式 (7.340). 式 (7.341) 和 式 (7.343) 得 到 所 求 的 不 等 式 . 
对 定理 7.42 的 证 明 “我们 将 会 证 明 任意 选 定 的 满足 


1 
NV20 


i (+S) 
~ (Vó voz 
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(7.337) 


(7.338) 


(7.339) 


(7.340) 


(7.341) 


(7.342) 


(7.344) 


的 5 > 0 都 满足 定理 的 要 求 , 其 中 6。 和 63 为 分 别 满足 定理 7.37 和 定理 7.40 的 要 求 的 正 实 


数 . 取 j = 1/(25m) 和 63 = 1/1002), 我 们 有 
5 = 1 
-1600007x 


(7.345) 
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满足 要 求 (7.344). Æ n = 1 的 情况 下 该 定理 是 显然 成 立 的 ， 因为 X 的 相 不 变性 说 明 X 在 
这 种 情况 下 是 常数 . 基于 这 个 原因 我 们 在 其 余 的 证 明 里 假设 n > 2. 
因为 根据 Markov 不 等 式 , 我 们 有 


Pr(sup{|¥, — | : v € S(V)} < €) 
Bm m a pay 
E 》 


zl- 
所 以 我 们 只 需 证 明 
E(sup{|Y, — 8| : v € S(V)}) < Ce (7.347) 
便 可 证 明 该 定理 . 


4 m = dim(y)， 并 且 对 于 每 个 非 负 整 数 k CN, 使 Mi 为 一 个 关于 S(V) 的 最 小 的 
(2-k+1)- 网 . 显然 Nol = 1, 并 且 对 于 每 一 个 k € N, 根据 定理 1.8 有 


| < (Lt ga (7.348) 


成 立 . 对 于 每 个 we S(V) 和 ke N, 固定 zv) CM 为 集合 NM 的 任意 元 素 且 其 到 v 的 距 
离 最 小 , 这 说 明 
lv — ze(v) || < 2-**?. (7.349) 


我 们 观察 到 z = zo(v) 是 独立 于 v 的 , 这 是 因为 集合 No 中 只 有 单个 元 素 , 为 外 


jim ze (v) =v (7.350) 
对 于 每 一 个 ve S(V) 都 成 立 . 
接 下 来 , 观察 到 
X(Uv) = X(Uzo) + D(x (Uzx41(v)) — X (Uzx())) (7.351) 


对 于 每 一 个 ve SV) MU e U(X) 成 立 ; 这 一 事实 可 以 通过 缩 并 这 个 加 和 ， 然 后 利用 
式 (7.350) 以 及 X 的 连续 性 来 证 明 . 则 


Yo = Ya + >) (View tay Yat) (7.352) 
k=0 


对 于 每 一 个 ve S(V) 都 成 立 . 所 以 根据 三 角 不 等 式 , 我 们 有 
sup{|¥, — B| : ve S(V)} 
(7.353) 
< [Yz — | + wn) Dike (Fosa — Yex(v)| :we so} 


我 们 将 分 别 构 造 不 等 式 右边 两 项 的 界 . 
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我 们 将 首先 考虑 第 一 项 |Y,, 一 8| 的 期 望 值 . 因为 随机 变量 YL, 与 X 同 分 布 , 所 以 由 定 
理 7.40 可 得 





zA n 
Pr(|Yz — 8| > A) = Pr(|X — 8| >A) < sexp( - ) (7.354) 
对 于 每 一 个 入 > 0 成 立 . 这 说 明 


E( ¥en _ bl) sae | Prt [Ye -= p| > A) dA 








w zÀ Nn [mR 8K (E9 
<s| ep(- 了 )aa=4 an < Jan 
我 们 还 需 为 式 (7.353) 右边 第 二 项 的 期 望 值 构 造 界 . 
中 zi) — zn (v)|| < ller) — vl] + llv — zx (v) || < 27t? (7.356) 
对 于 所 有 的 ve S(V) 和 所 有 的 ke N 成立 ,因此 
spd >, a 7 Fonto) “UE so 
oo SCO (7.357) 
<J max{ [Ys — Yy] : (#,y) € Me}, 
k=0 
其 中 
My = f (2,9) E Nuri X Ne, l£- yll < reag, (7.358) 
根据 引 理 7.43, 有 katai 
E CH — 


对 于 每 一 对 线性 独立 向 量 z,y es(2)， 以 及 任意 使 定理 7.37 成 立 的 正 实数 j2 成 立 (根据 X 
相 不 变 的 假设 , WR x,y € S(V) 是 线性 相关 的 , 那么 我 们 有 Yr = Yy.) 对 于 每 个 KEN 的 ， 
根据 引 理 7.44 有 


In(N) 3 





E (max{ |Y; ~Y,| : (x,y) € Mx}) Ses (7.360) 
成 立 ， 其 中 
0 = HE N=|M,| < 162", (7.361) 
剩 下 的 证 明 只 需要 常规 的 计算 , 它 显 示 我 们 获得 了 所 求 的 界 . 利用 界 
VIn(N) < Vlog(N) < 2\/(k + 2)m, (7.362) 


然后 在 所 有 k e N ERA, 并 且 利 用 总 和 
RUTE < 和 Şat = 2, (7.363) 
k=0 


k=0 
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我 们 可 以 得 出 结论 
64k /m 
E( max4 |Ys — Yy|: (z,y) E M < —=,/—. (7.364) 
2, ( { Y eX) Vô \ n 
根据 式 (7.353), IÑ (7.355) 和 式 (7.364), 有 
E(sup{|Y, — B| : v € S(V)}) < =e + == NE (7.365) 
° vôs V2 n 
所 以 在 假设 
m < -a = (7.366) 
下 , 其 中 6 满足 式 (7.344)， 有 
E(sup{|Y, — B| : v € S(V)}) < ĉe (7.367) 
成 立 ， 从 而 证 毕 . 口 


7.3.2 测度 集中 的 应 用 

我 们 现在 将 展示 前 面 小 节 中 讨论 的 测度 集中 结果 的 两 个 应 用 .第 一 个 应 用 说 明 一 对 寄 
存 器 的 大 多 数 纯 态 是 高 度 纠缠 的 , 而 第 二 个 应 用 则 证 明 信 道 的 最 小 输出 烂 通常 是 不 可 加 的 . 
这 两 种 应 用 互相 关联 ， 且 第 二 个 应 用 依赖 于 第 一 个 . 
7.3.2.1 大 多 数 纯 态 是 高 度 纠缠 的 


假设 x AY 是 复 欧 几 里 得 空间 ， 并 且 进 一 步 假设 这 些 空间 的 维度 n = dim(X) 和 
m=dim(Y) 满足 n < m. 对 于 选 定 的 某 些 单位 向 量 ue ray, 有 


Try(uwu*) = w (7.368) 


成 立 , 其 中 w =1/n 表示 关于 VX 的 完全 混合 态 . SR, FEMA EAA ue X@yY 都 
满足 该 等 式 (除非 n = 1); 但 是 随 着 ”的 增加 ， 该 等 式 对 于 集合 SX oV) 越 来 越 多 的 部 分 
近似 成 立 . 

下 面 的 引 理 证 明 按 照 这 些 方法 证 明了 一 个 特定 的 事实 , 其 中 我 们 考虑 了 关于 态 之 间 2- 范 
数 距 离 的 近似 . 该 证 明 利 用 了 Lévy 引 理 (定理 7.37) 以 及 涉及 均匀 球 测度 的 积分 计算 . 

引 理 7.45 存在 一 个 有 着 下 面 性 质 的 正 实数 Ko， 对 于 维度 分 别 是 n = dim(X) 和 
m = dim(VY) 的 复 欧 几 里 得 空间 X 和 并且 对 于 随机 变量 


X:S(X @Y) OR, (7.369) 
其 中 该 变量 关于 SIX OY) 上 的 均匀 球 测度 分 布 并 且 定 义 为 


X (u) = ||Try(uu*) — wl|,, (7.370) 
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KP w=l/n, 有 





pr( x > 2 ) <a" (7.371) 


证 明 ”我 们 将 会 证 明 该 引 理 对 于 Ko = 12/0 +1 BOL, 其 中 ô 为 满足 Lévy 引 理 平 
均值 形式 (定理 7.37) 的 要 求 的 任意 正 实数 . 
对 于 每 一 个 满足 | Allo = 1 HAT ACL, X) 随机 变量 X 还 可 以 定义 为 


X(vec(A)) = || AA* — wl, (7.372) 


三 角 不 等 式 说 明 
|X(vec(A)) — X(vec(B))| < ||AA* — BB*||,. (7.373) 
再 次 利用 三 角 不 等 式 以 及 2- 范 数 的 次 可 乘 性 ,我 们 有 


|| AA* BB" ||, < || AA* — AB* 








2 + ||AB* - BB" ||, 


(7.374) 
< (|All2 + || Bll2) ||A — Bll2 < 2| A- Bl 
对 于 所 有 满足 1 Allo =||Bllo=1 的 A, Be L(V, X) 成 立 . 所 以 X 是 2-Lipschitz 的 . 
接 下 来 我 们 将 证 明 
1 
E(X) < T (7.375) 
该 边界 由 Jensen 不 等 式 ， 
EOJ < B(x"), (7.376) 
以 及 E(X?) 的 计算 得 到 . 为 了 证 明 该 期 望 值 , 首先 观察 到 
|| Try (uu*) 一 w|i; ess Tr((Try(wu*))”) 一 =, (7.377) 
对 于 每 一 个 向 量 weE XX@Y, 有 
Tr((Try(wu*))”) = (V, wu’ @ wu") (7.378) 


成 立 , HAV eEL(XY@VEX@Y) 为 对 于 所 有 癌 量 20,71 € X M yo,y1 E V 定义 为 
V (z0 8 yo 8 T1 Q y1) = T1 ® Y0 È To Q Yı (7.379) 
的 算 子 . 等 价 地 ,， 对 于 字母 表 EAT, HP =C H y=, 我 们 可 以 写 出 


V = >》， Bat © Ec,c © Eg.a Q Eid- (7.380) 


a,bEed 
c,dEel 
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对 均匀 球 测度 进行 积分 可 以 得 到 


E(X*) = wv uu* ® uu*) du(u) 一 = 


i (7.381) 





~ Eee (v, I yg@y)Q(x@y)) on 
通过 分 类 讨论 可 知 
(Ea,b 8 Ec,c ® Ea ® Edd, I xe Q(xey)) 
L a=b hed 
1 (7.382) 
ak (a=b Hed) R (ab H c=d) 
0 a#b 8 cHd. 
进行 所 求 的 运算 可 以 得 到 a 
nm+m 
E(X?) = i wel (7.383) 
因此 我 们 便 证 明了 式 (7.375). 
最 后 , 根据 Lévy 引 理 的 平均 值 形式 (定理 7.37), 我 们 有 
_ 42 
Pr( x > =) < 2exp(- iia ie), (7.384) 
对 于 Ko = \/12/d2 + 1, 我 们 有 
2 exp ( 2) = 2 exp(—3n) < 4”, (7.385) 
证 毕 . 口 


对 于 一 个 给 定 的 单位 问 量 ue Xoy, WHR Try(wu*) 近似 等 于 完全 混合 态 w, WA 
我 们 可 以 合理 地 期 望 由 u KERKASA H(Tryluu*)) 会 近似 等 于 其 可 能 的 最 大 
值 log(dim())， 这 取决 于 我 们 所 考虑 的 特定 的 近似 相等 的 概念 .下面 的 引 理 证 明了 von 
Neumann 入 的 一 个 下 界 , 它 使 得 我 们 在 将 其 与 引 理 7.45 相 结 合 时 可 以 按照 相同 的 方法 做 出 
一 个 精确 的 推导 . 

引 理 7.46 令 革 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 , n= dim(X). 对 于 每 一 个 密度 算 子 pec D(A), 
有 

H(p) > log(n) — pgg le -el (7.386) 


成 立 ,其 中 ww 二 1/n 表示 关于 的 完全 混合 态 . 
证 明 ”对 于 所 有 的 a>0 有 In(a) < a 一 1 成立, 因此 


lse 
m2)" A25 qa) (7.387) 
> log(n Tr(p*)) = log(n) + log(Tr(p?)). 
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由 于 对 数 函 数 是 止 的 , 所 以 对 于 每 一 个 字母 表 和 每 一 个 概率 癌 量 pe P(E) 我 们 有 


- H(p) = 2 pla) log(p(a)) < os (ro) (7.388) 
因此 ， 
— H(p) < log(Tr(p”)), (7.389) 
从 而 
ple- el > lost) — Hp) (7.390) 
这 等 价 于 所 求 的 不 等 式 . o 


作为 引 理 7.45 和 引 理 7.46 WAER, KBP ALAS 2H Se Rea TK eT] RE 
大 值 . 

定理 7.47 存在 一 个 有 着 下 面 性 质 的 正 实数 K. 对 于 选 定 的 复 欧 几 里 得 空间 Fe), 
以 及 关于 S(X@Y) 上 的 均匀 球 测度 分 布 的 随机 变量 X:S(X@Y)-R, 有 


Pr (x < log(n) 一 =) “i ae (7.391) 
成 立 , HP n=dim(VY) A m=dim(Y) m X RLVLAMH—AucS(\X@Y) 有 
X (u) = H(Try(uu*)). (7.392) 


证 明 ”我 们 将 证 明 该 定理 对 于 K = K2/in(2) 成 立 , 在 此 Ko 是 任意 满足 引 理 7.45 的 
要 求 的 正 实数 . 
对 于 每 一 个 ue S(X@)Y), 定义 随机 变量 Y : S(X 站 一 RR 为 








Y (u) = || Try(uu*) = w| (7.393) 
该 变量 关于 均匀 球 测度 分 布 . 如 果 一 个 给 定 的 单位 问 量 we X @ Y 满足 
¥(u) < 六 (7.394) 
那么 根据 引 理 7.46 有 
Fah > lodeh = oo Be at (7.395) 
因此 根据 引 理 7.45 我 们 有 
pr(X sinia =) > Pr (x < 4 yisi (7.396) 


该 边界 等 价 于 式 7.391, 证 毕 . 口 


368 ŽITE 


7.3.2.2 EA E HAY FY ATERS S 


EA FAYE CEA eB A. 7g 2 BY i) ao A A Dat Ze “a ASA 
上 估算 该 信道 得 到 的 von Neumann WHM. 
定义 7.48 ”对 于 复 欧 几 里 得 空间 X FeV, APEC, YV) 为 一 个 信道 . > 的 最 小 输出 
Hmin(®) = min{H(®(p)) : p € D(X)}. (7.397) 
根据 von Neumann 燃 函 数 的 四 性 可 知 ， 一 个 给 定 信 道 ® ec C, y) 的 最 小 输出 燃 
Hinin(®) 可 以 通过 一 个 纯 态 获得 : 


Hmin(®) = min{H(®(uu")) : u € S(X)}. (7.398) 


Xt ABA RRR Bh hA ETRE EAA. 下 面 的 定理 证 明 
了 事实 上 情况 并 非 如 此 . 
定理 7.49 (Hastings) 存在 复 欧 几 里 得 空间 X fo Y 以 及 信道 P, V EC C(X,)) 使 得 


Hrmin(® 他 WV) < Hmin(®) Es Hmin( Y). (7.399) 


一 个 关于 定理 7.49 的 证 明 的 高 度 概括 如 下 . 对 于 每 个 选 定 的 正 整 数 n, 我 们 可 以 考虑 
具有 
dim(¥)=n?, dim(y)=n 和 dim(Z) =n’. (7.400) 


的 复 欧 几 里 得 空间 VY. yA Z. 我 们 将 证 明 对 于 选 定 的 一 个 足够 大 的 n, 存在 一 个 等 距 算 子 
V e U(X, 站 2Z), 使 得 对 于 所 有 的 X EL(X) 定义 为 


®(X)=Trz(VXV*) 和 W(X) =Trz(VXV’") (7.401) 


的 信道 ©, U c C(X, V) 严格 遵循 不 等 式 (7.399). 

我 们 利用 概率 方法 证 明 一 个 合适 的 等 距 算 子 V 的 存在 : 对 于 任意 确定 的 等 距 算 子 Vo E 
U(X,V@ Z). 我 们 将 证 明 所 有 令 等 距 算 子 V =UV 满足 所 需 性 质 的 西 算 子 U EUY Q 2) 
的 集合 关于 UWY @ Z) 上 的 Haar 测度 有 着 正 的 测度 . 

对 定理 7.49 的 证 明 将 用 到 下 面 的 引 理 . 第 一 个 引 理 为 定义 为 式 (7.401) 的 两 个 信道 p 
Al W WSK O@ Ww 的 最 小 输出 烂 提供 了 一 个 上 界 . 

引 理 7.50 An A-AERR, X, V fo Z PRA dim(X) = n?, dim(Y) = n 和 
dim(Z) = n? 的 复 欧 几 里 得 空间 . 令 V e U(E, VIZ) 为 一 个 等 距 算 子 ， 并 且 对 于 所 有 的 
XEL(4X), 定义 信道 D, V c C, V) 为 

®(X)=Trz(VXV"*) 和 V(X)= Trz(VXV"). (7.402) 
则 有 


_ log(n) 一 2 


Hmin(® Q Y) < 2log(n) A 


(7.403) 
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证 明 定义 TeED(X@X) RoeED(VOy) WF: 
_ vec(I xy ) vec(1 x )* WW ox vec(Iy) vec(ly)* 


= = (7.404) 
通过 计算 可 以 发 现 
(o,(® @W)(r)) = ||Ty(VV") R (7.405) 
更 详细 地 说 , 假设 y= cC, 则 我 们 有 
(o, ($ Q W)(r)) 
3 = Er (Eos @1z)V 8 V" (Es @12)V,7) 
1 (7.406) 
=; 5 Te((v* (Era O 12)V)(V* (Eas ® 1z)V)) 
a,bEexX 


1 * 
= -z| Try(VV") |l 


由 于 算 子 Try(VV*) 是 半 正 定 的 , 并 且 其 迹 等 于 mn? 且 秩 至 多 为 n?, 所 以 其 2- 范 数 平方 
必须 至 少 为 n?. 最 后 , 我 们 有 


A((B @ V)(7)) > (0,(B @ V)(r)) > =, (7.407) 


现在 , 在 一 个 给 定 的 密度 算 子 pe D(VQY) 有 着 至 少 为 1/n 的 最 大 本 征 值 这 一 约束 条 
F., 当 该 最 大 本 征 值 等 于 1/n 并 且 其 他 本 征 值 都 相等 时 von Neumann W H(p) 是 最 大 的 : 


H(p) < (1 一 =) log(n? — 1) + H(~,1 一 -). (7.408) 


AIA In(a) > 1 一 1/a 对 于 所 有 正 的 a RW, 所 以 我 们 发 现 


H(A, 1 — A) < —Alog(X) + a < —Alog(A) + 2A (7.409) 

对 于 所 有 的 Xe [0,1] 成 立 , 因此 
H(p) < 2log(n) 一 login) — a (7.410) 
由 于 该 不 等 式 对 于 p = (8 @WV)(r) R, 所 以 证 明 完 毕 . 口 


我 们 需要 接 下 来 的 几 个 引 理 来 构造 关于 某 些 形式 为 式 (7.401) 的 信道 8 M v 的 值 
Hmin(®) + Hain( 亚 ) 的 下 界 ， 进 而 证 明定 理 7.49， 第 一 个 引 理 关于 修改 一 个 在 定义 域 的 紧 
子 集 上 Lipschitz 的 随机 变量 ， 从 而 得 到 一 个 在 整个 定义 域 都 Lipschitz 的 变量 . 

引 理 7.51 令 辣 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 , X:S(X) 一 民 为 一 个 连续 随机 变量 且 关 于 
S(X) 上 的 均匀 球 测 度 DA, EACS) A S) 的 一 个 满足 MA) > 3/4 的 紧 子 集 . 
对 于 所 有 ry EA, 令 为 一 个 正 实数 使 得 
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|X (x) — X(y)| < alla — yl], (7.411) 
并 且 对 于 所 有 的 ce S(X), 定义 一 个 关于 uPPHMMMREEY:S(X)-RA 
Y (z) = min(X(y) + «lz — yll). (7.412) 
下 面 的 声明 成 立 : 
1. Y 是 x«-Lipschitz 的 . 


2. 对 于 每 一 个 ZE .4,， A X(2)=Y (x) 成 立 . 
3. Y 的 每 一 个 中 位 值 都 是 X 的 一 个 中 心 值 . 


证 明 无 论 X 在 .4 中 的 点 上 的 行为 是 什么 ， 第 一 个 声明 都 成 立 . 考虑 任意 两 个 癌 量 
zo, £1 E S(X), FAF yo,y1 E A 满足 


Y (£0) = X (y0) + K||£o — yoll 和 ¥ (a1) = X (y1) + «lz — y |l. (7.413) 
也 就 是 说 , yo 和 y 相应 地 取 在 zo 和 zi 上 定义 函数 Y 的 最 小 值 . 因此 一 定 有 
X(yo) + «lzo — yo|| < X (y1) + llzo— y1 | (7.414) 
成 立 , 这 说 明 
Y (z0) — Y (z1) < «lzo— y1 || — «lz — y1 || < «lzo— 21 ||- (7.415) 


我 们 可 以 通过 交换 索引 0 和 1, 利用 相同 的 论证 证 明 不 等 式 

Y (x1) a Y (xo) < K|| zo — ZL ||. (7.416) 
从 而 

|Y (xo) = Y (xı) < K|| xo = Zi || (7.417) 


WRA, 所 以 了 是 k-Lipschitz 的 . 
接 下 来 , 考虑 任意 向 量 re A 根据 引 理 的 假设 , 我 们 有 


|X (x) — X(y)| < «lz — y || (7.418) 
对 于 每 一 个 ye A 成 立 ， 因此 
¥ (2) — Xl = min (X(y) - X(z) + sliz — yl) > 0. (7.419) 


另 一 方面 ， 因 为 我 们 在 考虑 最 小 值 时 可 以 选择 y = zx， 所 以 V(r) < X(z) KM. 这 导致 
X(z)=Y(z) Æ, 也 即 证 明了 第 二 个 声明 . 
最 后 , 令 a e RR A Y 的 一 个 中 位 值 ， 从 而 


H Pr(Y < a) > =. 


1 
= .42 
(7.420) 
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再 次 定义 一 个 关于 u 分 布 的 随机 变量 Z : S(x) 一 [0,1] 为 


| TEA 
Z(x) = (7.421) 
0 Z& .4 
使 得 Pr(Z = 0) < 1/4. 根据 Boole 不 等 式 , 我 们 有 
Pr(Y <a Z=0)< A (7.422) 

因此 

PX >a) >Pr(¥ >a H Z=1)>3 =, (7.423) 
根据 相似 的 原因 ， 

Pr(X <a)2Pr(Y <a H 2Z=1)> (7.424) 


这 说 明 a 是 X 的 一 个 中 心 值 , 证 毕 . 口 
在 某 种 意义 上 来 说 , 接 下 来 的 引 理 是 定理 7.49 的 证 明 的 核心 . 它 证 明了 对 于 一 个 足够 
大 的 n， 存 在 可 以 在 信道 © 和 更 的 定义 (7.401) 中 得 到 的 等 距 算 子 V e U(X,y@ Z) 满足 
不 等 式 (7.399). 该 引 理 的 证 明 利 用 了 Dvoretzky 定理 . 
引 理 7.52 存在 一 个 实数 及 > 0 使 下 面 的 声明 成 立 . 对 于 每 一 个 选 定 的 正 整 数 n， 并 
且 对 于 维度 分 别 为 
dim(X)=n*, dim())=n， 和 和 dim(Z) =n? (7.425) 
的 复 欧 几 里 得 空间 X, V 和 Z, 存在 一 个 等 距 算 子 VE U(X, Y IZ) 使 得 
\|Trz(Vr2*V*) — wl, < (7.426) 
对 于 每 一 个 单位 向 量 reS) 成 立 , KP w= ln 表示 关于 了 的 完全 混合 态 ， 
证 明 令 5 为 一 个 满足 Dvoretzky 定理 (定理 7.42) 要 求 的 正 实数 , 并 且 使 Ko 为 一 个 
满足 引 理 7.45 要 求 的 正 实数 . 我 们 将 证 明 引 理 对 于 


Ko +1 18 
— 42 
5 + 5 (7.427) 





K= Ko + 6 


成 立 . 

在 剩 下 的 证 明 中 , 假设 正 整数 n 和 满足 式 (7.425) 的 复 欧 几 里 得 空间 X, y 和 Zz 是 确 
定 的 . 令 为 维度 是 n? 的 VEZ 的 任意 子 空间 . 在 整个 证 明 中 , p 将 表示 SY @ Z) 上 的 
均匀 球 测 度 , 7 将 表示 UWY @ Z) 上 的 Haar 测度 . 

证 明 的 第 一 步 要 先 确 定 一 组 随机 变量 , 然后 对 这 些 随机 变量 进行 分 析 . 首先 , 令 


X,Y :S(VYQZ)>R (7.428) 
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为 随机 变量 ,它们 关于 均匀 球 测 度 / 分 布 并 且 对 于 所 有 的 veS(7@Z) 定义 如 下 : 


A(t) = || Trz (uu*) | 和 Y(u) = || Trz(ueu*) 一 w || (7.429) 
接 下 来 , 4 , m 
Kı = VKo 十 1 十 z H k= TF (7.430) 
定义 集合 
A= jue sb 2) ; A(t) < a} (7.431) 


并 且 对 于 每 一 个 ve S(V@Z), 定义 一 个 也 关于 均匀 球 测度 /分布 的 随机 变量 Z : S(V@Z) 一 
RA 
Zu) = min (Y (v) + lu — v||)- (7.432) 


根据 定义 , 显然 X.Y 和 Z 都 是 相 不 变 随 机 变量 . 最 后 , 对 于 每 个 单位 同 量 ve S(V), 定义 
关于 U(Y QZ) 上 的 Haar 测度 7 分 布 的 随机 变量 


Ps, Qu, Ry : U(Y Q Z) >R, (7.433) 
关于 每 一 个 Ue UW 8 Z), 它们 分 别 为 
P,(U)= X(Uv), Q.(U)=Y(Uv), R,(U)= Z(Uv). (7.434) 
从 下 面 这 一 步 开始 分 析 刚 刚 定义 的 随机 变量 会 很 有 帮助 : 观察 到 
X(vec(A)) =] Al 和 Y(vec(A)) = || AA* 一 中 | (7.435) 


对 于 每 一 个 满足 || Allo = 1 的 算 子 A e L(Z,Y) 成 立 ， 从 上 述 第 一 个 表达 式 以 及 不 等 式 
|All < 4 我 们 可 以 立即 得 到 X 是 1-Lipschitz 的 . 此 外 , 考虑 到 


1 
| All? = || AA* || < | AA* -w| + lwl] < || 44* -wla + = (7.436) 
对 于 每 一 个 算 子 4 e L(Z,Y) 都 成 立 , 则 必须 有 
x2 ¥ = 5. (7.437) 


所 以 根据 引 理 7.45, 我 们 可 以 得 到 


AE K 
(x< =H) >Pr(Y < Ž2) >$. (7.438) 
Th 


Dvoretzky 定理 (定理 7.42) 将 在 该 证 明 中 应 用 两 次 , 第 一 次 应 用 与 随机 变量 X 和 对 应 
ve S(V) 的 已 有关. 根据 式 (7.438) 可 知 每 一 个 X 的 中 心 全 全 多 为 


Ko+t+1 
\/ ae (7.439) 


PIF FERFERPRFEWR 373 





通过 在 Dvoretzky 定理 中 设 定 
3 1 
s= M (=s (7.440) 
可 以 得 到 
Kı 2 
Pr( P, <mo Wwe sy) >$, (7.441) 


这 是 因为 dim(V) = ĝe??? dim(Y Q Z). 
第 二 次 使 用 Dvoretzky 定理 是 将 其 用 于 Z 和 关于 v e SV) 的 R,， 然 而， 在 应 用 
Dvoretzky 定理 之 前 , 我 们 会 先 考虑 引 理 7.51 对 于 随机 变量 Y 和 Z 的 应 用 . 首先 注意 到 


HÄ Pr( x < r) > p(x < (2) > 5, (7.442) 


其 次 , 对 于 任 选 的 癌 量 u,v e A 我 们 可 以 写 出 w= vec(A) Al v = vec(B), 这 里 的 A,B € 
L(Z, V) 满足 eAllz = ||Bll2=1, 从 而 


| All = X(vec(A)) 上 且 | Bl = X(vee(B)) < + (7.443) 


下 
~ yn 
这 说 明 

Y) -— ¥(v)| = ||] 44* — wll, - || BB* -wlll 


(7.444) 
< || AA* — BB* || < (|All +] Bll) |A- Bll, < sllu — vll- 


所 以 根据 引 理 7.51, Z 是 x-Lipschitz 的 , Z 和 YY Æ A 上 的 每 一 处 都 相同 , 并 且 2 的 每 一 
个 中 位 值 都 是 Y 的 一 个 中 心 值 . 根据 式 (7.438), Y 的 每 一 个 中 心 值 至 多 为 Ko/m， 因 此 同样 
的 上 界 对 于 Z 的 每 一 个 中 位 值 也 存在 . 所 以 , 设 定 


3K 1 
c= 和 (7.445) 
并 且 应 用 Dvoretzky 定理 , 可 以 得 到 
Pr( R, S 一 ， Vu € sy) > 5， (7.446) 
这 是 因为 
SEES ~ 
dim(V) = —,— dim (Y ® 2). (7.447) 





最 后 , 考虑 随机 变量 Y 和 关于 所 有 ve S(V) K Q.. HTH PAB uec S(VQZ), R 
们 有 uc A 或 ug A 成立; 并 且 如 果 ve A 成立, 那么 Y(w) = Zlu). 最 后 ， 如果 对 于 一 个 
AEH u ESY gZ) A Y(u) > K/n, 那么 一 定 有 


Z(u) > 一 或 X(u)> = (7.448) 


Vn 
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(或 者 二 者 都 成 立 ). 根据 Boole 不 等 式 , 我 们 可 以 得 出 结论 
Pr(Q. > a dve sv) 
< Pr (x, > 一 ， Juve sy) (7.449) 


+P:(P, > 了 ve sy)) 


Kı 
Jn’ 
根据 式 (7.441) ASK (7.446), 有 


: >0. (7.450) 
根据 式 (7.450), 我 们 可 知 存在 一 个 丁 算 子 U, 使 得 QU) < K/n 对 于 所 有 的 v€ S(V) 
都 成 立 . 取 Vo € U(X, @ Z) 为 任意 使 im(m) = V 成 立 的 线性 等 距 算 子 , 则 我 们 有 


Pr(@, < Vu € sv) > 


|| Trz (UVorar*VoU*) — will, < 一 (7.451) 
对 于 每 一 个 单位 向 量 re S(X) 都 成 立 . WV = UV, 即 证 明了 该 引 理 . 口 


最 后 我 们 将 给 出 对 定理 7.49 的 证 明 . 通过 应 用 引 理 7.50 和 引 理 7.52， 该 定理 的 证 明 相 
4A. 


对 定理 7.49 的 证 明 令 天 >0 为 一 个 使 引 理 7.52 成 立 的 实数 , FF ALE ”为 一 个 满足 


2K? 
l 一 一 一 .45 
og(n) > mE) +2 (7.452) 


的 正 整数 . 
对 于 维度 分 别 是 dim(¥Y) = n?, dim(Y) = n 和 dim(Z) = n? 的 复 欧 几 里 得 空间 x. Y 
和 Z, 根据 引 理 7.52, 一 定 存在 一 个 等 距 算 子 Ve U(X, 站 Z) 使 得 








[mave — a l < 一 (7.453) 
对 于 每 一 个 单位 向 量 z eS) 都 成 立 . 所 以 , 根据 引 理 7.46, 我 们 有 
H(Trz(Vaa2*V*)) > log(n) 一 ey (7.454) 


对 于 每 一 个 ze S(X) WRL. 通过 将 V BRA V NooRRH GE, 我 们 可 以 对 于 每 一 个 
g E S(X) 得 到 相同 的 界 : 

K? 
nln(2) 
ME, 对 于 所 有 X EL), 定义 信道 p, Y c C(x, y) 为 


H(Trz(Vxz*V")) > log(n) — (7.455) 


P(X)= Trz(VXV*) 和 W(X) =Trz(VXV’'). (7.456) 
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我 们 有 a 
Hmin(®) = Hmin(¥) > log(n) 一 nna’ (7.457) 
所 以 
TKA 
Hmin(®) + Hmin(W) 2 2 log(n) = n m2) (7.458) 
另 一 方面 , 引 理 7.50 说 明 
Ant? atj <2loginy Sk =? (7.459) 
因此 ， 
Hmin(® ® WV) = (Himin(®) a Hain( 亚 )) 
2 log(n)—2 (7.460) 
~ nin(2) — n =H 
证 毕 . 口 
7.4 “习题 
习题 7.1 对 于 每 一 个 正 整数 n > 2, 关于 每 一 个 X CLC”) 定义 保 么 信道 n € C(C”) 
为 
5,,(X) = 一 Tr(X)In — —_ x", (7.461) 


其 中 1, 表示 C" 上 的 单位 算 子 . 证 明 Oo, 在 为 偶数 时 是 一 个 泥 合 酉 信道 (可 以 观察 到 本 
习题 是 习题 4.2 的 一 个 补充 ). 
习题 7.2 $n 和 m HERJE n < m， 考虑 从 Cn 到 Cm 的 所 有 等 距 算 子 的 集合 


wc" tn), 
(a) 证 明 存 在 一 个 Borel 概率 测度 
v : Borel(U(C”, C™)) — [0, 1] (7.462) 
使 得 
v(A) =v(UAV) (7.463) 
对 于 选 定 的 每 一 个 Borel TÆ A € Borel(U(C",C™)) MART U e UC") 与 VE 
U(C") 成 立 . 
(b) 证 明 如 果 
p : Borel(U(C",C7)) — [0, 1] (7.464) 


是 U(C",C™) 上 的 一 个 Borel 概率 测度 ， 并 且 它 对 于 选 定 的 每 一 个 Borel TR A € 
Borel(U(C",C™)) MAAT U c U(C™) 都 满足 


(A) = (UA), (7.465) 
那么 一 定 有 =v 成 立 , HP v 是 对 (a) 的 正确 解答 中 所 定义 的 测度 . 
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习题 7.3 令 t 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 , n = dim( 世 )， 并 且 对 于 所 有 X €L) 定义 
映射 Be CP(X) 为 
P(X) = n | (uu X)uu* dy(u), (7.466) 
其 中 u 表示 S(X) 上 的 均匀 球 测 度 . 给 出 B 的 一 个 简单 的 解析 表达 式 . 


习题 7.4 令 半 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 , n =dim(X), 并 且 对 于 所 有 X €L), 定义 
信道 DEC(X,X@X)H 


0(X) = n | (uu X)uu* @ uu*du(u), (7.467) 
其 中 u 表示 S(X) 上 的 均匀 球 测 度 . 给 出 通过 使 用 B 得 到 的 最 小 克隆 保 真 度 


a(®) = m.. F(®(vv"), vv* @ vv*) (7.468) 


的 解析 表达 式 (在 定理 7.28 的 意义 下 , 观察 到 © 是 一 个 次 优 克隆 信道 . dim(X) = 1 这 种 简 
单 情况 除外 ). 

习题 7.5 ”证 明 存 在 一 个 有 着 下 面 性 质 的 正 实数 K. 对 于 每 一 个 正 整数 n 和 每 一 个 关 
F S(C") 上 的 均匀 球 测 度 分 布 的 非 负 上 -Lipschitz 随机 变量 


X : S(C”) 一 [0,oo)， (7.469) 


我 们 有 


RX — E(x)? (7.470) 


习题 7.6 证 明 人 存在 正 实数 K,5 > 0 使 下 面 的 声明 成 立 . 对 于 选 定 的 每 一 个 复 欧 几 里 得 
空间 X, —PRF S(X) 上 的 均匀 球 测度 u 分 布 的 -Lipschitz 非 负 随机 变量 


八 





X : S(¥) — (0, 00), (7.471) 
以 及 每 一 个 正 实数 = > 0, 
6e2n 
pr(|x 一 VEQ?) > e) < Kexp(- -2 ) (7.472) 


成 立 . 对 习题 7.5 的 正确 解答 所 证 明 的 事实 会 对 证 明 此 处 的 结果 大 有 帮助 (观察 到 对 本 问题 
的 正确 解答 建立 了 Lévy 引 理 的 一 个 变 体 , 其 中 集中 在 一 个 非 负 随机 变量 的 均 方 根 值 附近 出 
现 , 而 非 其 平均 值 或 中 心 值 ). 


7.5 ”参考 书目 注释 


置换 不 变 癌 量 和 算 子 是 人 们 在 多 重 线性 代数 中 广泛 研究 的 对 象 ， 它 们 是 Greub (1978) 
和 Marcus(1973，1975) 等 人 的 著作 的 主题 . 这 些 概念 以 及 它们 的 推广 也 与 表示 论 的 主题 相 
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KR, 例如 Goodman 和 Wallach(1998) 的 著作 便 解 释 了 这 一 点 . 定理 7.14 是 二 次 中 心 化 子 定 
理 的 一 个 有 限 维 形式 , 它 也 被 称 为 bicommutant theorem, H von Neumann (1930) 证 明 . 

一 个 复 欧 几 里 得 空间 中 单位 球 和 丁 算 子 集合 上 本 不 变 测量 的 存在 是 由 Haar (1933) 提出 
的 更 为 广义 的 构造 说 明 的 . von Neumann(1933) 证 明了 由 Haar 所 构造 的 测度 的 独特 性 ,他 
们 的 两 篇 文章 连续 在 同一 期 刊 上 发 表 . 该 工作 被 Weil (1979) 等 人 进行 了 进一步 的 推广 .由 于 
这 些 概念 的 推广 , 许多 涉及 Haar 测度 的 书 并 未 考虑 本 章 展示 的 (对 于 有 限 维 中 的 酉 算 子 的 ) 
均匀 球 测 度 或 Haar 测度 的 专门 定义 . 然而 , 这 种 定义 在 随机 和 拖 阵 理论 中 是 相当 标准 的 . 这 些 
定义 根植 于 Dyson (1962a, b, c) 以 及 Diaconis 和 Shahshahani (1987) 的 工作 中 , 在 Mehta 
(2004) 的 着 作 中 也 可 以 找到 随机 算 阵 理论 更 广阔 的 概述 . 

例 7.25 中 定义 的 Werner 旋转 信道 由 Werner (1989) 引入 . 我 们 在 上 一 章 中 提 到 过 该 论 
X, 它 引 入 的 态 现 在 称 为 Werner 态 . 关于 纯 态 最 优 克 隆 的 定理 7.28 也 归功 于 Werner (1998). 
不 可 克隆 定理 的 起 源 通常 归于 Wootters 和 Zurek(1982) 以 及 Deiks (1982), 尽管 在 Park 
(1970) 的 一 篇 更 早 的 论文 中 出 现 过 等 价 的 声明 和 证 明 . 尽管 直到 1983 FARR, Wiesner 
(1983) 的 论文 提出 了 基于 量子 信息 的 不 可 伪造 货币 的 方案 ， 该 方案 隐 式 地 依赖 于 量子 态 不 
可 克隆 这 一 假设 . 据说 这 篇 论文 写 于 20 世纪 60 年 代 末 期 . 

我 们 知道 量子 de Finetti 定理 的 许多 版 本 . 这 些 定理 如 此 命名 的 原因 是 它们 推广 了 最 初 
由 de Finetti (1937) 发 现 的 组 合 学 和 概率 论 中 的 定理 . 以 de Finetti 命名 的 定理 的 一 个 量子 
信息 理论 的 变 体 首先 在 1976 年 由 Hudson 和 Moody (1976) 证 明 . Caves, Fuchs 和 Schack 
(2002) 在 其 后 给 出 了 对 该 定理 更 简单 的 证 明 . 像 原 始 的 de Finetti 定理 一 样 , 这 是 关于 无 限 
多 全 同系 统 的 行为 的 一 个 定性 结果 . de Finetti 定理 的 一 个 有 限量 子 表述 在 精神 上 与 Diaconis 
和 Freedman (1980) 得 到 的 经 典 结 果 更 为 接近 , 它 由 Konig 和 Renner (2005) 证 明 . 定理 7.12 
和 7.26 以 及 推论 7.27 由 Christandl、 König, Mitchison 和 Renner (2007) 证 明 , 他 们 改 民 了 
误差 的 界 并 且 推 广 了 König 和 Renner 获得 的 结果 . 

定理 7.31 和 推论 7.32 归功 于 Watrous (2009a). 

对 测度 集中 现象 感 兴趣 的 读者 可 以 参考 Ledoux (2001) 以 及 Milman 和 Schechtman 
(1986) 的 著作 . 定理 7.37 和 7.40 是 Lévy (1951) 提出 的 一 个 定理 的 变 体 . 本 章 中 出 现 的 
对 于 这 些 定 理 的 证 明 大 多 数 依 据 Milman 和 Schechtman 的 著作 的 附录 V (它们 部 分 基于 
Maurey 和 Pisier (1976) 提出 的 技术 ). 我 们 知道 Dvoretzky 定理 的 多 种 表述 ,其 原始 表述 在 
KA 1960 年 由 Dvoretzky 证 明 (Dvoretzky, 1961). Mil’ man (1971) 依据 测度 集中 现象 给 出 
了 Dvoretzky 定理 的 证 明 , 他 也 是 第 一 位 明确 证 明 该 定理 的 人 . 

为 了 证 明 关 于 最 小 输出 炉 的 不 可 加 性 的 定理 7.49， 显 然 我 们 需要 Dvoretzky 定理 的 一 
个 特别 强 的 版 本 (如 定理 7.42 中 所 述 ). 该 定理 的 证 明 以 及 它 在 定理 7.49 上 的 应 用 归功 于 
Aubrun, Szarek 和 Werner (2011). 该 证 明 实 质 上 利用 了 Talagrand (2006) 的 链 式 法 则 . 

我 们 知道 数 个 测度 集中 在 量子 信息 理论 上 的 应 用 , 其 中 第 一 个 归于 Hayden、Leung、Shor 
和 Winter (2004), Bennett. Hayden. Leung. Shor 和 Winter (2005), LAA Harrow. Hayden 


和 Leung (2004). 定理 7.47 # Hayden, Leung 和 Winter (2006) 所 提出 的 一 个 定理 的 变 体 . 

定理 7.49 由 Hastings (2009) 证 明 ， 该 证 明 部 分 基于 Hayden 和 Winter 对 所 请 的 最 大 
Dp- 范 数 可 乘 性 猜想 的 证 伪 (Hayden 和 Winter, 2008). 正如 上 面 所 说 ， 本 章 中 展示 的 对 定理 
7.49 的 证 明 归 功 于 Aubrun, Szarek 和 Werner (2011). Hastings 对 信道 容量 研究 的 发 现 将 在 
下 一 章 进 行 讨论 . 


第 8 章 


The Theory of Quantum Information 


量 于 信道 容量 





本 章 关 注 的 是 用 于 传输 信息 的 量子 信道 容量 . 信道 容量 的 概念 在 量子 环境 中 具有 多 种 
不 等 价 的 公式 . 例如 , 我 们 可 以 考虑 一 个 信道 传输 的 经 典 信息 或 量子 信息 的 容量 ， 以 及 各 种 
可 以 协助 信息 传输 的 资源 ， 比 如 在 信息 传输 之 前 发 送 者 和 接收 者 之 间 共 享 的 纠缠 . 

我 们 将 展示 三 个 基本 定理 , 这 些 定理 描述 了 在 有 或 没有 预先 共享 纠缠 的 情况 下 , 量子 信 
道 传 输 经 典 或 量子 信息 的 容量 . 当 发 送 者 和 接受 者 之 间 的 预先 共享 纠缠 不 可 用 的 时 候 , 这 些 
特征 有 着 茶 种 程度 上 不 太 受 欢迎 的 性 质 : 它们 需要 正则 化 一 一 或 者 说 在 一 个 给 定 信道 越 来 越 
多 的 使 用 次 数 上 取 平 均一 一 且 因 此 无 法 得 到 明确 的 或 可 以 有 效 计 算 容 量 的 公式 . 本 章 的 最 后 
一 个 将 讨论 这 种 正则 化 的 明显 需求 ， 以 及 相关 的 量子 容量 超 激发 现象 . 


8.1 ”量子 信 关 上 的 经 典 信息 


本 章 考 虑 的 普 过 情况 涉及 两 个 假想 的 个 体 : 一 个 发 送 者 和 一 个 接收 者 . 发 送 者 试图 通过 
多 次 独立 使 用 一 个 信道 © 将 经 典 或 量子 信息 传输 给 接收 者 . 在 我 们 考虑 的 方案 中 ,发 送 者 
为 信道 制备 输入 ， 而 接收 者 处 理 输出 , 进而 让 信息 以 高 精确 度 传输 . 正如 信息 理论 中 的 标准 
做 法 , 本 章 主要 处 理 渐 近 体系 , 其 中 我 们 利用 焙 来 分 析 在 越 来 越 多 的 独立 信道 使 用 次 数 上 取 
平均 这 一 极限 下 的 信息 传输 率 . 

本 节 的 主题 是 量子 信道 传输 经 典 信息 的 容量 ， 其 中 包括 发 送 者 与 接收 者 共享 预先 纠缠 
与 否 的 两 种 情况 . 8.1.1 节 将 介绍 关于 信道 容量 的 概念 和 术语 ， 本 节 以 及 本 章 的 其 余部 分 都 
会 用 到 这 些 知识 .8.1.2 节 将 证 明 Holevo-Schumacher-Westmoreland 定理 ,该 定理 描述 了 不 
使 用 预先 共享 纠缠 来 传输 经 典 信 息 的 信道 容量 的 特征 ; 8.1.3 节 将 证 明 有 纠缠 协助 的 容量 定 
理 , 该 定理 描述 了 在 预先 共享 纠缠 的 协助 下 进行 信息 传输 的 信道 容量 的 特征 . 


8.1.1 ”量子 信道 的 经 典 容 量 


下 面 我 们 将 定义 有 关 信 道 信息 传输 容量 的 五 个 量 . 前 两 个 量 一 一 经 典 容量 和 有 纠缠 协助 
的 经 典 容 量 一 一 在 量子 信道 容量 这 一 主题 下 是 基本 内 容 . 剩 下 的 三 个 量 分 别 是 Holevo 容量 、 
有 纠缠 协助 的 Holevo 容量 以 及 相干 信息 , 它们 部 在 即将 介绍 的 主要 结果 中 起 着 重要 作用 . 


8.1.1.1 ”信道 的 经 典 容量 


直觉 上 , 信道 的 经 典 容量 描述 了 使 用 一 次 该 信道 可 以 高 精度 传输 的 经 典 信 息 的 平均 比 
特 数 . 正如 典型 的 信息 理论 概念 一 样 ,信道 容量 在 渐 近 行为 中 的 定义 更 为 正式 , 此 时 我 们 考 
虑 的 是 随 信道 使 用 次 数 的 增加 而 达到 的 极限 
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在 陈述 信道 容量 的 一 个 精确 数学 定义 时 ,考虑 一 个 信道 对 于 另 一 个 信道 的 仿真 会 很 方 
便 . 

定义 8.1 APEC, V) HUVEC Z) 为 信道 ,其 中 儿 、》 和 2Z 是 复 欧 几 里 得 空间 . 
如 果 存 在 信道 Bp E C(Z, X) Fe Ep E C(Y, Z) 使 得 


Wi 3 So. (8.1) 


那么 我 们 称 信道 OTA YT UV. 当 这 一 关系 成 立时 ， 信 道 =, 称 为 编码 信道 , 三 。 称 为 解码 信 
道 . 
我 们 也 可 以 很 方便 地 考虑 一 个 信道 对 另 一 个 信道 的 近似 . 在 本 章 中 , 我 们 总 是 假设 这 种 
近似 是 关于 完全 有 界 的 迹 范 数 定义 的 . 
定义 8.2 A Vo, Yı €E C(Z) 为 信道 ,其 中 Z 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 ,并且 使 :>>0 为 
正 实 数 . 如 果 
||| Yo — Vall], < £, (8.2) 


那么 信道 Vo 是 对 Vi 的 e- 近 似 (等 价 地 , Vi 是 对 Vo 的 = 近似 ). 
利用 上 面 两 个 定义 ， 对 信道 经 典 容 量 的 定义 如 下 . 
定义 8.3 (信道 的 经 典 容量 ) +X f VARKILEREM, DECAY) 为 信道 . + 

T = {0,1} 表示 二 元 字母 表 , Z = CI, 并且 A € C(Z) 表示 关于 空间 Z 定义 的 完全 失 相 信 

id. 

1. 如 果 aw=0 或 a>0 且 下 述 内 容 对 于 每 一 个 正 实 数 = > 0 都 成 立 一 一 对 于 除了 有 限 个 之 
外 的 所 有 正 整 数 n， 以 及 m= |am|， 信 道 O°" 仿真 了 信道 A” 的 = 近似 一 一 那么 值 
a>0 是 对 于 通过 更 进行 的 经 典 信息 传输 的 可 达 率 . 

2. 由 CS) 所 表示 的 D 的 经 典 容量 是 关于 通过 D 进行 的 经 典 信息 传输 的 所 有 可 达 率 的 上 
A Ie. 

在 定义 8.3 下 , 我 们 把 完全 失 相 信道 A 看 作 传输 单 比特 经 典 信息 的 理想 信道 . 当 考虑 用 

Per 去 仿真 该 理想 经 典 信 道 的 m EKER Asm 时 , 我 们 只 关注 经 典 到 量子 编码 信道 Se 

和 量子 到 经 典 解码 信道 Eu， 此 时 不 会 损失 普遍 性 . 也 就 是 说 , 我 们 可 以 假设 





Bie 一 =A°™ 和 Cc. = 一 ASTE =D: (8.3) 


该 假设 并 不 会 导致 任何 普遍 性 的 损失 ,因为 


| (A®™ Sp) Bo" (E2Ao™) -A™) 
= |]A&n(Eneoree — ABM) ASI, (8-4) 
= “Se 一 全 “| 


在 此 用 E .Asm 和 AS, 代替 所 给 定 的 =. MS, 不 会 降低 所 获得 的 仿真 度 . 


鉴于 这 一 观察 , 对 于 定义 8.3 PSEA AG BA hea SE BR a; 一 个 
等 价 的 定义 可 以 通过 要 求 Dr 仿 丰 茶 些 满足 


®m ) j= 
| (A y W me Egg aram 








ZE (8.5) 


的 信道 Y e C(2%8™) 得 到 , 而 这 等 价 于 对 于 所 有 的 ai .…am E 有 
(Bara anna Epa ee 5 (8.6) 


成 立 . 对 该 要 求 的 一 种 解释 是 每 一 个 字符 串 wd -am ETm 都 由 更 以 小 于 s/2 的 误差 概率 
传输 . 

男 一 方面 ， 使 用 定义 8.3 中 的 完全 有 界 迹 范 数 所 定义 的 更 强 的 信道 近似 概念 有 一 个 好 
处 ， 即 允许 量子 容量 (将 在 8.2 节 中 讨论 ) 以 一 种 与 定义 经 典 容 量 类 似 的 方式 定义 ， 只 需 用 
单位 信道 lz) 代替 失 相 信道 A (对 于 量子 容量 , 完全 有 界 迹 范 数 提 供 了 信道 近似 的 最 自然 
的 概念 ). 

下 面 的 命题 可 能 是 不 证 自明 的 , 但 是 依旧 值得 明确 地 说 明 . 用 来 证 明 该 命题 的 论证 也 可 
以 应 用 在 其 他 的 容量 概念 上 , 该 证 明 并 不 依赖 于 经 典 容 量 的 特殊 性 质 . 

命题 8.4 ”对 于 复 欧 几 里 得 空间 X 和 VY, APEC, V) 为 一 个 信道 ， 并且 使 上 为 正 
整数 . 有 

C(6®*) = kC(4) (8.7) 

证 明 ”如 果 a 是 通过 © 进行 的 经 典 信 息 传 输 的 可 达 率 ,那么 显然 ak 是 通过 O° 进 

行 的 经 典 信 息 传 输 的 可 达 率 . 因此 


C(b°*) > kC(®) (8.8) 


成 立 . 
现在 假设 a > 0 是 对 于 通过 PSr 进行 的 经 典 信息 传输 的 可 达 率 . 所 以 , 对 于 任意 s>0 
和 除了 有 限 多 个 以 外 的 所 有 正 整 数 n， 信道 pkk 对 于 m = |aln/k|| 仿真 了 Asm 的 
s- 近 似 ， 我们 将 证 明 a/k — 6 是 对 于 所 有 的 5 e (0,a/k) 通过 B 进行 的 经 典 信息 传输 的 可 
达 率 . 对 于 任意 整数 n > k, 信道 6°" 显然 仿真 了 所 有 被 p2rln/k 仿真 的 信道 ， 且 对 于 
6 € (0,a/k), 关于 除了 有 限 多 个 以 外 的 所 有 正 整 数 n 我们 有 aln/k| > (a/k—6)n. 因此 , 对 
于 任意 的 s > 0, 以 及 除了 有 限 多 个 以 外 的 所 有 正 整 数 n, 信道 88" 仿真 了 Asm 的 e- 近 似 ， 
其 中 m= |(a/k 一 6)n|, 这 说 明 a/k 一 6 是 通过 更 进行 的 经 典 信息 传输 的 可 达 率 . 在 5=0 
这 一 情况 下 , 我 们 显然 有 a/k 是 通过 © 进行 的 经 典 信息 传输 的 可 达 率 . 在 所 有 可 达 率 上 取 
上 确 界 , 我 们 可 以 发 现 
C(®) > + C(8**), (8.9) 


命题 得 证 . 口 
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8.1.1.2 ”信道 的 有 纠缠 协助 的 经 典 容量 


除了 我 们 假设 发 送 者 和 接收 者 可 以 在 通过 信道 传输 信息 之 前 共享 他 们 选择 的 任意 态 之 
外 ,一 个 信道 的 有 纠缠 协助 的 经 典 容量 是 通过 与 经 典 容量 相似 的 方式 定义 的 (由 于 在 该 设 定 
下 可 分 态 并 无 任何 优势 ， 所 以 我 们 通常 假设 该 共享 态 是 纠缠 的 ). 与 不 能 共享 纠缠 的 情况 相 
比 ， 发 送 者 和 接收 者 共享 纠缠 的 能 力 可 以 导致 一 个 量子 信道 的 经 典 容量 显著 提升 . 例如 , 共 
享 纠 缠 可 以 通过 利用 密集 编码 (在 6.3.1 节 中 进行 了 讨论 ) 加 倍 单位 信道 的 经 典 容 量 ， 而 对 
于 其 他 信道 , 也 可 能 有 某 些 (常数 倍 ) 的 提升 . 

一 个 信道 的 有 纠缠 协助 的 经 典 容量 的 正式 定义 只 需 对 经 典 容量 的 原始 定义 进行 很 小 的 
改变 即 可 得 到 : 我 们 修改 了 一 个 信道 对 另 一 个 信道 的 仿真 的 定义 以 允许 下 面 所 述 的 共享 态 
存在 . 

定义 8.5 令 BEeC(X,y) F VEC(Z) 为 信道 ， HP VY.) fe Z 是 复 欧 几 里 得 空间 . 
对 于 复 欧 几 里 得 空间 V 和 W, 如果 存在 一 个 态 FC D(VOW) 和 信道 2s E C(Z @V,X) 及 
Zp EC(VO@W,Z), 使 得 


V(2Z) = (Ep (Ex 8 Ium) )) (Z 8é) (8.10) 
对 于 所 有 的 Z EL(Z) 成 立 , 那么 信道 > 在 纠缠 的 协助 下 仿真 了 亚 (对 于 由 该 等 式 右边 所 表 


示 的 信道 的 图 解 , 见 图 8.1). 当 这 一 关系 成 立时 , 信道 Ss 称 为 编码 信道 , =。 称 为 解码 信道 ， 
HAE 称 为 协助 该 仿真 的 共享 态 . 





图 8.1 定义 8.5 提 到 的 映射 Z> (En (Es @ ILow)))(Z @&) 的 图 解 


除了 前 面 定 义 中 的 修改 之 外 , 有 纠缠 协助 的 经 典 容 量 与 经 典 容 量 的 定义 类 似 . 
定义 8.6 (信道 的 有 纠缠 协助 的 经 典 容量 ) ”对 于 复 欧 几 里 得 空间 X Yy, APEC, Yy) 
为 一 个 信道 , AT ={0,1} 表示 二 元 字母 表 , Z = CT, 并 且 A €E C(Z) 表示 关于 空间 Z 定义 
的 完全 失 相 信道 . 
1. 如 果 a= 二 0 或 a>>0 并 且 下 述 内 容 对 每 一 个 正 实数 e > 0 都 成 立 : 对 于 除 有 限 个 以 外 的 
HAEA n, URm= |an], 信道 O°" 在 纠缠 的 协助 下 仿真 了 Am 的 WW, 那么 
值 a 之 0 是 通过 进行 的 有 纠缠 协助 的 经 典 信息 传输 的 可 达 率 . 
2. 由 Cp(%) 表示 的 更 的 有 纠缠 协助 的 经 典 容 量 是 通过 更 进行 的 有 纠缠 协助 的 经 典 信息 传 
输 的 所 有 可 达 率 上 的 上 确 界 . 
通过 与 证 明 命 题 8.4 时 所 用 的 相同 论证 , 有 下 面 的 简单 命题 成 立 . 


命题 8.7 MEX fe VY, ADEC, V) 为 一 个 信道 ,并 且 使 天 为 正 整 数 . 于 是 ， 有 
Cn (Be) = BOst®) (8.11) 
8.1.1.3 ”信道 的 Holevo 容量 


假设 £ 是 一 个 复 欧 几 里 得 空间 , D 是 一 个 字母 表 , p © PE) 是 一 个 概率 向 量 , {pa : we 
=} C D(X) 是 一 个 态 集合 . 令 n: E — Posl) HAMAR acd wh 


nla) = p(a)pa (8.12) 
定义 的 系 综 , 则 ”的 Holevo 信息 由 
x(n) = H p Hee) — 》 pla) H(pa) (8.13) 
aed acs 


给 出 . 根据 这 个 量 , 我 们 可 以 利用 定义 8.8 中 所 阐述 的 方式 定义 一 个 信道 的 Holevo 容量 . 该 
定义 会 利用 下 面 的 概念 : 对 于 任意 系 综 7 : — Pos(¥) 和 任意 信道 d eC, Y), 我 们 定义 
系 综 O(n) : D > Pos(y) 为 关于 每 个 ae 了 的 


(®(7))(a) = ®(n(a)). (8.14) 


也 就 是 说 ,， B(n) 是 通过 用 最 自然 的 方式 在 系 综 ”上 作用 © 所 得 的 系 综 . 
定义 8.8 APEC, V) 为 一 个 信道 , HP X fo V AAKE. © 的 Holevo 
容量 定义 为 
x(®) = aap x(®(7)), (8.15) 


在 此 ， 上 确 界 是 在 所 有 字母 表 U FAA 1: E Pos(X) 的 系 综 上 选取 的 . 

我 们 可 以 对 定义 8.8 中 式 (8.15) 的 上 确 界 加 上 两 个 限制 条 件 , 同时 却 不 降低 对 给 定 信道 
定义 的 值 . 第 一 个 限制 条 件 是 该 上 确 界 可 以 由 在 所 有 形式 为 n: 一 Pos(¥) 的 系 综 上 的 最 
大 值 所 代替 ,其 中 是 大 小 为 

E] = dimi)" (8.16) 


的 字母 表 . 第 二 , 这些 系 综 可 以 被 限制 在 那些 对 于 每 个 a € WER rank(n(a)) <1 WA 
综 之 中 . 下 面 的 命题 对 于 证 明 该 表述 很 有 用 . 

命题 8.9 ”对 于 复 欧 几 里 得 空间 志和 J, A PEC, YV) 为 一 个 信道 ， 忆 为 一 个 字母 
表 , 1: L— Pos(¥) 为 一 个 系 综 . 存在 一 个 字母 表 工 和 一 个 系 综 0 :TI 一 Pos(X) 使 得 
1. rank(@(b)) <1 对 于 每 个 bET 都 成 立 . 
2. x(®(n)) < x(8(0)) RÈ. 
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证 明 ”假设 A EV = CA 的 字母 表 , > 


n(a) = > aaiE 5 (8.17) 
bEA 


为 n(a) 对 于 每 个 © 的 一 个 详 分 解 . 命题 的 要 求 对 于 关于 每 个 (a,b) E xA H 
O(a, b) = Aa bta ba (8.18) 


定义 的 系 综 0 :对 x A 一 Pos(¥) 成 立 . 显然 第 一 个 性 质 成 立 , 所 以 我 们 只 需 证 明 第 二 个 性 质 . 
EX Z= C MW=C, 并 且 考 虑 三 个 寄存 器 Y、Z 及 W, 它们 分 别 对 应 空间 VY. Z 
AW. 对 于 定义 为 


p= >) Aap®(@a0254) O Bao @ Exp (8.19) 
(a,b)EXXA 


的 密度 算 子 peDVeaZew), 有 下 面 的 两 个 等 式 成 立 : 

x((0)) = D(plY,2, W] || plY] @ plZ, W); 

x(®(n)) = D(p[lY, Z] || p[Y] ® p[Z)). 
RS x(P(n)) < x(®(9)) AY LAA ids E FA HR BA Fd ETT EB) (该 不 等 式 表 示 定 
H 5.35 的 一 个 特殊 情况 ). o 


定理 8.10 4X FY AZKILERBEM, EC, yY) 为 一 个 信道 , E 为 一 个 大 小 是 
|X| = dim(8) 的 字母 表 . 存在 一 个 系 综 n: E — Pos(X) 使 得 


(8.20) 


x(®(n)) = x(®). (8.21) 
对 于 每 个 a € ,我 们 还 可 以 假设 rank(n(a)) < 1. 
证 明 ”考虑 形式 为 96 :T 一 Pos() 的 任意 系 综 , HET 为 任意 字母 表 , > 
c=) 0a) (8.22) 


表示 系 综 0 的 平均 态 ， 通 过 命题 2.52， 我 们 发 现 一 定 存在 一 个 字母 表 A、 一 个 概率 向 量 
p € P(A) 和 一 个 形式 为 0, :T — Pos(&) 的 系 综 集 合 {0。: bE A}, 其 中 每 个 都 满足 约束 条 
件 


>》 (a) =o (8.23) 
acer 
并 且 有 着 性 质 
{a ET : 6s(a) #0}| < dim(X)’, (8.24) 
从 而 9 ASA 


0 =X pb) (8.25) 


bEA 
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给 出 . 
因为 根据 命题 5.48 我 们 有 
x(®(9)) < >_p(b)x(®(0,)), (8.26) 


beEA 


所 以 一 定 存 在 至 少 一 个 符号 be A, 其 中 p(b) > 0 H 
X(®(0)) < x(®()). (8.27) 
将 任 选 的 be A 固定 下 来 , 并且 使 
To = {a ET : O(a) #0}. (8.28) 
对 于 一 个 任 选 的 单 射 f :To E, 我 们 可 以 得 到 一 个 系 综 n: E Pos( g) 使 得 
x(®(n)) > x(®(8)) (8.29) 
通过 对 于 每 一 个 ae To BE n(f(a)) = O(a) 以 及 对 于 每 一 个 cg f(To) KE n(c) = 0 而 成 


VW. 


因为 刚刚 展示 的 论证 对 于 任 选 的 的 系 综 0 成 立 , 所 以 有 
x(®) = sap x(®(7)), (8.30) 


其 中 上 确 界 在 所 有 形式 为 7 : 一 Pos( 志 ) 的 系 综 上 . 由 于 所 有 这 样 的 系 综 的 集合 是 紧 的 , 所 
一 定 存在 一 个 相同 形式 的 系 综 使 式 (8.21) W. 

我 们 可 以 通过 下 面 的 方式 假设 关于 每 个 we E 的 额外 约束 条 件 rank(n(a)) < 1 成 立 : 首 

先 利用 命题 8.9, 用 一 个 对 于 每 个 a eT 都 满足 约束 条 件 rank(@(a)) < 1 的 系 综 代 替 给 定 的 

系 综 9, 并 且 接 下 来 继续 进行 上 面 的 论证 . 这 样 我 们 便 会 得 到 系 综 n: E — Pos) 且 对 于 每 

Mac 都 有 rank(m(a)) < 1， 从 而 式 (8.21) 成 立 , WH. 口 


8.1.1.4 信道 的 有 纠缠 协助 的 Holevo 容量 


利用 与 有 纠缠 协助 的 经 典 容量 相似 的 方式 ， 其 中 我 们 在 发 送 者 和 接收 者 预先 共享 一 个 
其 选择 的 态 这 一 设 定 下 借鉴 了 经 典 容 量 的 定义 , 我 们 可 以 定义 信道 的 有 纠缠 协助 的 Holevo 
容量 . 在 描述 该 概念 时 引入 下 面 的 定义 会 很 有 帮助 . 

定义 8.11 令 卫 为 一 个 字母 表 , 和 小 为 复 欧 几 里 得 空间 , n:E— Pos(\X @Y) 为 一 
个 系 综 ,， 并且 


p= 2, n(a) (8.31) 
aed 
表示 1) 的 平均 态 . WRIF HBP aCL MA 
Tr (n(a)) = Tr(n(a)) Træ (p) (8.32) 


成 立 , 那么 称 n 是 在 》 上 均匀 的 . 
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对 于 在 一 个 给 定 复 欧 几 里 得 空间 上 均匀 的 系 综 的 简单 操作 特征 描述 由 下 面 的 命题 给 出 . 
它 本 质 上 说 明了 这 种 系 综 是 通过 在 确定 二 分 态 的 另 一 个 子 系统 上 作用 一 个 随机 选择 的 信道 
而 获得 的 . 
命题 8.12 SY A-+AFHAR, VX 和 JJ 为 复 欧 几 里 得 空间 , FH: E — Pos(X ey) 
为 一 个 系 综 . 下 面 三 个 声明 是 等 价 的 : 
1. Aen 在 上 是 均匀 的 . 
2. 存在 一 个 复 欧 几 里 得 空间 Z、 一 个 态 o eE D(2Z @J)、 一 组 信道 集合 {B。: a € YU} C 
C(Z,X) 以 及 一 个 概率 向 量 p E P(X), 使 得 


n(a) = p(a) (Ba ® licy)) (0) (8.33) 
对 于 每 一 个 a € AK. 
3. 在 o 二 uu* 对 于 选 定 的 菜 些 单位 向 量 uc ZOY 成立 这 一 额外 假设 下 声明 2 仍然 成 立 . 
证 明 ”显然 由 声明 2 可 以 推导 出 声明 1, 并 且 由 声明 3 可 以 直接 推导 出 声明 2. 所 以 我 
们 只 需 证 明 由 声明 1 可 以 推导 出 声明 3. 
为 了 实现 这 个 目的 , 假设 n 在 》 上 是 均匀 的 , S p 表示 系 综 7 的 平均 态 , 并 且 使 | 
€ = Trx(p). (8.34) 
令 Z 为 一 个 维度 是 rank(€) 的 复 欧 几 里 得 空间 , S veEZgD 为 一 个 纯化 的 单位 癌 量 : 
Trz(ua*) =£. (8.35) 
由 于 7 Æ Y 上 是 均匀 的 , 所 以 有 
Tr(n(a)) Trz(uu*) = Trx(n(a)) (8.36) 
对 于 每 一 个 cez2 都 成 立 . 根据 命题 2.29, 我 们 可 以 得 到 结论 : 一 定 存 在 信道 ©, € C(Z, 2X) 
使 得 对 于 每 一 个 a cD 都 有 
n(a) = Tr(n(a)) (Ba ® Api) (uu*). (8.37) 


对 于 每 个 ae DRE o= wu 及 pla) =Tr(n(a)), RATRE AERX ZAA EH. L 
定义 8.13 AEC, V) 为 一 个 关于 复 欧 几 里 得 空间 X f Yy 的 信道 . 更 的 有 纠缠 
协助 的 Holevo 容量 是 定义 为 


Xa(®) = e x((®@ ® 1rw))(n)) (8.38) 


的 量 Xp( 转 )， 其 中 上 确 界 在 选 定 的 所 有 复 欧 几 里 得 空间 W FARE URAW 上 均匀 的 
系 综 7: 一 Pos(X ® W) 上. 

有 纠缠 协助 的 经 典 容 量 和 有 纠缠 协助 的 Holevo 容量 之 间 的 关系 将 在 8.1.3 节 中 讨论 . 关 
于 这 一 点 , 对 于 一 个 给 定 的 在 W 上 均匀 的 系 综 , 由 命题 8.12 推导 出 的 其 存在 的 二 分 态 可 以 
看 作 一 个 在 发 送 者 和 接收 者 之 间 共 享 的 态 , 这 个 态 可 以 促进 信息 的 传输 . 
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8.1.1.5 ”相干 信息 


本 小 节 将 定义 的 与 一 个 给 定 信道 相关 的 最 后 一 个 量 是 相干 信息 . 
定义 8.14 ”对 于 复 欧 几 里 得 空间 七 和 JJ), APEC, YV) 为 一 个 信道 且 o eD) 为 
一 个 态 . o 通过 o 的 相干 信息 定义 为 


1o(o; 8) = H($(o)) — H( (® @ licx)) (vec(Vo) vec(V5) (8.39) 
的 量 I.(0;0). 更 的 最 大 相干 信息 是 


I.(®) = lelo; ®). (8.40) 


orED(X) 
一 般 来 说 , 态 o 通过 一 个 信道 © 的 相干 信息 量化 了 将 更 作用 在 o 的 纯化 态 上 之 后 所 
存在 的 关联 性 . 为 了 简洁 且 具 体 ， 该 定义 隐 含 地 令 该 纯化 为 vec(V5); 其 他 的 纯化 都 会 得 到 
同样 的 量 . 
正如 上 面 的 定义 所 述 , 考虑 关于 空间 Y M X 的 一 对 寄存 器 (Y,X) 的 态 


p = (B®) (vec(Vo) vec(Va)*) € DV 8 4). (8.41) 
则 o 通过 © 的 相干 信息 Lloi) 等 于 H(Y) - H(Y,X). 因此 , Y 和 X 之 间 的 量子 互信 息 由 
I(Y : X) = Ic(o; B)+ H(o) (8.42) 


给 出 . 尽管 相干 信息 与 信道 容量 的 定义 间 的 关联 无 法 被 直接 看 出 , 但 我 们 在 后 面 会 证 明 该 量 
对 于 有 纠缠 协助 的 经 典 容 量 和 量子 容量 (将 在 8.2 节 中 定义 ) 来 说 有 着 基本 的 重要 性 . 

下 面 的 定理 证 明了 一 个 直观 的 事实 : 关于 一 个 任 选 的 输入 态 , 把 一 个 信道 的 输出 输送 给 
第 二 个 信道 不 会 导致 相干 信息 的 增加 . 

命题 8.15 ”对 于 复 欧 几 里 得 空间 XLV FZ, SF pec, YV) fF VEC(Y,Z) 为 信道 
Hoe D(X) 为 一 个 态 . 有 

Ic(o; YE) < Ic(o; ®) (8.43) 

证 明 ”选择 复 欧 几 里 得 空间 WA V, 以 及 等 距 算 子 Ac U(X, VOW) Al BEU(Y,Z@ 

V), 从 而 对 于 所 有 X ELX) 和 YeL(y), 可 以 得 到 GB 和 本 的 Stinespring 表示 分 别 为 


®(X)=Trw(AXA*) 和 W(Y) = Try(BY B*). (8.44) 
jE XL —-P Bue Z@VEWALXKHA 
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现在 , 考虑 四 个 寄存 器 Z、V、W 和 X, 它们 分 别 对 应 空间 Z, V Ww 和 xX 假设 复合 寄 

存 器 (Z,V,W,X) 在 纯 态 wu* 内 , 我 们 有 下 面 的 表达 式 : 

Ic(cr; $) = H(Z, V) =" H(Z, V, X), 
(8.46) 
Ic(o; Y) = H(Z) — H(Z, X). 

则 该 命题 可 以 根据 von Neumann WARRE IIE (定理 5.36) 得 到 . 口 
在 本 章 的 某 些 证 明 中 , 我 们 可 以 很 方便 地 参考 互补 信道 的 概念 . 这 一 概念 定义 如 下 . 
定义 8.16 4 HE C(X,)) 和 亚 EQ(,Z) 为 信道 , 其 中 区、 和 了 为 复 欧 几 里 得 空 

间 . 如 果 存 在 一 个 等 距 算 子 AE U(X,)》@2Z) 使 


(X) = Trz(AXA*) 和 W(X) =Try(AXA*) (8.47) 


FB X ELX) 都 成 立 , WANA O fo V 是 互补 的 . 

根据 推论 2.27 我 们 可 以 立即 得 到 , 对 于 每 一 个 信道 © € C(X,Y), 一 定 存在 一 个 复 欧 几 
里 得 空间 Z 和 一 个 互补 于 B 的 信道 Ve C(,Z); 这 样 的 信道 更 可 以 从 5 的 一 个 任 选 的 
Stinespring 表示 获得 . 

命题 8.17 对 于 复 欧 几 里 得 空间 X.Y PZ, Ae, V) fe VEC(X,Z) 为 互补 
信道 , 令 o ED(X) 为 一 个 态 . 有 


Ic(o; B) = H(®(o)) — H(¥(0)) (8.48) 
证 明 ”根据 更 和 更 是 互补 的 这 一 假设 , 一 定 存在 一 个 等 距 算 子 A e U(X, o Z) 使 得 


式 (8.47) 对 于 每 一 个 XeL(X) 都 成 立 . 令 X.Y 和 Z 分 别 为 关于 空间 VY. Yy 和 Z 的 寄存 
器 , 定义 单位 向 量 we VaZaxH 


u = (A®1x)vec(Vo). (8.49) 

关于 复合 寄存 器 (Y,Z, X) 的 纯 态 wu* ， 有 H(Z) = H(Y, X) 成 立 ， 因 此 
H((® 8 Dixy) (vee(Va) vee(Va)") ) = H(W(o)), (8.50) 
由 此 可 得 命题 成 立 . 口 


8.1.2 Holevo-Schumacher-Westmoreland 定理 


AS IAFF UE H Holevo-Schumacher-Westmoreland 定理 说 明了 一 个 量子 信道 的 经 
典 容量 由 它 的 Hoelvo 容量 约束 了 下 界 ， 并 且 通 过 对 Holevo 容量 进行 正则 化 我 们 可 以 得 到 
经 典 容 量 的 一 个 特征 ,我 们 将 首先 介绍 经 典 到 量子 乘积 态 信道 码 的 概念 以 及 对 于 分 析 这 些 
码 很 有 用 的 一 些 数 学 结果 . 


8.1.2.1 经典 到 量子 乘积 态 信道 码 


在 研究 量子 信道 的 经 典 容量 时 ,考虑 一 个 相关 但 是 某 种 程度 上 来 说 更 为 基础 的 利用 确 
定 的 量子 态 集合 编码 经 典 信息 的 任务 会 大 有 神 益 . 为 了 将 这 一 任务 与 一 个 信道 的 经 典 容量 
的 概念 相 联 系 ， 我 们 必须 在 用 来 编码 经 典 信息 的 特定 态 集合 与 给 定 的 信道 之 间 建 立 一 种 联 
系 一 一 不 过 ， 从 实际 出 发 , 我 们 可 以 先 单独 考察 将 经 典 信息 编码 在 量子 态 上 的 任务 . 

在 接 下 来 的 讨论 中 ,TT = {0,1} 将 表示 二 元 字母 表 ， 





loa :a € E} C D(X) (8.51) 
将 表示 一 组 固定 的 态 集合 , 其 中 x 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 且 区 为 一 个 字母 表 . 我 们 将 要 
考虑 的 情况 是 ， 表 示 经 典 信 息 的 二 元 字符 串 将 以 每 一 个 二 元 字符 串 都 可 以 以 高 概率 从 其 纺 
人 码 恢复 原状 的 方式 ， 被 编码 在 从 集合 (8.51) 中 得 到 的 量子 态 的 张 量 积 上 . 

用 更 精确 的 术语 来 说 , 我 们 将 假设 选 定 了 正 整 数 n Alm, 并且 对 于 选 定 的 某 些 字符 串 
al .an E E”, 每 一 个 长 度 为 m 的 二 元 字符 串 bi- -bm CT" 都 将 由 形式 为 


Ta, Q- O Oan E D(X") (8.52) 


的 乘积 态 编码 . 也 就 是 说 ， 我 们 将 选择 函数 f : 一 r, 并 且 每 个 字符 串 b1 .bw E TI™ 
都 将 由 态 (8.52) 编码 ， 其 中 ai an = f(b1…bm)， 当 讨论 这 种 码 时 ， 对 于 每 个 字符 品 
aan E E”, 利用 简化 符号 


Diiin = Wa D A Oan (8.53) 
进行 表示 会 很 方便 ， 关 于 这 个 符号 我 们 有 
O f(by-bm) © D(X®") (8.54) 


表示 编码 字符 串 by ss bm E T” KWS. 
从 对 一 个 给 定 二 元 字符 串 的 编码 , 我 们 可 以 希望 用 测量 来 解码 该 字符 串 . 这 种 测量 有 着 
形式 p: T7 一 Pos(X8"), 并且 可 以 成 功 地 将 一 个 特定 字符 串 bi- bm 以 概率 


(u(bi IF (8.55) 


从 其 编码 进行 恢复 . 

作为 一 般 的 目标 , 我 们 通常 对 可 以 使 成 功 解码 的 概率 接近 于 1 且 比 率 m/n 尽 可 能 大 的 
编码 方案 感 兴趣 , 该 比率 表示 经 典 信息 的 有 效 传输 率 . 下 面 的 定义 总 结 了 这 些 概念 . 

定义 8.18 令 巴 为 一 个 字母 表 , X 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 ， 


{og:a€X}C D(X) (8.56) 


O 我 们 可 以 推广 整个 讨论 , 以 使 任意 字母 表 T 替代 二 元 字母 表 . 由 于 从 本 书 的 角度 来 说 , 这 样 做 收益 甚 微 , 所 以 为 
了 简便 我 们 会 假设 工 = {0,1}. 
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为 一 组 态 集合 , 工 = {0,1} 表示 二 元 字母 表 , 并 且 n fom ALHR SKS (8.56) 的 经 典 到 
量子 乘积 态 信道 码 是 由 形式 为 


f: >E" 和 pw:T™ = Pos(¥®") (8.57) 


的 一 个 函数 和 一 个 测量 组 成 的 对 (fu). 这 种 码 的 比率 等 于 分 数 m/n. 另外 ， 如 果 该 码 有 以 
6 为 边界 的 误差 ， 则 意味 着 有 


(u(bi sia ies bs Tf (by eb >1-46 (8.58) 


对 于 每 一 个 字符 串 bi1.… bm ET” 都 成 立 . 

注 : 在 这 一 定义 中 ,我们 使 用 了 术语 信道 码 来 区 分 这 种 码 与 源码 (参见 第 5 章 ). 从 某 种 
意义 上 来 说 , 这 两 个 概念 是 互补 的 . 信道 码 表示 信息 被 编码 在 有 着 一 定 随 机 度 的 态 上 这 一 情 
况 ， 而 源码 表示 由 一 个 随机 源 产 生 的 信息 被 编码 在 一 个 选 定 态 上 这 一 情况 . 

显然 ， 某 些 选 定 的 集合 {o.: ae E} 相 比 其 他 集合 来 说 更 适合 建立 经 典 到 量子 的 乘积 
态 信道 码 , 在 此 假设 我 们 希望 将 这 样 的 码 的 比率 最 大 化 , 将 误差 最 小 化 . 在 极 大 程度 上 , 后 
面 的 分 析 将 关注 这 种 情况 : 对 于 一 个 固定 的 态 的 集合 , 我 们 关心 这 个 集合 关于 经 典 到 量子 乘 
积 态 信道 码 的 能 力 . 


8.1.2.2” 态 的 系 综 的 典型 性 


典型 性 的 概念 是 本 章 将 展示 的 多 个 证 明 的 核心 ， 本章 包括 关于 经 典 到 量子 乘积 信道 码 
的 处 理 速率 与 误差 界 的 基本 定理 . 

我 们 在 5.3.1 节 中 曾 介绍 过 典型 性 的 标准 定义 一 一 但 是 在 信道 编码 下 我 们 将 用 到 该 定义 
对 态 的 系 综 的 一 个 推广 . 下 面 的 定义 是 对 该 概念 的 讨论 的 一 个 起 始点 , 它 提供 了 一 个 关于 联 
合 概率 分 布 的 典型 性 的 概念 . 

定义 8.19 ”对 于 字母 表 DT FHT, 令 peEP(D xT) 为 一 个 概率 向 量 ,并且 使 g EPE) 
为 对 于 每 个 ae 史 定义 为 

qla) = 》 p(a,b) (8.59) 
bET 

的 边际 概率 向 量 . TARAA >00, EK n 以 及 满足 qlari) e qlan) > 0 4 
字符 串 ul.…an E 2m， 若 下 式 成 立 ， 则 称 字 符 串 下 :bn E AF a1…an € U" 条 件 下 
=- 典 型 的 : 


g—n(H(p)—H(q)+e) < Pla; 1) Pan bn) sn(H(p)-H(g)-e) (8.60) 
q(ai)---q(an) 


我 们 可 以 用 Karane P) 来 表示 所 有 这 样 的 字符 串 0b1 .…bn CT" 的 集合 . 

对 于 所 有 使 得 g(a1):…g(an) = 0 的 字符 串 aran E Er, 我 们 还 可 以 很 方便 地 定义 
Ka..a,.e(p) = 8， 当 一 个 概率 向 量 pe PŒ x T) 已 固定 , 或 者 可 以 安全 地 认为 它 是 隐 舍 的 
HF, Karane 可 以 用 来 代替 Kaian elp) 
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直觉 上 , 如 果 我 们 根据 一 个 给 定 的 概率 向 量 pe P(D xT), 通过 独立 地 随机 选取 (a1,b1)， 

:… (an, bn) 来 选择 字符 串 a, :an € Er Al by ---b, E I”, 那么 我 们 可 以 合理 地 期 望 页 .加 

被 包含 在 Kaan elp) 之 中 , 且 随 着 n 的 增加 ,这 一 期 望 人 印发 可 能 是 事实 . 我们 将 通过 下 面 

的 命题 阐述 这 一 事实 ,该 命题 依据 弱 大 数 定理 (定理 1.15) 一 一 这 一 方法 本 质 上 与 相似 的 事 
实 (命题 5.42) 是 相同 的 , 这 一 事实 是 基于 5.3.1 节 中 所 讨论 的 典型 性 的 定义 证 明 的 . 

命题 8.20 ”对 于 字母 表 允 和 T, 令 pEP( xT) 为 一 个 概率 向 量 . 对 于 每 一 个 > 0， 


有 
Lim > `o p(a1, b1) +++ plan, bn) = 1 (8.61) 
a1 An EEr by++-bn EC Kay.--an.e 
证 明 “对 于 每 个 ae, S ge P(r) 为 定义 为 
qla) = 》 p(a,b) (8.62) 
bEeT 


的 边缘 概率 向 量 , 并 且 定 义 一 个 随机 变量 X E xT — [0,00) 为 





pa | log(p(a,b)) +log(a(a)) p(a,b) > 0 na 
0 p(a,b) =0 

且 该 变量 关于 概率 向 量 bp 分 布 . 该 随机 变量 的 期 望 值 由 

E(X) = H(p) — H(q) (8.64) 
给 出 
现在 , 对 于 任意 正 整 数 n, 以 及 根据 X 同 分 布 的 独立 随机 变量 X, Xn, 我 们 有 
Pr 人 mitt As a- Ho < e) 

(8.65) 


E 2 > p(ai,b1)-++p(an, bn). 
aitan EL” bi bn €Ka,---a 


mE 


从 而 该 命题 的 绪论 可 以 根据 弱 大 数 定理 (定理 1.15) 得 出 . 口 
以 下 命题 给 出 了 集合 Kaca, = 期 望 大 小 的 上 界 . 对 于 典型 性 的 标准 定义 来 说 ， 它 与 命 
题 5.43 相似 . 
命题 8.21 FFER UD GT, 令 PEP(ZxDT) 为 一 个 概率 向 量 ， 并 且 使 9E P(E) 
为 对 每 个 aE€ 定义 为 
qla) = 》 p(a,b) (8.66) 


ber 


的 边际 概率 向 量 . 对 于 每 一 个 正 整 数 和 每 一 个 正 实 数 E> 0， 有 


So 和 | 本 | (8.67) 


Q1…Qn > Fi 


证 了 明 对 于 每 个 满足 q(ai ) bios qlan) >0 的 字符 串 QI Qmn © 和 每 个 字符 串 by “7 Dn z 
S $ T 我 们 有 


2—n(H(p)—H(g)+e) < Par, br) ** Plan, bn) (8.68) 
q(a1)--*-q(@n) i 
因此 
9—n(H(p)—H(q) +e) `o qlari) q(an)|Ka, onde GM 
dian EDn 
7 T > g(a) at Gti, Jo ae) g 69) 
Ardn ENN bir -bnEKaz aE kP) | | 
= 2 > planb) plan bn) <1, 
Q1°**An EL" bibr €C Ka, ---an,e 
由 此 命题 成 立 . a 


通过 考察 一 个 系 综 内 的 态 的 谱 分 解 ， 由 定义 8.19 所 建立 的 关于 联合 概率 分 布 的 典型 性 
的 概念 可 以 直接 扩展 到 量子 态 的 系 综 上 . 

定义 8.22 47: U— Pos(X) 为 一 个 态 的 系 综 , 其 中 XK 是 一 个 复 欧 几 里 得 空间 且 民 是 
一 个 字母 表 ， 并 且 使 工 为 一 个 字母 表 使 得 T| = dim(X). 根据 谱 定 理 (如 推论 1.4 Hk), 对 
于 某 些 选 定 的 概率 向 量 pe P(LOxl) HAF HAR GCUH X 的 规范 正 交 基 {uy : bETH, 
我 们 可 以 写 出 


nla) = Y p(a,b)Ua,pur, s (8.70) 
bET 


关于 系 综 n, 并且 对 于 每 个 正 实数 es > 0. PERK n 以 及 每 个 字符 串 aean E DU", 到 
XS” 的 在 aan 条 件 下 e- 典 型 子 空间 上 的 投影 定义 为 
gp >, tas br tig, t © °° * B Vanda Yanda” (8.71) 
六 ae 

注 : 对 于 一 个 选 定 的 字符 串 al.…an CU", Karane) 中 的 每 个 字符 串 中 .…bn 的 包 
含 关系 由 值 {p(Q1,01),… ,Pp(an,bn)} 的 多 重 集 独立 确定 ， 因此 ,同样 的 结论 对 于 总 和 (8.71) 
中 每 个 秩 为 1 的 投影 也 成 立 ， 从 而 由 定义 8.22 所 明确 的 投影 Aaa HAR 唯一 定义 ， 
并 且 独 立 于 谱 分 解 (8.70) 的 选择 . 

我 们 将 在 下 面 给 出 与 上 面 两 个 命题 相似 , 但 是 对 于 系 综 而 非 联 合 概率 分 布 成 立 的 事实 . 

命题 8.23 47:0 — Pos(\X) 为 一 个 态 的 系 综 , 其 中 X 是 一 个 复 欧 几 里 得 空间 且 E 
是 一 个 字母 表 . 对 于 每 一 个 & > 0， 有 


lim 2. (Aninei) @+++@n(an)) =1, (8.72) 


n— CO 
Qa) An EL” 


其 中 ， 关于 系 综 1, 对 于 每 个 正 整数 n 和 每 个 字符 串 Q1*** dn E a", Maran 是 到 Aan 的 
在 a1.…an 条 件 下 e- 典 型 子 空间 上 的 投影 . 此 外 ， 我 们 有 
` Tr(n(a1)) thei Tr(n(an)) :3p purrs! (8.73) 
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其 中 





B= Tr(n(a)) HY 8.74 
于 rom (ey) (8.74) 
n(a)#0 


证 明 HFE acd, > 


n(a) = >》 pla, b) Ua bUn b (8.75) 
beT 


为 如 定义 8.22 所 描述 的 nla) 的 一 个 谱 分 解 , 并 且 定 义 ge PŒ) 为 
qla) = 》 pla, b) (8.76) 


ber 
(这 等 价 于 qla) = Tr(n(a))). 对 于 每 个 正 整数 n, FAEKS s > 0 和 每 个 字符 串 aean € 
=", 我 们 有 

《本 


= 和 pos 的 ++ pan, bn), (8.77) 
E A T. PONA 
此 外 
8=H(p)—H(q) H Tr(Ag,...a,,c) = es sets (8.78) 
因此 该 命题 可 以 根据 命题 8.20 和 命题 8.21 得 到 . 口 


8.1.2.3 ”一 个 有 用 的 算 子 不 等 式 


在 分 析 经 典 到 量子 乘积 态 信 道 码 的 表现 时 ， 可 以 利用 一 个 算 子 不 等 式 ， 我 们 将 在 引 理 
8.25 中 给 出 该 不 等 式 . 对 于 该 不 等 式 的 证 明 利用 了 下 面 关 于 半 正 定 算 子 的 平方 根 的 事实 . 

引 理 8.24 (平方 根 函 数 的 算 子 单调 性 ) 令 率 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 且 P,Q € Pos(*) 
为 半 正 定 算 子 . 有 


VP </P+Q (8.79) 
证 明 KAT 
HEY ean 
是 半 正 定 的 . 由 于 [P+Q,1]=0 和 VP 是 Hermite 的 , 所 以 根据 引 理 5.29 我 们 有 
VP < VP+QV1= /P+Q, (8.81) 
即 为 所 求 . 口 


注 : 不 依赖 引 理 5.29 而 直接 证 明 引 理 8.24 不 会 太 难 , 我们 可 以 利用 算 子 的 谱 性 质 进行 
证 明 , 这 些 性 质 也 在 引 理 5.29 中 有 过 应 用 . 
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引 理 8.25 (Hayashi-Nagaoka) 令 革 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 ，P,Q@ € Pos(X) AFER 


算 子 ,并且 假 设 P<1. 有 
—/(P+Q)+PV(P+Q)+ <2(1 — P)+4Q 


成 立 . 
证 明 ”对 于 每 一 个 选 定 的 算 子 4,B € L(Y), 我 们 有 


0 < (A — B)(A — B)* = AA* + BB* — (AB*+BA*), 


因此 AB* + BA* < AA* + BB*. 对 于 一 个 给 定 的 算 子 Xe L(X), RE 
A=X/Q 和 B=(1-X)/Q, 
这 样 可 以 得 到 


XQ- X) + (1 —-X)QX* < XQX*4+(1-x)Qa - Xx)’, 


因此 


Q = XQX*+XQ(1-—X)* +0 XVX +A- XVI-X) 


< 2XQX* +2(1 — X)\Q0- X)*. 


对 于 特定 选择 的 X= /P+Q, 我 们 可 以 得 到 


Q<2/P+QQVP+Q+2(1- /P+Q)Q(1- VP+Q), 


由 于 观察 到 Q <PH, 我 们 有 


Q<2/P+QQ/P+Q 
+2(1 - VPFQ) (P+Q) (1- VP+¥Q) 
— vP+Q(21 +4Q —4/P¥Q + 2P)VP+Q. 


利用 P< 1 以 及 引 理 8.24, RANA 
P<VP</P+Q, 
因此 
Q< VPFQ(21 -2P +4Q) /P+Q. 
根据 VP FQ 的 Moore-Penrose Pitt mA PAL SEE HT DLE BI 


V(P+Q)*+Q V(P+Q)t < Mimp) — 2P + 4Q. 


(8.82) 


(8.83) 


(8.84) 


(8.85) 


(8.86) 


(8.87) 


(8.88) 


(8.89) 


(8.90) 


(8.91) 
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所 以 有 
1-/(P+Q)*PV(P+Q)* 
=1— Ilim(p+@) + V (P + Q)* Q V (P +Q)* 
<1 +Ilimpe+go) — 2P +4Q 
<2(1 — P) +4Q, 
即 为 所 求 . 口 
8.1.2.4 ”对 于 经 典 到 量子 乘积 态 信道 码 的 存在 性 证 明 


我 们 回 到 对 于 经 典 到 量子 乘积 态 信道 码 的 讨论 . 如 之 前 那样 我 们 假设 字母 表 2 、 复 欧 几 
里 得 空间 x 和 一 组 态 集合 


(8.92) 


{og : a€d}C D(X) (8.93) 


已经 确定 , HHS T = {0,1} 表示 二 元 字母 表 . 我 们 很 自然 地 想 知道 , 对 于 任意 选 定 的 正 实 
数 6 > 0 和 正 整 数 m 与 n, 对 于 该 集合 , 是 否 存在 一 个 误差 小 于 6 的 形式 为 


f:T"™ 3d" 和 Jf:I™— Pos(X®"), (8.94) 


的 经 典 到 量子 乘积 态 信道 码 (f, p). 

普遍 来 说 , 我 们 认为 从 计算 的 角度 来 看 做 出 这 样 的 判断 并 不 容易 . 然而 , 通过 概率 方法 
证 明 一 个 尚 可 的 经 典 到 量子 乘积 态 信 道 码 的 存在 是 可 能 的 : 对 于 合适 的 nm 和 6， 随 机 选 
FEN RIAL fr” 一 27 以 及 合适 的 测量 j : Tm 一 Pos( 人 87), 获得 一 个 误差 小 于 6 的 编码 方 
案 的 可 能 性 不 为 零 . 下 面 的 定理 给 出 了 一 个 关于 参数 n,m 和 6 的 声明 , 通过 这 些 参数 , 这 
一 方法 给 出 了 对 经 典 到 量子 乘积 态 信道 码 的 存在 性 的 证 明 . 

定理 8.26 ” 令 忆 为 一 个 字母 表 , X 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 ， 


{og : aE D} E D(X) (8.95) 


为 态 的 集合 ， 并 且 使 下 = {0,1} 表示 二 元 字母 表 . 此 外 令 p € P(E) 为 一 个 概率 向 量 ,， 令 
:一 Pos(&¥) 为 对 于 每 个 wED 定义 为 


(a) = p(a)oa (8.96) 


At, Rika 是 一 个 满足 a < y(n) 的 正 实数 ， 并 且 使 6 > 0 为 一 个 正 实数 . 对 于 除 
有 限 个 以 外 的 所 有 正 整 数 nn， 以 及 m = |an|]， 存 在 一 个 函数 f : Im 一 DU” 和 一 个 测量 
p: T™ 一 Pos( X8") 使 得 

(pu(bi ` bm), O f(by---bm)) >1 一 0 (8.97) 


对 于 每 一 个 by = brn erm 都 成 立 . 


396 Tle ate 


证 明 “我们 首先 假设 ”和 和 m 是 任意 正 整数 . 正如 上 面 提 到 的 , 证 明 利用 了 概率 方法 : 
根据 一 个 特定 的 概率 分 布 选择 一 个 随机 函数 g TH 一 >", 对 每 个 可 选 的 g 都 定义 一 个 解 
码 测量 p 然后 分 析 (9, u) 的 解码 误差 的 概率 的 期 望 . 正如 证 明 中 之 后 会 解释 的 ,这 一 分 析 
暗示 了 信道 编码 方案 (Sa) 的 存在 性 , 其 中 f :TT™ 一 27 来 源 于 g,， 并 且 对 于 除 有 限 个 以 外 
的 所 有 n 和 m = |an| 满足 定理 的 要 求 . 

g 将 根据 一 个 特定 分 布 进行 选择 , 在 这 个 分 布 中 9 的 每 个 输出 符号 都 是 根据 概率 癌 量 p 
独立 挑选 出 来 的 . 等 价 地 , 对 于 根据 上 述 分 布 所 做 出 的 g 的 随机 选择 , RITA 


Pr(g(b1 bme) = är “an) = plai) +++ plan) (8.98) 


WFR y+ Omg ET) 和 a1…an € E” 的 选择 都 成 立 ， 此 外 在 独立 选 定 的 输入 字 
符 串 bi- bmi 上 随机 选择 的 g 的 输出 之 间 是 互 不 相关 的 . 

与 9 相 联 系 的 解码 测量 y 并 不 是 随机 选择 的 ; 对 于 每 个 9 我 们 都 以 一 种 依赖 于 系 综 7 
的 方式 定义 了 一 个 特定 的 测量 . 首先 , S s > 0 为 一 个 足够 小 的 正 实数 使 得 不 等 式 


a < x(n) — 3e (8.99) 


成 立 . 对 于 每 个 字符 串 An s An E a 关于 系 综 T)» & s PAPPE 表示 到 Aen 上 在 Ql1*** Un, 条 
件 下 的 e- 典 型 子 空间 的 投影 , HF AA IL, 为 到 VO" 关于 系 综 n 的 平均 态 
= > p(a)oa (8.100) 


aed 
的 e- 典 型 子 空间 上 的 投影 (由 于 s 已 确定 , 所 以 我 们 并 没 明确 地 写 出 Aaa, 和 II 对 es 的 依 
ROPE, 这 样 可 以 使 表达 式 稍微 没有 那么 混乱 ). 接 下 来 , 对 于 一 个 给 定 的 函数 g: mH 一 9"， 
定义 算 子 
Q = 》, TE P OE R 1E (8.101) 


ba tbim 41 ED +1 


并 且 ， 对 于 每 个 二 元 字符 串 bi- -bmp Er", 定义 算 子 
Ortas = VO Meho b la O (8.102) 
每 个 算 子 Qu .，，， 都 是 半 正 定 的 ， 此 外 


Bt = Limca): (8.103) 


bi bmp Ere tt 


最 后 , SFE p++ dmg ET™!, 与 g 相关 的 测量 u: Tt! — Pos(¥®") 定义 为 


u(bi 。 Bgg) = Ca ee te T — — (1 — Mim(Q))- (8.104) 
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对 于 选 定 的 每 个 g, 在 恢复 一 个 字符 串 bi- -bmp E DPH 的 过 程 中 , 与 g 相关 的 测量 
pe 出 错 的 概率 等 于 


(1— (bi -< bm41), 0 babai) (8.105) 
证 明 的 下 一 步 为 平均 错误 率 
A >, = Mlbr = ++ Bnet); Ogn bm) (8.106) 


by -by EL mT 


确定 了 一 个 上 界 , 其 中 字符 串 bi- bmg E DH 是 均匀 选择 的 . 为 了 构造 这 个 平均 错误 率 
的 界 , 我 们 首先 观察 到 对 于 每 个 六 Omg ETT, 由 引 理 8.25 可 以 推导 出 


i Qb,---b bm+1 


(8.107) 
< 2 I nAg(by--- bm+1)ln ) T 4(Q E Ta Ag(by-+-bi41) Hn) - 
因此 , 对 于 一 个 确定 的 g, 恢复 一 个 给 定 字 符 串 bi- Omi 的 错误 率 由 
2(1 = Tn by ia dlls ok OR. (8.108) 


十 4(Q = I A gow iB i Lins Og(bi i 


给 出 了 上 界 . 我 们 将 会 说 明 , 在 m= |an] 这 一 额外 假设 下 , 当 bp +++ bmp ETOH 是 均匀 选 
择 的 且 g 是 根据 上 述 分 布 选择 的 时 , 这 一 表达 式 的 期 望 值 是 很 小 的 . 

我 们 将 首先 考虑 式 (8.108) 中 的 第 一 项 . 为 了 证 明 该 量 的 期 望 值 的 上 界 , 我 们 可 以 很 方 
便 地 利用 算 子 恒等式 


ABA = AB + BA — B + (1 — A)B(1 — A). (8.109) 
特别 地 , 对 于 任 选 的 字符 串 ui …:an e 3", 该 恒等式 说 明 
(aanas | a. ee 


= Aa a ee 十 (Anii [lyst A E — CA aidar anaa 


(8.110) 
FT on 


> ES .am si + fe Le 一 Co E. PE E” 


由 于 Au…a。 是 一 个 投影 算 子 并 且 与 Caan 对 易 ， 所 以 有 
《和 
a a 
= (Mn = Wyo; ian) + (1 = Mn (1 — Aaa Onan) (8.111) 
> (21n — 1, ay.--an ) — i — Aay--an Sayan ) 
二 
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通过 结合 不 等 式 (8.110) 和 不 等 式 (8.111)， 并 且 对 所 有 aian E Er 的 选择 取 平 均 ， 其 中 
每 个 ok 都 根据 概率 向量 p 独立 选择 , 我 们 可 以 发 现 


2, p(aa) ++ pan) lle... ni Caran) 


a1‘'An EL" 


> 21D + 3 p(a1) - -plaa ) (Aaris: %a1--an) — 2: 
aian EDT 
根据 命题 5.42 和 8.23, I (8.112) 的 右边 在 n 趋 近 于 无 穷 这 一 极限 下 接近 于 1， 从 中 我 
们 可 以 得 到 


(8.112) 


GO| œ% 


>》 plar) Plân KI 一 Wp Aasian nEn am) < 


a1 an EN” 
对 于 除 有 限 个 以 外 的 所 有 正 整 数 成立 . 所 以 , 对 于 任意 使 不 等 式 (8.113) 成 立 的 n, 对 于 
一 个 如 上 面 所 述 的 随机 选择 的 g: Tm+1 一 un, 表达 式 


(8.113) 


2(1 = Tn Ag(by---bma1) ttn: O g(by E) (8.114) 


的 期 望 值 对 于 一 个 任 选 的 bi -bm BEA 8/4, 从 而 同样 的 界 对 于 一 个 均匀 选择 的 二 元 字 
AF EB bi uae bm+1 € pmtt 也 成 立 . 
接 下 来 我 们 考虑 式 (8.108) 中 的 第 二 项 . 首先 我 们 可 以 观察 到 


Q = Ihom,.. Bd = > i. aasa (8.115) 
Ciemi Er 


c1 crm 十 1 天 D1 bmt 


从 而 


(Q — Mahai bnga i oatby -civaser) 
= >, (Tn Ag(cr--em41) Ln gf By bien 4a} P (8.116) 


ci Cm4 Err 
Ci Cm4 Ebr bma 


因为 每 个 输入 字符 串 上 的 函数 9 的 值 都 是 根据 概率 问 量 pSr 独立 选择 的 ， 所 以 对 于 bi 
Oni 次 C1 Cm+tl’ g(bi 2 bmi) 和 g(c1 +e Gil) 之 间 不 存在 相关 性 . 因此 上 述 表 达 式 的 期 
望 值 由 

(22-1) XO pla) -plan Aarons Ino oI) (8.117) 


ai CT Ex” 


给 出 . 根据 命题 8.23, A 


放下 (8.118) 


alian EEr 
对 于 
B = > pla) H(oa) (8.119) 
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成 立 , 并 且 根 据 II 的 定义 我 们 有 
Ay oP, RE a (8.120) 


所 以 
(27 — 1) 5. p(ay) - plan Aarna na la) 
aan EE” (8.121) 
£ i 


从 而 式 (8.108) 中 的 第 二 项 的 期 望 值 由 
WR (8.122) 
确立 上 界 . 
现在 假设 m= jan]. 对 于 根据 之 前 说 明 的 分 布 所 选取 的 g: TH 一 2"” 和 均匀 选择 的 
by Ai Omii = pert, 对 于 除 有 限 个 以 外 的 所 有 Ths 错误 率 (8.106) 的 期 望 值 至 多 为 
6 6 


a p gan—n(x(1)—26) +3 < i 4 Q7ent+3 (8.123) 
因为 
0 
aen < (8.124) 


对 于 所 有 足够 大 的 n 都 成 立 , 所 以 对 于 除 有 限 个 以 外 的 所 有 n, 错误 率 (8.106) 的 期 望 值 小 
于 5/2. 因此 , 对 于 除 有 限 个 以 外 的 所 有 n, 一定 存在 至 少 一 个 函数 g: TH 一 327， 使 得 对 
于 与 g 相关 的 测量 p 有 


l 6 
Dm Y (1 = (bi +++ brhi) Talb biasd) < 5 (8.125) 


by-bm4 1 ETH 
成 立 . 
最 后 , 对 于 使 得 界 (8.125) 成 立 的 mw m= |an|, UK g M u, 考虑 所 有 编码 会 导致 以 至 
少 为 6 的 概率 出 现 解 码 错误 的 字符 串 的 集合 





B= fbi -bma € il te K (1 — u(bi «++ bm41); 0 g(by---bin41)) => 5}, (8.126) 
j |B| 
ô| B 0 
97n 十 1 < 9? (8.127) 


因此 |B| < 2”. 通过 定义 函数 f : IT™ so" 为 f = gh, 对 于 一 个 任 选 的 单 射 h : Fm 一 
I™t\ Bs; BANA 
(u(bi :bm),op(bi.bm)) >1—6 (8.128) 


对 于 所 有 的 bi +++ bm ET 者 成立. WEAR. 口 
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8.1.2.5 Holevo-Schumacher-Westmoreland 定理 的 前述 与 证 明 

接 下 来 我 们 要 说 明 Holevo-Schumacher-Westmoreland M, 并且 利 用 定理 8.26 对 其 进 
行 证 明 . 

定理 8.27 (Holevo-Schumacher-Westmoreland 定理 ) 令 计 和 站 为 复 欧 几 里 得 空间 ， 
PECX, YV) 为 一 个 信道 . D 的 经 典 容量 等 于 它 正 则 化 后 的 Holevo 容量 : 


x(22") 


C(®) = lim 7 (8.129) 
证 明 ”证明 的 第 一 个 关键 步骤 是 利用 定理 8.26 证 明 不 等 式 
x(®) < C(®). (8.130) 


该 不 等 式 在 X(@) = 0 时 显然 成 立 ,， 所 以 我 们 假设 X(@) XE. 

对 于 任意 字母 表 D, 考虑 系 综 n : 一 Pos(X), 它 对 于 每 个 ac RIRA nla) = p(a)po， 
其 中 

{pa : a€ E} CD(X) (8.131) 

是 态 的 集合 且 p € P(E) 是 一 个 概率 向 量 . 假设 x(B(n)) 为 正 并 且 固 定 一 个 正 实数 a < 
x(G(n)). 此 外 对 于 每 个 ae 了 定义 oa = O(a), PE > 0 为 一 个 正 实数 , $T = {0,1} 表示 
二 元 字母 表 , 并 且 定 义 Z=". 

根据 定理 8.26,， 对 于 除 有 限 个 以 外 的 所 有 正 整 数 n， 以 及 m= |am|, 存在 一 个 经 典 到 
量子 乘积 态 信道 码 (f, 1), 其 形式 为 


f:I™ 35" 和 :TFTm Pos(y®"), (8.132) 
且 对 于 集合 
{ou : a€d}CD()), (8.133) 


在 每 一 个 长 度 为 m 的 二 元 字符 串 上 出 错 概率 严格 小 于 e/2. 假设 这 样 选择 的 nm, 以 及 码 
(Fu) 已 确定 , 并 且 对 于 所 有 的 ZeL(Zsm) M Y e L(V"), 定义 编码 和 解码 信道 


1 (8.134) 
如 下 : 
EelZ) 一 >, Sn a oe ZYP (by ---bm)> 
by ---by, ET™ (8.135) 
Bo(Y)= Yo {pbr Bah ¥) Edieta 
bi-bm EL'™ 


根据 码 (f, u) 的 上 述 性 质 可 以 得 到 


(Bi bape (SS BO" Sp) (Eby eg pe > 1 2 (8.136) 
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对 于 每 一 个 bj …b ET” 都 成 立 . 由 于 Ss 是 一 个 经 典 到 量子 信道 且 Ep 是 量子 到 经 典 的 ， 
我 们 可 以 发 现 End E, 是 完全 失 相 信道 Asm < C(Z8m) 的 一 个 < 近似 . 

我 们 已 经 证 明了 对 于 任意 选 定 的 正 实数 a < X(@) Mle > 0, 对 于 除 有 限 个 以 外 的 所 有 
n 以 及 m= |an], 信道 6°" 仿真 了 完全 失 相 信道 APT 的 = 近似 . 在 此 我 们 可 以 得 到 不 等 
式 (8.130) 成 立 . 对 于 任意 正 整数 n, 我 们 可 以 将 相同 的 推理 应 用 到 信道 O°" 上 来 代替 D, 
以 获得 

at < = _ C(4). (8.137) 

证 明 的 第 二 个 关键 步骤 说 明了 正则 化 的 Holevo 容量 是 更 的 经 典 容量 上 的 一 个 上 界 . 当 
与 不 等 式 (8.137) 结合 起 来 时 , 我 们 可 以 发 现 式 (8.129) aol. 如 
R C(®) = 0, 那么 我 们 无 须 证 明 任何 东西 ,所 以 以 下 我 们 将 假设 C(®) > 

S a > 0 为 通过 ® 进行 经 典 信息 传输 的 可 达 率 , FFAS e > 0 ER. 对 于 除 有 限 
个 以 外 的 所 有 正 整 数 ”以 及 mm = lanj, 一定 有 O°" 仿真 了 完全 失 相 信道 Asm € C(Z®™) 
的 一 个 es- 近似 . 令 为 使 这 一 性 质 成 立 且 满足 m = lan] > 2 的 任意 正 整 数 . 我 们 将 考虑 下 
面 的 情况 : 一 个 发 送 者 均匀 随机 地 生成 一 个 长 度 为 m 的 二 元 字符 串 , 并 且 通 过 由 sn" 对 完 
全 失 相 信道 A®™ 的 -近似 的 仿真 来 传输 该 字符 串 . 

令 X 和 2Z 为 经 典 寄存 器 且 都 有 着 态 集合 T: 寄存 器 X 对 应 由 发 送 者 挑选 的 随机 生成 
的 字符 串 , 而 Z 对 应 当 储存 在 X 内 的 一 个 字符 串 的 拷贝 通过 由 D 对 Asm 的 =- 近 似 的 仿 
真 来 进行 传输 时 接收 者 得 到 的 字符 串 . 因为 0°" 仿真 了 Asm 的 = 近似, 所 以 一 定 存在 一 个 
态 集合 


{Pbro ET CD(X8n) (8.138) 
以 及 一 个 测量 p: Tm > Pos(Y2”), 使 得 

(p(bi = bm), B°"(pp,...b,,)) > 1— 5 (8.139) 
对 每 一 个 二 元 字符 串 bi bm Er” 都 成 立 . 关于 定义 为 


p(b1 ios Om, ci *? C) EE a “Caa Tgp ---bm)) (8.140) 


~ om 


的 概率 向 量 pe P(T™ x T”)， 且 该 向 量 表示 上 述 (X,Z) 的 概率 态 , 根据 Holevo 定理 (定理 
5.49) 可 以 得 出 
I(X:Z) < x(®®"(n)), (8.141) 


HP n:r” 一 Pos( X28") 是 对 于 每 个 下 :bw ET™m 定义 为 


1 
hs (8.142) 


n(bi A bm) = Jm 


的 系 综 . 
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我 们 现在 要 推导 互信 息 I(X : Z) 的 下 界 . 由 边缘 概率 向 量 p[X] 所 表示 的 分 布 是 均匀 的 ， 
因此 H(p[X]) = m. 根据 式 (8.139), PERS pZ] 的 每 一 个 元 素 都 由 (1 一 e/2)2-™ 确立 下 
界 . 从 而 我 们 可 以 写 出 


p[Z] = (1 . = \r + m (8.143) 
其 中 ge PUm) 为 选 定 的 某 个 概率 向 量 , 并 且 x e PT 表示 均匀 概率 向 量 ， 其 对 于 每 一 


A bi bmn ETU ENN Ti ba rm. ASA 
H(p[Z]) > 09 H(r) + = 5 H(q )> (1-5 }m (8.144) 


可 以 根据 Shannon HARRAH ITE (命题 5.5) 得 到 . 另 一 方面 ， 因 为 概率 问 量 p 对 于 每 一 个 
bi -bm E T™ 都 满足 
pii bnd- dal (1 a (8.145) 


E ] 一 E/2 E e/2 
se |) _— a 
H(p) < -(1 5) osg( Qm ) 5 Woe (mm ) 


E E 
< (1+5)m+H(1-5 5? 15) < (1+5)m+1 
成 立 . 其 中 第 一 个 不 等 式 是 下 面 事实 的 结果 : 受制 于 约束 条 件 (8.145) 的 p KRE p 如 下 定 
义 时 取 最 大 值 : 


所 以 一 定 有 





(8.146) 


tT — 
=I by -- -bm = C1 +++ Cm 
p(by =e: Bm, C1*** Cm) = e/2 (8.147) 
by «++ bm # 1°" Cm: 








因此 有 
x(@°") > 1(X : Z) = H(p[X]) + H(p[Z]) — H(p) 
(8.148) 
> (l-—e)m—-12> (1 一 s)an — 2, 
最 终 
Qn 
xt") 5 ~e)a- =. (8.149) 


我 们 已 经 证 明了 对 于 任意 由 通过 © 传输 经 典 信息 的 可 达 率 a > 0, 并 且 对 于 任意 s > 0， 
不 等 式 (8.149) 对 于 除 有 限 个 以 外 的 所 有 正 整 数 n WRA. 因为 所 有 通过 © 进行 的 经 典 信 
息 传输 的 可 达 率 a 的 上 确 界 等 于 CS), 所 以 可 以 将 该 不 等 式 与 式 (8.137) 相 结 合 来 获得 所 
求 的 等 式 (8.129). 口 


8.1.3 ”有 纠缠 协助 的 经 典 容 量 定理 


本 节 关 注 有 纠缠 协助 的 经 典 容量 定理 ， 该 定理 描述 了 一 个 给 定 信 道 的 有 纠缠 协助 的 经 
典 容量 的 特征 . 它 从 本 章 所 介绍 的 容量 定理 中 脱颖而出 , 这 是 因为 它 提供 的 特征 描述 不 需要 
任何 正则 化 . 
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8.1.3.1 有 纠缠 协助 的 Holevo-Schumacher-Westmoreland 定理 


我 们 可 以 观察 到 ， 当 经 典 容量 和 Holevo 容量 由 其 有 纠缠 协助 的 形式 所 代替 时 ， 一 个 
与 Holevo-Schumacher- Westmoreland 定理 相似 的 声明 成 立 . 这 是 证 明 有 纠缠 协助 的 Holevo- 
Schumacher-Westmoreland 经 典 容量 定理 的 一 个 准备 步骤 . 
定理 8.28 ”对 于 复 欧 几 里 得 空间 X HY, APEC, YV) 为 一 个 信道 . D 的 有 纠缠 协 
助 的 经 典 容 量 等 于 正则 化 后 的 更 的 有 纠缠 协助 的 Holevo 容量 : 
Ca(®) = lim xe(8®") 


n—— 00 n 


证 明 ”本 质 上 我 们 以 一 个 与 证 明 Holevo-Schumacher-Westmoreland 定理 (定理 8.27) 相 
同 的 方式 证 明了 该 定理 , 其 中 我 们 调整 了 证 明 中 的 每 一 步 以 允许 有 纠缠 协助 的 可 能 性 存在 . 
更 详细 地 说 , 令 2 为 一 个 字母 表 , W 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 , n 为 一 个 形式 是 n: E 
Pos(4’ @ W) HE W 上 是 均匀 的 系 综 , 假设 xO @1Low))(m)) 为 正 , 并 且 使 a 为 一 个 满足 


(8.150) 


a< x((® WO Tin))(7)) (8.151) 
的 正 实数 . 根据 命题 8.12, 我 们 可 以 选择 一 个 复 欧 几 里 得 空间 V 一 个 态 te D(V @W), — 
个 概率 向 量 pe P(E) 以 及 一 组 信道 集合 
{ 亚 。: Q@EZESECO 获 ) (8.152) 
使 得 
n(a) = p(a) (Va ® Ly) (E) (8.153) 
对 于 每 一 个 a € 5 都 成 立 . 对 于 每 个 wo E 卫 令 


Ca 一 (OU, ® Iw) (£), (8.154) 


并 且 使 s > 0 为 一 个 任 选 的 正 实数 . 
根据 定理 8.26， 对 于 除 有 限 个 以 外 的 所 有 正 整数 n 以 及 m= lan], 存在 一 个 经 典 到 量 
子 乘积 态 信道 码 (f, 1), 其 形式 为 


f:T" >>" 和 p:T” —- Pos((¥ @ WJS”), (8.155) 


其 中 集合 {0。: ae E} C DO @ W) 在 每 一 个 长 度 为 m 的 二 元 字符 串 上 产生 误差 的 概率 严 
格 小 于 =/2. 假设 这 样 选择 的 n、m 以 及 码 (f, p) 已 确定 ， 

我 们 现在 将 证 明 信 道 5en 在 纠缠 的 协助 下 仿真 了 完全 失 相 信道 Am e C(Zem) 的 一 
个 = 近似. 将 用 来 协助 这 一 仿真 的 纠缠 态 为 


WE e DV wm A, (8.156) 
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其 中 V e U((V @ W)®", VO" @ W2") 表示 关于 所 有 回 量 wm Un E V Al w, Wn EW 


V((v 8w) @ --+ @ (Un 8 wn)) 


(8.157) 
= (vj @ +++ @ Un) Q (wy @ +++ @ Wn). 
用 来 进行 这 一 仿真 的 编码 信道 Eee C(Z8m @ VE", X28") 定义 为 
B= S. Oirean S Uyp teh (8.158) 
by--b erm 
其 中 对 于 每 个 a1 +--+ a, E Er 都 有 

Taran = Va, O- @ Wa,, (8.159) 

且 在 此 对 于 每 一 个 Z € L(Z®"), Os- E CP(Z®™,C) 由 
Q,,...b,,(Z) = Z(b1 ++ bm, bi «++ bm) (8.160) 


给 出 . 具体 地 , 编码 映射 Es 把 一 个 复合 寄存 器 (Z1,… ,Zm, V1i,… ,Vn) 看 作 输入 ,对 (Z1,:…， 
Zm) 进行 标准 基 测 量 ， 并 且 把 信道 V poon) 作用 在 (Vi,… ,Vn) 上 ,其 中 ibm 为 从 
(Z1,… Zm) 上 的 标准 基 测 量 中 获得 的 字符 串 . 

对 于 所 有 的 Y € L(y8" @ We8")， 用 来 进行 这 一 仿真 的 解码 信道 Eee CVS g W®", 
zem) 定义 为 


S(¥)= $, (Wplb: -bm Y} Bd (8.161) 
by by, ED™ 


其 中 W e U((YV @W)2", V2" o Wr) 为 一 个 表示 与 V 相似 的 张 量 因子 的 置换 的 等 距 算 子 ， 
其 中 的 被 》 所 代替 , 对 于 所 有 向 量 y, yn CY Al w, ,wn €W: 


W((y1 @ wi) BB (Yn ® wn)) 
(8.162) 


= (y1 @-+- @ yn) Q (wi @--- @ wn). 
现在 , & Y e C(Z°™) 表示 通过 上 述 构造 已 在 纠缠 的 协助 下 被 仿真 的 信道 ; 对 于 每 一 个 
Z e L(Z8™), 该 信道 可 以 表示 为 


W(Z) = (Bo (SE Bl) (Ze VET"), (8.163) 
并 且 可 以 观察 到 更 = ASPAS, 对 于 每 一 个 字符 串 bi- bm Er”, A 
(Bona @ Liom )) (by---bmbi-bm D VEV") = Wa fiord W" (8.164) 
成 立 , 因此 


E 


(Ebi -bm bi bms P(Ebibm bi bm)) > 1— 5 


(8.165) 
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从 中 我 们 可 以 得 到 ,正如 所 声称 的 那样 , 更 是 对 A8™ 的 一 个 = 近似 . 
总 而 言 之 , 对 于 任 选 的 正 实数 a < xs(®) Me > 0, 关于 除 有 限 个 以 外 的 所 有 正 整 数 n 
以 及 对 于 m= lan}, 6%” 在 纠缠 的 协助 下 仿真 了 完全 失 相 信道 Asm 的 一 个 e- 近 似 . 从 这 
里 我 们 可 以 得 到 结论 xs() < Cs(). 让 信道 per 代替 更 并 且 应 用 相同 的 论证 , 对 于 任 选 
的 正 整数 n, 我 们 可 以 得 到 
Xala") _ Cy( GO) 


< = Cs(®). 16 
: = Cs(®) (8.166) 


接 下 来 我 们 将 证 明 更 的 有 纠缠 协助 的 经 典 容 量 不 能 超过 其 正则 化 的 有 纠缠 协助 的 
Holevo 容量 .正如 定理 8.27 的 证 明 中 所 述 ， 我 们 可 以 假设 Ce) > 0, 并 且 我 们 只 需 考 
虑 发 送 者 把 一 个 长 度 为 m 且 均 匀 生 成 的 二 元 字符 串 传输 给 接收 者 这 一 情况 . 

假设 a > 0 是 通过 p 进行 的 有 纠缠 协助 的 经 典 信息 传输 的 可 达 率 , FFAS 。 > 0 WHE 
选 的 . 从而， 对 于 除 有 限 个 以 外 的 所 有 正 整 数 n 并 且 对 于 m = lanj, 8° 在 纠缠 协助 下 
仿真 了 完全 失 相 信道 Asm 的 一 个 = 近似 . 令 为 使 该 性 质 成 立 的 任 选 的 正 整 数 且 对 其 有 
m= |an] > 2. 

像 之 前 那样 , & X 和 Z 为 都 有 态 集合 T 的 经 典 寄存 器 ; X 存储 了 由 发 送 者 挑选 的 随机 
生成 的 字符 串 , 而 Z 代表 当 存 储 在 X 中 的 字符 串 的 一 个 拷贝 在 纠缠 的 协助 下 通过 由 88" 对 
ASM 的 s- 近 似 的 仿真 进行 传输 时 所 获得 的 字符 串 . 根据 88" 在 纠缠 的 协助 下 仿真 了 Asm 
的 一 个 = 近似 这 一 假设 , 我 们 可 以 总 结 出 存在 复 欧 几 里 得 空间 V 和 WwW, AE E € D(V QW), 
一 组 信道 集合 








{Vos idm E bi bn Er” Y EO Re), (8.167) 
以 及 测量 u: T™ 一 Pos(V®" @ W), 使 得 
( u(b: + Dm), (D2 Vo, dg, Q Tow) (€)) s 5 (8.168) 
对 于 每 一 个 字符 串 bi- -bm ET 都 成 立 . 关于 定义 为 
E MEE, 
= z (uler ++ cm), (Bo, bm ® Lowy) (©) 
的 表示 上 述 (X, Z) 的 概率 态 的 pe P(T™ x Tm), 根据 Holevo 定理 (定理 5.49) 我 们 有 


(8.169) 


I(X : Z) < x((®°" 8 In~wy)()), (8.170) 
HP y: T™ — Pos( XS @ W) ENTRAN bi- dm ETm 定义 为 


La (Wp ® lLow) (€) (8.171) 


E R = = 


的 系 综 . 
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定理 8.27 的 证 明 中 推导 出 的 量 I(X : Z) 的 下 界 在 现在 的 情况 下 也 成 立 . 由 此 我 们 可 以 
得 到 
Xn(®°") > I(X: Z) > (1 — e)an — 2, (8.172) 


因此 
> (1 — ea)a— =. (8.173) 


因此 , 对 于 通过 更 进行 的 有 纠缠 协助 的 经 典 信息 传输 的 任意 可 达 率 a > 0, 并 且 对 于 任 
意 正 实数 s > 0, 不 等 式 (8.173) 对 于 除 有 限 个 以 外 的 所 有 n 都 成 立 . 因为 所 有 通过 © 进行 
的 有 纠缠 协助 的 经 典 信 息 传输 的 可 达 率 a 的 上 确 界 等 于 Cs(),， 所 以 我 们 可 以 把 该 不 等 式 
与 上 界 (8.166) 进行 结合 来 得 到 所 求 的 等 式 (8.150). 口 


8.1.3.2 ” 强 典 型 字符 串 和 投影 


本 书展 示 的 对 有 纠缠 协助 的 经 典 容 量 定理 的 证 明 将 利用 典型 性 的 一 个 概念 ， 这 一 概念 
称 为 强 典 型 性 ， 它 与 之 前 在 5.3.1 节 中 讨论 过 的 标准 概念 有 所 不 同 . 顾名思义 ， 强 典型 性 更 
具 限 定性 : 每 一 个 强 典 型 字符 串 都 必然 是 一 个 典型 字符 串 ， 其 至 多 只 对 参数 有 简单 的 更 改 ， 
而 有 些 典 型 字符 串 并 不 是 强 典 型 的 . 

与 典型 性 的 标准 概念 类 似 ， 关 于 一 个 给 定 态 的 谱 分 解 ， 我 们 可 以 定义 其 e- 强 典型 子 空 
间 . 不 过 ,与 标准 典型 子 空间 不 同 ， 强 典型 子 空间 并 不 总 是 由 一 个 给 定 态 唯一 确定 ; 它 (在 
推论 1.4 的 意义 下 ) 可 以 依赖 于 定义 它 的 谱 分 解 的 特定 选择 . 尽管 有 这 一 明显 的 缺点 , © 
型 子 空间 的 概念 在 证 明 有 纠缠 协助 的 经 典 容 量 定理 时 仍 将 是 一 个 有 力 的 工具 . 

下 面 对 强 典型 性 的 定义 利用 了 以 下 标记 , 在 这 些 标记 中 我 们 将 假设 E 是 一 个 字母 表 且 
n 是 一 个 正 整数 . 对 于 每 一 个 字符 串 a -an € 3" 和 符号 acd, 我 们 可 以 写 出 


Nalai ~an) = |{k ce TJs ,n} -ay'= a}|, (8.174) 


也 就 是 符号 a 在 字符 串 a- a, 中 出 现 的 次 数 . 
定义 8.29 令 也 为 一 个 字母 表 ,，D EPE) 为 一 个 概率 向 量 , n 为 一 个 正 整数 ， 并 且 
E > 0 为 一 个 正 实数 . 如 果 对 于 每 一 个 aE i 都 有 
Na|lal… am) 


— p(a)| < p(a)e, (8.175) 


那么 我 们 称 字符 串 a, ---a, CD” 是 关于 p e- 强 典型 的 . 所 有 关于 pp 的 长 度 为 ni 的 e- 强 典型 
字符 串 表 示 为 Sn =(D) (或 者 当 p 是 隐 含 的 并 且 可 以 被 安全 地 忽略 时 为 Sne). 

定义 在 一 个 强 典型 字符 串 的 单个 符号 上 的 非 负 实 数值 函数 的 平均 表现 可 以 利用 下 面 的 
基本 命题 进行 分 析 . 

命题 8.30 AE A-+AFHAR, pe P(E) 为 一 个 概率 向 量 , n 为 一 个 正 整 数 , = > 0 为 
一 个 正 实数 ，a1…an E Snelp) ARF p 的 一 个 e- 强 典型 字符 囊 , HHO: U— [0,00) 为 一 
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个 非 负 实 数值 函数 . 有 
D(a1) +- lan) - © p(a)o 


aed 


<e% p(a)o(a) (8.176) 


acd 








WERA 不等式 (8.176) 可 以 根据 强 典型 性 的 定义 以 及 三 角 不 等 式 得 出 : 
(a) ap = Sop o( (an) - Y pla)o 

















aed 
= (sem oe (8.177) 
aed 
< Dao Met) po < eY piaga) 
ae EY 
即 为 所 求 . 


作为 命题 8.30 的 一 个 推论 ， 关 于 一 个 给 定 的 概率 向 量 p, 我 们 有 每 一 个 s- 强 典型 字符 
串 对 于 每 一 个 5 > e H(p) 都 必然 是 5- 典 型 的 . 

推论 8.31 令 忆 为 一 个 字母 表 , PE P(L) 为 一 个 概率 向 量 , n 为 一 个 正 整数 , < > 0 为 
一 个 正 实数 ,并 且 aan E Snelp) 为 一 个 关于 了 的 e- 强 典型 字符 串 . 有 


g—n(l+e) H(p) < p(a1)---p(an) S D 一 ?人 (1 一 =) H(p) (8.178) 
成 立 . 
证 明 ”定义 函数 由 :了 一 [0,co) 为 
TEE a log(p(a)) pla) > 0 (8.179) 
0 p(a) = 0 
对 这 个 函数 而 言 , 命题 8.30 中 的 界 等 价 于 式 (8.178). 口 


通过 根据 一 个 给 定 的 概率 向 量 随 机 且 独 立地 选择 符号 所 获得 的 字符 串 可 能 不 仅 是 典型 
的 , 而 且 是 强 典 型 的 , 且 强 典型 性 的 概率 随 着 字符 串 长 度 的 增加 而 提高 , 下面 的 定理 为 这 一 
概率 确立 了 一 个 量化 的 界 . 

引 理 8.32 AE A-+AFAR, pc P(E) 为 一 个 概率 向 量 , n 为 一 个 正 整 数 ， 并 且 
e>0 为 一 个 正 实数 . 有 


p(a1)***plan) 2 1— Cn,e(p) (8.180) 
aian ESn,e(p) 
KF 
Sena) =o ky exp(—2ne*p(a)”) (8.181) 
pla)>0 
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证 明 ”首先 假设 ce 是 确定 的 , 并且 考虑 一 个 根据 概率 向量 por 随机 选择 的 字符 串 


ai -ân E X" 满足 
N(a| a ,-++an) 


的 概率 . 为 了 对 这 一 概率 确立 边界 ,我们 可 以 定义 X1,… , Xn 为 独立 且 同 分 布 的 随机 变量 ， 
这 些 变量 以 p(a) 的 概率 取 值 为 1, 否则 取 值 为 0， 从 而 事件 (8.182) 的 概率 等 于 
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如 果 p(a) > 0, 那么 Hoeffding 不 等 式 (定理 1.16) 说 明 


— p(a)| > pla)e (8.182) 





Xi +- +Xn 


> — p(a) 








> p(a)e). (8.183) 














pr( metas — p(a)| > p(a)e) < 2 exp(—2nep(a)’), (8.184) 

而 在 p(a)=0 FA 
Pr( Atta — p(a)| > pla) =) (8.185) 
成 立 . 所 以 根据 Boole 不 等 式 有 引 理 成 立 . 口 


下 面 的 命题 为 s- 强 典型 集合 中 给 定 长 度 字符 串 的 数量 确立 了 上 界 和 下 界 . 
命题 8.33 AE A-+AFHAR, peP) 为 一 个 概率 向 量 , n 为 一 个 正 整 数 ， 并 且 
e>0 为 一 个 正 实数 . 有 


(1 —Guelp)) °C B®) < |S, alp)| < e+ BO (8.186) 


对 于 引 理 8.32 中 定义 的 Cre (p) 成 立 . 
证 了 明 ”根据 推论 8.31, 我们 有 


p(a;)---p(an) > 2 te Be) (8.187) 


对 于 每 一 个 字符 串 Ql1***an E Sn,e(p) 成 立 . 因此 ， 


1> 2,  p(a) plan) > |Sne(p)|2 "tO E0, (8.188) 
Q1°'dnESn,<(p) 
所 以 
Saa] a 2 te, (8.189) 
同 理 , 我 们 有 
oo) plaa) < 2-8-8 (8.190) 


对 于 每 一 个 字符 串 a -an © Sn,e(p) 都 成 立 . 根据 引 理 8.32, 有 


=n S, 2 (8.191) 
alan ESn (p) 
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所 以 
[Sne(p)| > (1 — Gnje(p)) 2°07) BO), (8.192) 
即 为 所 求 . 口 
与 一 个 给 定 密 度 算 子 相关 的 e- 强 典型 子 空间 定义 如 下 . 
定义 8.34 令 蒜 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 , p EDE) 为 一 个 密度 算 子 , s > 0 为 一 个 正 
FR, 并且 nn 为 一 个 正 整 数 . 此 外 , > 


p= > plà)öata (8.193) 
CED2 


为 p 的 一 个 谱 分 解 ， 其 中 忆 为 一 个 字母 表 , peP(h) 为 一 个 概率 向 量 , 且 {za : aeryor 
为 向 量 的 一 个 规范 正 交 集 . 关于 谱 分 解 (8.193) 到 VO" 的 =- 强 典型 子 空间 上 的 投影 算 子 定 
义 为 
A = i Dajti DB O Tan Tan" (8.194) 
a1 -an ESn, elp) 
关于 分 解 (8.193), VO”? 的 =- 强 典型 子 空间 定义 为 人 的 像 . 
例 8.35 $ E= {0,1}, =C”, 并 且 p=1/2e D(X). 关于 谱 分 解 


p= eoe? = eiei, (8.195) 
其 中 n=2, 并 且 对 于 任 选 的 se (0,1), 相应 的 到 =- 强 典型 子 空间 上 的 投影 算 子 由 
Ao = Eo, 8 Fi + E1,1 ® boo (8.196) 
给 出 . 把 谱 分 解 用 
p= ton + =a (8.197) 
代替 ,其 中 
_ e&+e _ 80 一 €1 
To = Ea H, T1 A A (8.198) 
我 们 可 以 得 到 相应 的 投影 算 子 
Ay = LoL & ziri 十 titi & TOTO # Ao. (8.199) 
CJ 


8.1.3.3 fia RNAS Sle 


本 节 最 后 对 有 纠缠 协助 的 经 典 容量 定理 的 证 明 将 用 到 多 个 引 理 .下面 的 两 个 引 理 涉及 
(aH. 其 中 , 第 一 个 引 理 也 会 在 下 一 节 用 于 证 明 相 干 信息 为 一 个 信道 的 量子 容量 确 
WS FF. 

引 理 8.36 令 七 和 J 为 复 欧 几 里 得 空间 , EC, Yy) A—Mei, pce D(X) 为 一 个 
密度 算 子 , s > 0 为 一 个 正 实 数 ,并且 浆 为 一 个 正 整 数 . 此外, 令 


p= > plajzazt (8.200) 


aed 
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为 p 的 一 个 谱 分 解 ， 其 中 了 ANTER, {ra : ae DP 己 光 为 一 个 正 交集 , H pe P[k) 
为 一 个 概率 向 量 ， 使 Ane 表示 到 XO” 关于 分 解 (8.200) 的 e- 强 典型 子 空 间 上 的 投影 算 子 ， 
并 且 令 

Wn = ae (8.201) 





有 
H(®®" (we)) 


= — H(®(p)) 
(8.202) 


< 2e H(p) + €H(6(p)) — LEC = Snel) 


n 
其 中 Cre(p) 是 引 理 8.32 中 定义 的 量 . 
WEAR ”可 以 证 明 等 式 
H(®(p)) — ~ H(Be" (wn,e)) 
= 2 D(" (on) |" (0) (8.203) 


+ = Tr( (2 (wn e) — 8(p)®) log(®(p)®)) 
对 每 一 个 正 整 数 ”都 成 立 . 我 们 将 为 该 等 式 右边 两 项 的 绝对 值 分 别 构造 界 . 
式 (8.203) 右边 的 第 一 项 是 非 负 的 , 并且 其 上 界 可 以 根据 信道 的 作用 下 量子 相对 和 焙 的 单 
调 性 (定理 5.35) 来 获得 . 特别 地 , 我 们 有 


1 1 
~D(#2"(wn.e) | B"(02")) < = Dwn, || 02”) 


= -=log(|Snel)-— > 和 log(p(a1) -+ plon)), 


1|Sin.e| ay "Gn ESn.e 
(8.204) 


其 中 Sne 表示 关于 p 的 长 度 为 n 的 cB ER. 根据 推论 8.31 有 
-gg È eola) plan) < (1+e)H(p) (8.205) 


alitan, ESn,e 


根据 命题 8.33, 我 们 有 


oN} > 8A — Snel) + (1 — 2) H(p), (8.206) 

因此 
二 D(gen(wue)|| sen(pan)) < 2eH(p) - SEA =m) (8.207) 

成 立 


为 了 为 式 (8.203) 右边 的 第 二 项 构造 界 , 首先 可 以 对 于 每 个 we 三 定义 一 个 函数 4: 了 一 
[0, co) 为 
ne log((p))) pla) > 0 site 


0 p(a) = 0. 
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从 中 可 以 看 出 , 显然 ola) 对 于 每 个 ae 都 是 非 负 的 , 并 且 由 于 
im( 末 (zaza)) S im(®(p)), (8.209) 


其 对 于 每 个 满足 p(a) > ON acd 都 是 有 限 的 . 利用 恒等式 


m 

















log(P®") = eae ® log(P) 91807". (8.210) 
k=l 
可 以 证 明 
Tr(®®" (wn, e) log(®(p)®") ) 
8.211 
a (lai) +--+ + pan)). i 
[Snel ajan ESn e 
将 命题 8.30 与 
H(®(p)) = 》 p(a)d(a) (8.212) 
aed 
相 结 合 , 我 们 发 现 
~ Tr((#2" (wn e) — &(9)®") log(®(p)®”)) 
2! H(®(p)) — $a1) +- + (an) (8.213) 
[Snel Qi An ES Sn a 
<€ H(®(p)). 


由 不 等 式 (8.207) 和 不 等 式 (8.213) 一 同 推导 出 了 所 需 的 不 等 式 (8.202), 证 毕 . 口 
引 理 8.37 Apec, YV) 为 一 个 信道 , HP X FY 是 复 欧 几 里 得 空间 . 由 
f(e) = H(p) — H(®(p)) (8.214) 


定义 的 函数 f: D(X) -R RUH. 
WA 令 Z 为 一 个 任意 的 复 欧 几 里 得 空间 ， 首 先 考虑 对 于 每 一 个 cED(D) @Z) 定义 
为 


gto) = H(o) — H(Tr2z(o)) (8.215) 
的 函数 g : DY 8 Z) >R. g 的 男 一 种 表达 式 为 
g(a) = —D(o|| Trz(0) ® 12), (8.216) 


因此 g 的 四 性 可 以 根据 量子 相对 粹 的 联合 凸 性 (推论 5.33) 得 出 . 
对 于 一 个 合适 的 复 欧 几 里 得 空间 的 选择 Z, $ A e U(X,y @ Z) 为 一 个 对 于 每 一 个 
X e L(X) 都 可 以 得 到 © 的 Stinespring 表示 的 等 距 算 子 : 


(X) = Trz(AXA*). (8.217) 
对 于 每 一 个 pe D(X), 函数 f 由 f(p) = g(4pA*) BH. 因此 g 的 四 性 说 明 f 也 是 四 的 . O 
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8.1.3.4 ”关于 相干 信息 的 可 加 性 引 理 
我 们 将 在 下 面 证 明 在 有 纠缠 协助 的 容量 定理 的 证 明 中 将 要 用 到 的 男 一 个 引 理 ， 它 说 明 
了 对 于 每 个 信道 © e C(x, YV) 所 定义 的 量 


max 
cED(X) 


关于 张 量 积 都 是 可 加 的 . 这 个 由 有 纠缠 协助 的 经 典 容 量 定理 确立 的 量 等 于 信道 o 的 有 纠缠 
协助 的 经 典 容 量 . 

引 理 8.38 (Adami-Cerf) 对 于 复 欧 几 里 得 空间 Xos Xis Vo Fe Vi, A Do E C(AXo, Vo) 和 
©, E C(&1, V1) 为 信道 . 则 


(H(o) + Ic(o; ®)) (8.218) 


H(c) + Iele Bp @ © 
wert) Ns hee Ee) (8.219) 


= H(o0) 十 Ic(co; Bo)) + H(o1) + I.(o1; ®1)). 
" Maiba" en + tala) 


证 明 ”对 于 所 有 的 Xo € L(4X%) M Xi ELX) 在 合适 的 复 欧 几 里 得 空间 Zo 和 Z H, 
选择 等 距 算 子 Ao E€ U(X, Yo @ Zo) M A € U(&, Vi @ Zi), 从 而 得 到 Bo 和 Bi 的 Stinespring 
表示 : 


Bo(Xo) -一 Trz, (Ap X0 AG) 和 Pl1(X1) Trz, (A1X141). (8.220) 
所 以 ， 对 于 所 有 的 Xo € L(Xo) 和 X, € L(&)» 定义 为 
Wo(Xo) = Try, (4oXo4i) 和 Wi(Xi) = Try, (41X1 Af) (8.221) 


的 信道 Vo € C(X, Zo) Al Vy € C(&, Z1) 分 别 是 Bo M d, 的 补 . 
现在 ,考虑 寄存 器 Xo. Xi Yo. Yis Zo 和 Zi， 它 们 分 别 对 应 空间 XO. Xis Yo. Vix Zo 
和 Zi. $ o € D(X @ X41) 为 一 个 任意 的 密度 算 子 . 关于 (Yo, Zo, Y1,Z1) WA 


(Ao ® Ai)o(Ao ® A1)’ E D(Vo 8 Zo 8 Vi 8 Zi), (8.222) 
BANA 
H(c) 十 Ic(ci Bo Q 1) 
(8.223) 
= HY, Zo, ¥i,24) + H(Yo, Y1) — H(Zo, 21). 
对 于 (Yo, Zo, Y1, Z1) 的 每 一 个 态 , 包括 态 (8.222), 有 
H(Yo, Zo, Yı, Z1) < H(Zo, Y1, Z1) + H(Yo, Zo) 一 H(Zo) 
(8.224) 


< H(Zo, Z1) + H(Y1, Z1) — H(Z1) + H(Yo, Zo) — H(Zo) 
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成 立 . 这 两 个 不 等 式 都 由 von Neumann JM GRY DIVE (定理 5.36) 而 来 . von Neumann H 
的 次 可 加 性 (定理 5.24) 指出 了 H(Yo, Y1) < H(Yo) 十 H(Y1), 所 以 


H(Yo,Zo, ¥1,Z1) + H(Yo, Yi) — H(Zo; Z1) 
< (H(Yo, Zo) + H(Yo) — H(Zo)) (8.225) 
+ (H(¥1,Z1) + H(¥1) — H(Z1)). 
对 于 co =0[Xo] 和 ci = c[Xi]， 我 们 有 等 式 


H(Yo, Zo) + H(Yo) — H(Zo) = H(o0) + Ic (a0; o), 


(8.226) 
H(Y;, Z1) 十 H(Y;) a H(Z;) = 再 (ci ) 十 Lo(o1 DP1). 
所 以 有 
H(o) +I6(a; Bo Q 1) 
(8.227) 
< (H(o0) +Ic(o0; ®o)) + (H(o1) + Ic(o1; 1)). 
通过 在 所 有 的 oe D(A 8&8) ERRATA, 我们 可 以 得 到 不 等 式 
og oO) + I.(a; Bo Q ®1)) 

(8.228) 


< max (H(0) + Ie(00; so)) + max (H(o1) + Le(o1s 1)). 


对 于 相反 的 不 等 式 , 我 们 只 需 观察 ， 对 于 选择 的 每 一 个 co E D(X) M o € D(X), 有 


H(a9 多 g) T Ic(oo ® al: Po Q 中 1 ) 
(8.229) 
= H(ao) + Lo (oo; Do) + H(o;) + I.(o1; ®,), 
因此 
(H(o) +Ic(o; Bo Q ®1)) 


max 
cED(X8A)) 
(8.230) 


(H(c0) 十 Ic(oo; ®o)) efe (H(o1) + Iolo; ®1)), 


=> max max 
ooED(Xo) oiED(Xı) 
证 毕 . 口 
8.1.3.5 ”根据 密集 编码 的 扁平 态 的 Holevo 容量 的 下 界 
在 证 明 有 纠缠 协助 的 经 典 容 量 定理 所 需 的 引 理 中 ， 下 一 个 引 理 为 一 个 给 定 信道 的 有 纠 
缠 协 助 的 Holevo 容量 确立 了 下 界 . 它 的 证 明 可 以 看 作 密 集 编码 (参见 6.3.1 节 ) 的 一 个 应 用 . 
引 理 8.39 AX fy AARLE, Oe C(X,Y) 为 一 个 信道 , I e Proj(X) 为 
一 个 非 零 投影 算 子 ,并且 w =II/ Tr(II). 有 


Xe(®) > H(w) + Ic(w; ®) (8.231) 
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证 明令 mm =rank(Il), W = C2", V e UW, X) 为 任意 满足 VV* = II 的 等 距 算 子 ， 


并 且 


T= = vec(V) vec(V)* € D(X @W). 


回忆 4.1.2 节 定 义 的 离散 Weyl 算 子 的 集合 


{Wa : a,b € Zm} C UW), 


并 且 定 义 一 组 酉 信道 的 集合 


{Vab : a,b E€ Zm} C C(W), 


它们 对 于 每 个 Y € L(W) 对 应 着 这 些 算 子 : 


最 后 ,考虑 系 综 


Va blY) = Wa bY Wta. 


1) : Zm X Zm — Pos(¥ ® W) 


对 于 所 有 的 (a,b) € Zm x Zm， 它 定义 为 


成 立 ， 并 且 


从 中 我 们 可 以 得 到 


此 外 ,7 FEW 上 是 均匀 的 ， 显 然 这 可 以 根据 对 于 选 定 的 每 个 (a,b) © Zm x Zm 都 有 


得 出 . 因此 有 


成 立 ， 引 理 得 证 . 


1 
n(a, b) = at (Irix) WO Wap) (T): 


= H( #0) o ZZ) = H()) +H) 


m2 > H((® &) Wa)(7)) = H((® Q Trw) )(7)) 
a,bEZn 


= H(( ® Ixy) (vee( Va) vee(vis)")), 


x((® ® Ipwy)(n)) = H(w) +Ic(w; 8). 


Trx(n(a,b)) = slw 


Xn(®) > x ((® @ Lew))(n)) = H(w) 十 Ic(w; ®) 


(8.232) 


(8.233) 


(8.234) 


(8.235) 


(8.236) 


(8.237) 


(8.238) 


(8.239) 


(8.240) 
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8.1.3.6 Holevo 容量 的 上 界 


最 后 一 个 引 理 为 一 个 信道 的 有 纠缠 协助 的 Holevo 容量 确立 了 上 界 . 
引 理 8.40 ”对 于 复 欧 几 里 得 空间 X fY, APEC, Yy) 为 一 个 信道 . 此 外 令 W 为 
一 个 复 欧 几 里 得 空间 , E 为 一 个 字母 表 , 7 :站 一 Pos\X QW) AAW 上 均匀 的 系 综 , 并且 


o = >》 Try(n(a)). (8.243) 
aed 
A 
x((® 8 Iyw))(n)) < Hla) + Ic (a; ®) (8.244) 
证 明 ”假设 Z 是 一 个 复 欧 几 里 得 空间 且 4 e U(X, yoz) 是 一 个 对 于 所 有 的 X ELX) 
有 


P(X) = Trz (AX A*) (8.245) 
成 立 的 等 距 算 子 . 所 以 , 对 于 所 有 的 XEL), 由 
U(X) = Try(AX A*) | (8.246) 
定义 的 信道 Vc C(X,Z) 互补 于 6, Mil 
I-(o;®) = H(®(c)) — H(V(o)). (8.247) 
因此 我 们 只 需 证 明 
x((® 8 1row))(n)) < H(o) + H(®(0)) — H(¥ (0)). (8.248) 


根据 7 在 W 上 均匀 的 假设 , 命题 8.12 说 明 一 定 存在 一 个 复 欧 几 里 得 空间 V、 一 组 信道 
集合 
{E, :aEX}CC(Y,24), (8.249) 


一 个 单位 向量 u c Vo WwW 以 及 一 个 概率 疝 量 pe P(E), 使 得 
n(a) = pla) (Ea ® py) (uu*) (8.250) 


对 于 每 一 个 a € D 都 成 立 . 然后 我 们 假设 这 些 对 象 已 确定 ， 并 且 分 别 定 义 态 re DW) 和 
¿e€ D(V) A 
T=Try(uu*) 和 E=Trw(uu*). (8.251) 


可 以 注意 到 
o = > p(a)Eq(€). (8.252) 


aed 
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令 2 为 一 个 使 dim(U) = dim(V 8 X) 的 复 欧 几 里 得 空间 , 并且 对 于 每 一 个 V e L(Y), 选择 
一 组 等 距 算 子 {Ba : a€ E}c UV, X QU) 满足 


Sal V) = Tra. Bo V Be). (8.253) 
我 们 暂时 假设 ae E 已 确定 ,并 且 定 义 一 个 单位 向 量 
Va = (A@ly 9 Lw)(Ba @lw)uceV®ZOUOQW. (8.254) 


令 Y、Z、U 和 W 为 相应 复 欧 几 里 得 空间 分 别 是 7》、Z、U AW 的 寄存 器 , 并 且 考 虑 复合 寄 
存 器 (Y,Z,U,W) 处 于 纯 态 vav* 这 一 情况 . 可 以 证 明 下 面 的 等 式 : 


H(W) = H(7), 
=. @1 uu’ )), 
H(Y,W) = H( (E. ® Ip) (uu*)) (8.256) 
H(U, W) = H(Y,Z) = H(Sa(é)), 
H(Y,U,W) = H(Z) = H((W=2)(€)). 
根据 von Neumann WRR DHE (定理 5.36), 有 
H(W) — H(Y,W) < H(U,W) — H(Y,U,W) (8.256) 
AMAT, 因此 
H(r) — H((®2, Q Lyw))(wu*)) < H(Ea(£)) — H((YEa)(£)). (8.257) 


最 后 , 与 概率 向量 p 所 对 应 ， 我 们 可 以 对 式 (8.257) 的 两 边 在 所 有 a ce 上 求 平均 , 并 
且 应 用 引 理 8.37， 从 而 得 到 


si $ pla) H((BE, Q Low) )(uu*)) 


= (8.258) 
< 2, P(a)(H(Ea(6) — H((¥E,)(€))) < H(o) — H(¥(o)). 
根据 von Neumann WARE Ite (定理 5.24), 有 
H (© pla) (Ea ® toman) < H(®(c)) + H(r). (8.259) 
ANS (8.248) 可 以 由 式 (8.258) 和 式 (8.259) BW, 引 理 得 证 . 口 


8.1.3.7 有 纠缠 协助 的 经 典 容 量 定理 


最 后 , 我 们 将 说 明 有 纠缠 协助 的 经 典 容 量 定 理 , 并 且 利 用 前 面 展示 的 引 理 对 其 加 以 证 明 . 
定理 8.41( 有 纠缠 协助 的 经 典 容量 定理 ) AX 和 小 为 复 欧 几 里 得 空间 , © € C(X,y) 
为 一 个 信道 有 


Cs(®) = max (H(o) + Tea 加) (8.260) 
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证 阴 ”通过 应 用 引 理 8.40, 随后 应 用 引 理 8.38, 我 们 可 以 对 于 每 一 个 正 整 数 n 得 到 结 
论 


Bn . Hen 
xe(@") < max, (H(o) + Ie (7; 8°")) 





(8.261) 
一 n meax (Hlo) +I.(o;®)). 
因此 , 根据 定理 8.28， 可 以 得 到 
_ y Xn ( iia! 
Cz(®) = lim m < eee, Mle) +I¢(o;®)). (8.262) 


对 于 反 向 的 不 等 式 ， 我 们 可 以 首先 选择 一 个 复 欧 几 里 得 空间 Z 和 一 个 等 距 算 子 A < 
U(X, 8 Z) 使 得 
P(X) = Trz (AX A*) (8.263) 


对 于 所 有 的 X EL) 都 成 立 . 则 对 于 所 有 的 X eL), 由 
U(X) = Try(AX A*) (8.264) 
定义 的 信道 亚 e C(x, Z) 互补 于 d, 因此 命题 8.17 说 明 
I.(o;®) = H(®(c)) — H(V(o)) (8.265) 


对 于 所 有 的 o € D(X) 都 成 立 . 
接 下 来 , +o ED(ZY) 为 任意 密度 算 子 , S 6 > 0 是 任 选 的 , 并 且 选 择 足 够 小 的 =>0 使 





得 
(7H(o) + H(®(oc)) + H(VY(o)))e < ô. (8.266) 
此 外 , & 
Wy, & = Ane 8.267) 
e = Tin d 


其 中 Ane 表示 对 于 每 个 正 整数 n, 对 于 o 的 任意 确定 的 谱 分 解 的 =- 强 典型 投影 成 立 . 
根据 引 理 8.36, 我 们 可 以 得 到 结论 , 即 下 面 三 个 不 等 式 对 于 除 有 限 个 以 外 的 所 有 正 整 数 
n 同时 成 立 : 





< 3H(o)e + ô, 


noqo -Oea 


H(o®" (Wn,e)) 


< (2H(o) + H(®(c)))e + ô, (8.268) 
—H(U(c)) < (2H(o) + H(V(o)))e + ô. 
因此 , 根据 引 理 8.39, 有 

Xn(®°”) Se 1 


—— > = (H(wne) + H(B2" (wn,e)) — HO" (Wn,e))) 
n (8.269) 


> H(c) + H(®(c)) — H(W(c)) — 46 
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对 于 所 有 但 有 限 多 个 正 整 数 n 都 成 立 , 最 终 





Cs(®) = lim e > H(c) + H(®(c)) — H(W(o)) — 46. (8.270) 

由 于 该 不 等 式 对 于 所 有 的 6 > 0 R, 所 以 我 们 有 
C,,(®) > H(c) + H(®(o)) — H(W()) = He) + Ie(o; 8), (8.271) 
通过 在 所 有 的 oe D(X) 上 取 最 大 值 ， 定 理 得 证 . 口 


8.2 ”量子 信道 上 的 量子 信息 

本 节 关 注 量子 信道 在 将 量子 信息 从 一 个 发 送 者 传输 到 一 个 接收 者 时 的 容量 .与 上 一 节 
所 考虑 的 经 典 容量 类 似 , 我 们 可 以 考虑 在 发 送 者 和 接收 者 预先 共享 或 不 共享 纠缠 来 协助 信 
息 传输 这 两 种 情况 下 一 个 信道 的 量子 容量 . 

事实 证 明 , 在 所 有 情况 下 , 一 个 信道 在 纠缠 的 协助 下 传输 量子 信息 的 容量 等 于 相同 信道 
的 有 纠缠 协助 的 经 典 容 量 的 二 分 之 一 . 我 们 在 下 面 通过 在 6.3.1 节 中 讨论 过 的 传 态 与 密集 编 
码 协 议 的 结合 证 明了 这 一 事实 . 由 于 有 纠缠 协助 的 经 典 容 量 已 经 由 定理 8.41 所 刻画 ,我 们 
将 直接 给 出 对 在 纠缠 的 协助 下 一 个 量子 信道 传输 量子 信息 的 容量 的 刻画 . 基于 这 个 原因 , 本 
节 的 首要 目标 是 分 析 量 子 信道 在 没有 纠缠 协助 时 传输 量子 信息 的 容量 . 

8.2.1 节 将 介绍 一 个 信道 的 量子 容量 的 定义 ， 以 及 与 其 紧密 相关 的 术语 一 一 信道 生成 共 
享 纠缠 的 容量 . 8.2.2 节 将 展示 对 量子 容量 定理 的 证 明 ， 该 定理 刻画 了 一 个 给 定 的 传输 量子 
信息 的 信道 的 容量 . 

8.2.1 ”量子 容量 与 相关 概念 的 定义 

下 面 我 们 将 介绍 一 个 信道 的 量子 容量 和 纠缠 生成 容量 的 定义 ， 并 且 证 明 这 两 个 量 是 一 
致 的 . 我 们 还 将 定义 一 个 信道 的 有 纠缠 协助 的 量子 容量 , 并 且 阐 明 它 与 一 个 信道 的 有 纠缠 协 
助 的 经 典 容量 之 间 的 简单 关系 . 
8.2.1.1 ”信道 的 量子 容量 


非 正式 地 说 , 一 个 信道 的 量子 容量 是 在 对 该 信道 的 每 次 使 用 中 能 精确 传输 的 量子 比特 
的 平均 个 数 . 正如 上 一 节 中 所 讨论 的 容量 , 一 个 信道 的 量子 容量 是 用 信息 理论 术语 定义 的 ， 
它 是 指 作 用 在 可 能 纠缠 的 寄存 器 集合 上 时 , 可 以 渐 近 地 多 次 使 用 信道 时 的 情况 . 

下 面 对 量子 容量 的 定义 利用 了 一 个 信道 由 男 一 个 信道 进行 的 仿真 (定义 8.1) 以 及 上 一 
节 用 到 的 一 个 信道 对 另 一 信道 的 =- 近 似 (定义 8.2) 的 相同 概念 . 

定义 8.42 (信道 的 量子 容量 ) 对 于 复 欧 几 里 得 空间 雹 FY, APEC, YV) 为 一 个 信 
道 , HAR Z= (HP T= {0,1} 表示 二 元 字母 表 ). 
1. 如 果 (i) a = 0, 或 (i) a > 0 且 对 于 选 定 的 每 一 个 正 实数 e > 0， 对 除 有 限 个 以 外 的 所 

HEK n 以 及 m= lanl, 信道 O°" 仿真 了 单位 信道 1T7(2) 的 一 个 ci, MAM 

a 之 0 是 通过 再 传输 量子 信息 的 一 个 可 达 率 . 
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2.0 的 量子 容量 表示 为 Q), 它 定义 为 通过 D 进行 的 量子 信息 传输 的 所 有 可 达 率 上 的 上 
确 界 . 
上 一 节 在 证 明 命 题 8.4 时 所 使 用 的 论证 可 以 用 来 证 明 下 面 关 于 量子 容量 的 类 似 命题 . 
命题 8.43 MERKLE X fY, APEC, YV) 为 一 个 信道 . 有 Q(O*) = 
kQ) 对 每 一 个 正 整 数 大 都 成 立 . 


8.2.1.2 ”信道 的 纠缠 生成 容量 


我 们 用 与 定义 量子 容量 相似 的 方式 定义 一 个 信道 的 纠缠 生成 容量 ， 只 是 相关 的 任务 更 
为 集中 : 通过 多 次 对 一 个 信道 的 独立 使 用 , 发 送 者 和 接收 者 期 望 建立 一 个 与 最 大 纠缠 态 之 间 
有 高 保 真 度 的 态 ， 且 该 态 由 他 们 共享 . 

定义 8.44 (信道 的 纠缠 生成 容量 ) 令 庆 和 站 为 复 欧 几 里 得 空间 , DEC, y) 为 一 个 
信道 , ŽE Z= (其 中 工 = {0,1} 表示 二 元 字母 表 ). 

1. 如 果 (i) a = 0, 或 (ii a > 0 并 且 下 列 条 件 对 所 有 的 正 实数 = > 0 都 成 立 : THAR 

个 以 外 的 所 有 正 整 数 n, UR m= |an|， 存在 一 个 态 p € D(X%" @ Z%m) 和 一 个 信道 

SE Cys", 2°") 使 得 


pr vec(12"") vec(1$"")*, (SB @ 1E) (6) ) 21-—e, (8.272) 


AAA a> 0 Rihit D 进行 的 纠缠 生成 的 一 个 可 达 率 . 

2. 由 Qel) 表示 的 > 的 纠缠 生成 容量 定义 为 通过 进行 的 纠缠 生成 的 所 有 可 达 率 的 上 

z FR. 

注 : 对 于 任 选 的 复 欧 几 里 得 空间 X 和 JJ、 一 个 单位 向 量 y CY 以 及 一 个 信道 UV eE 
C(x, YV), pE D(X) EMRAB Flyy*,V(p)) 的 最 大 值 在 p 是 一 个 纯 态 时 取得 . 根据 这 一 点 
我 们 可 以 得 到 ， 如 果 定 义 8.44 对 可 达 率 的 解释 中 考虑 到 的 态 p E D(X%” @ ZS") 被 限制 为 
eA, È Quld) 的 值 也 不 会 发 生变 化 . 


8.2.1.3 ”量子 容量 与 纠缠 生成 容量 的 等 价 性 


纠缠 生成 容量 的 相关 任务 看 起 来 比 量 子 容量 的 相关 任务 更 为 具体 . 也 就 是 说 , 对 一 个 单 
位 信道 的 严格 近似 的 仿真 显然 允许 发 送 者 和 接收 者 生成 一 个 与 最 大 纠缠 态 之 间 有 高 保 真 度 
的 共享 态 . 但 是 一 个 信道 生成 近 最 大 纠缠 态 的 能 力 允 许 以 一 个 相似 的 比率 传输 量子 信息 这 
一 点 却 并 非 显 而 易 见 . 特别 地 , 我 们 可 以 注意 到 6.3.1 节 讨 论 的 传 态 协议 在 这 一 情况 下 并 不 
能 直接 应 用 ,因为 这 一 协议 要 求 必须 在 传输 率 的 计算 中 把 经 典 通信 考虑 在 内 . 不 过 , 由 下 述 
定理 提供 的 纠缠 生成 和 单位 信道 仿真 之 间 的 关系 允许 我 们 证 明 任 意 给 定 信道 的 量子 容量 和 
纠缠 生成 容量 确实 是 一 致 的 . 

定理 8.45 令 针 和 站 为 复 欧 几 里 得 空间 , DECAY) 为 一 个 信道 , 并 且 weEX@y 
为 一 个 单位 向 量 . tpn =dim(Y) A ô > 0 为 一 个 非 负 实 数 使 得 


F (3 vec(ly)vec(1y)’,(® ® tuo) (uw) ) >1—6. (8.273) 
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对 于 任意 满足 dim(Z) < n/2 的 复 欧 几 里 得 空间 Z, 有 更 仿真 了 单位 信道 1L(z) 的 一 个 e- 近 
dl, 其 中 e= 464, 
证 明 $ AeL, 2X) 为 由 等 式 vec(4) =u 定义 的 算 子 , $ r =rank(A), 并 且 令 


a> Perey (8.274) 
k=1 


为 4 的 一 个 奇异 值 分 解 ， 从 而 (pi1,… ,px) 是 一 个 概率 癌 量 , {xz1,:… ,zi}CX 和 {yi,:…， 
yr} C 7 是 规范 正 交 和 集 . 此 外 定义 W ELY, XY) 为 


W = I TEYE; (8.275) 
k=1 
FF AEM ve XK QVA 
g= = vec(W). (8.276) 


根据 偏 迹 下 保 真 度 函 数 的 单调 性 , 我 们 有 


1 去 1 
Fa VAP Ty. Teal ) 


(8.277) 
> (2 vec(11y)) vec(1y)*, (@ @ tro) >1-4, 
因此 r T 
F(uu*, vv*) = FL VRP Fi vRz 1-8 (8.278) 
因而 , 根据 定理 3.27 和 3.29, 我 们 有 
(i vec(ly)vec(ly)*, (B® lew) (ow") +1 
2 
>F (5 vec(1y) vec(1y)”, (& ® Ly.) cuu") ) +F(vw*, ww)” (3.279) 
之 2(1 ae ô)’, 
因此 
Je vec(ly)vec(ly)*, (® @L1y)(vv")) > 1— 406. (8.280) 


接 下 来 , 定义 投影 算 子 I, = W*W e€ Proj(V) 并 定义 V, = im(IL). 对 每 个 从 r 开始 并 
减 小 到 1A k, 选择 wk € Vh 为 使 量 


ak 一 《RU (WwrwiW™ )) (8.281) 
最 小 化 的 单位 癌 量 , 并且 定 义 


Vi- = {z © Ve: (we, z) = OF. (8.282) 
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观察 到 ai > az >-:- > ar 且 对 于 每 个 ke {1,--: r} {w ,wnp} 是 关于 Ve 的 一 组 规范 
正 交 基 . 特别 地 , 我 们 有 

i= FW © Ly) veo(M) (E) -FL Win ome (8.283) 
此 时 , 计算 表明 


2 
P ($ vec(ly) vec(ly)” (® @ tro)" 


l (8.284) 
=— >》 (ww (Www W*)). 
"E anair) 
根据 D 的 全 正 性 , 对 每 个 jke {1,… ,7}, 我 们 可 以 得 到 结论 
(ww, B(WwjwkwW*))| 
< y/ (wjw*, P(Wwjw*W*) jy (ww, O(WwpweW*)) (8.285) 
= VAQjQk-. 
因此 , 由 三 角 不 等 式 ， 有 
F(- vec(Iy) vec(1y)*, (® @ tro)" < = >》 Væk (8.286) 


成 并 . 应 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 我 们 可 以 得 到 


Ll < 1 
< peA ’ 2 
i 3 Vak = 3 Qk (8.287) 


因此 
DD > (1 — 45)? > 1-86. (8.288) 
k=l 
现在 令 
m = max{k € {1 ,r} : an > 1-166}. (8.289) 


由 式 (8.288) 可 得 
一 (1 一 165)， (8.290) 


因此 m > n/2. 根据 值 aie ,ar 的 定义 , 我 们 可 以 得 到 


全 
n 





(ww*, ®(Www*W*)) > 1— 166 (8.291) 


对 于 每 一 个 单位 同 量 we Vm 都 成 立 . 
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最 后 , Q V e U(Z, Y) 为 使 im(V) C Vn 的 任意 等 距 算 子 . 这 样 的 等 距 算 子 的 存在 性 
可 由 dim(Z) < n/2 这 一 假设 和 n/2 < m = dim(V,,) 这 一 事实 得 出 . 对 于 所 有 Z ELZ) 和 
Y e L(Y); $ Z. € O(Z, X) M Ep E€ CV, Z) 为 形式 是 


[1] 


(Z) = WVZV*W* + U,(Z), 
(8.292) 


[1] 


bp(Y) =V*YV + U,(Y) 


的 信道 , 其 中 Va € CP(Z, æ) Al Yp € CP(YV, Z) 是 使 = MS, 保 迹 的 全 正 上 映射. 因为 对 于 
每 一 个 单位 回 量 ze Z 有 


Ce, (S582 3)(22*)) 


(8.293) 
> (Vzz*V*,®(WVzz*V*W*)) > 1 — 166, 
所 以 根据 Fuchs-van de Graaf 不 等 式 (定理 3.33) 之 一 , 有 
||zz* — (Ep®Zx)(z2*)||, < 8v5 (8.294) 
成 立 . 因此 , 应 用 定理 3.56, 我们 可 以 发 现 
||ZoSEe 一 1 下 | < 463, (8.295) 
证 毕 . 口 


定理 8.46 HTX FeV, APEC, YV) 为 一 个 信道 . O 的 纠缠 生成 容量 和 量子 容量 
是 相等 的 : QP) = Q,,..(®). 


证 明 ”我 们 将 首先 证 明 Q(*) < Ql) 而 这 是 直接 成 立 的 . 因为 如 果 GB 的 量子 容量 
AS, 那么 我 们 无 须 证 明 任 何 东 西 ， 所 以 我 们 将 假设 Q) > 0. $ a > 0 为 通过 © 进行 的 
量子 信息 传输 的 可 达 率 , 并 任 选 es > 0. 

因此 , we DT = {0,1} 和 Z = CI， 我 们 有 对 于 除 有 限 个 以 外 的 所 有 正 整 数 n 以 及 
m = |an], 信道 6°" 仿真 了 单位 信道 LCS) 的 一 个 = 近似 也 就 是 说 , 对 除 有 限 个 以 外 的 
所 有 正 整 数 n, 以 及 m= lanj, 一 定 存在 信道 Eee C(28m, V2") 和 Su € C(y87,2Z8m) 使 
得 


Es®e*Es -1a lll <E: (8.296) 
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假设 ”和 m 是 使 这 样 的 信道 存在 的 正 整数 , 则 我 们 可 以 考虑 密度 算 子 


T= 2-™vec(1$™) vec(1Z")* 和 p= (3s® 1; (2))(7), (8.297) 
以 及 信道 E = Zp. Fuchs-van de Graaf 不 等 式 (定理 3.33) 之 一 说 明 


F (r, 2°" @ 11(2))(0)) = F (7, (Eo°"Ee 9 1E) (7)) 


, - (8.298) 


因为 这 对 除 有 限 个 以 外 的 所 有 正 整 数 n 以 及 m = |an| 都 成 立 ， 所 以 a 是 通过 © 进行 的 
纠缠 生成 的 可 达 率 . 对 所 有 通过 进行 的 量子 通信 可 达 率 a 取 上 确 界 , 我 们 得 到 了 Q(@) < 
Qsc(®). 

我 们 还 需 证 明 Qel) < Q). 就 像 我 们 刚刚 证 明 的 反 癌 不等式 那样 ， 因 为 如 果 
Qec(®) = 0 那么 我 们 无 须 证 明 任 何 东 西 ， 所 以 我 们 将 假设 Qel) > 0. 令 a > 0 为 通 
过 更 进行 的 纠缠 生成 的 可 达 率 , 并 且 任 选 8 € (0,0). 我 们 将 证 明 6 是 通过 更 的 量子 通信 
的 可 达 率 . 所 需 的 关系 Qr) > Q) 可 由 在 所 有 通过 © 进行 的 纠缠 生成 的 可 达 率 a 上 取 
EMR, HERA 6 e (0,a) 上 取 上 确 界 而 得 . 

令 。 > 0 为 任 选 的 , FFAS 5 = e4/256， 从 而 c = 467. 对 除 有 限 个 以 外 的 所 有 正 整 数 
n, 以 及 m= |an], 存在 一 个 态 p € D(X" g Z8m) 和 一 个 信道 = e C(V2", zem) 使 得 


F(2-™ vec(13”) vec(13™)*, (38®" @ 17/5) (p)) 2 1-4. (8.299) 


可 以 注意 到 使 式 (8.299) 成 立 的 态 p 的 存在 说 明了 使 同样 的 不 等 式 成 立 的 纯 态 p = wu* 的 存 
在 , 这 是 因为 函数 
p= F(2-™ vec(1$™) vec(1$”)*, (S88" @ 1775))(p))” 
(8.300) 
= (2-™ vee(1$™) vec(13™)*, (S88" @ 17(2))(p)) 

必须 在 纯 态 上 取得 它 (在 所 有 密度 算 子 上 ) 的 最 大 值 . 根据 定理 8.45, B87 对 于 =m 一 1 念 
真 了 单位 信道 10) 的 一 个 -近似 . 

E n 2 1/(a- B) 这 一 假设 下 , 我 们 有 Bn 和 an 一 1. 因此 , 对 除 有 限 个 以 外 的 所 有 正 整 
数 n UK k= |bn]. 有 0°" 仿真 了 单位 信道 ie 的 一 个 e- 近 似 . 由 于 s > 0 是 任 选 的 ， 
所 以 8 是 通过 更 的 量子 通信 的 可 达 率 ， 从 而 定理 得 证 . 口 
8.2.1.4 信道 的 有 纠缠 协助 的 量子 容量 

我 们 将 在 下 面 正 式 定 义 一 个 信道 的 有 纠缠 协助 的 量子 容量 ， 并 且 证 明 它 等 于 该 信道 有 
纠缠 协助 的 经 典 容量 的 二 分 之 一 . 


定义 8.47( 信 道 的 有 纠缠 协助 的 量子 容量 ) AX fy AERLE AE O EC, Yy) 
为 一 个 信道 . 此 外 令 工 = {0,1} 表示 二 元 字母 表 , 并 且 使 2 = CI. 
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1. 如 果 (i)a=0, 或 (ii aw>0 并 且 对 每 一 个 正 实 数 s > 0， 对 除 有 限 个 以 外 的 所 有 正 整 数 
n， 并 且 对 于 m= |an], 信道 O°" 仿真 了 单位 信道 1T7(2) 的 一 个 e- 近 似 , MAM a> 
是 通过 更 的 有 纠缠 协助 的 量子 信息 传输 的 一 个 可 达 率 . 

2. 表示 为 Q.S) 的 > 的 有 纠缠 协助 的 量子 容量 是 通过 6 的 有 纠缠 协助 的 量子 信息 传输 


的 所 有 可 达 率 的 上 确 界 . 
命题 8.48 FTAKRU X f Yy, PECX, Yy) 为 一 个 信道 . 有 
Qs(®) = os) (8.301) 


证 明 ”假设 a 是 通过 更 的 有 纠缠 协助 的 经 典 通信 的 可 达 率 . 我 们 将 证 明 a/2 是 通过 © 
的 有 纠缠 协助 的 量子 信息 传输 的 可 达 率 . 对 通过 B 的 有 纠缠 协助 的 经 典 通信 的 所 有 可 达 率 
a ERMA, 我 们 可 以 得 到 
Q.(@) > mn, 
由 于 a= 0 这 种 情形 是 平凡 的 , 所 以 我 们 将 假设 a > 0. 
假设 n 和 m= lan] 为 正 整数 且 c > 0 为 使 得 0°" 仿真 了 信道 Asm 的 一 个 = 近似 的 
正 实数 , 其 中 A € C(Z) 依然 表示 完全 失 相 信道 . $ k= [|m/2|, 并 且 考 虑 最 大 纠缠 态 


(8.302) 





pey" vec(1$") vec(13")*. (8.303) 


通过 将 + RE (在 通过 O°" 对 Asm 进行 的 s- 近 似 的 仿真 中 用 到 的 ) 态 &, 我 们 可 以 通过 
使 用 传统 的 传 态 协议 (参见 6.3.1 节 中 的 例 6.50) 定义 一 个 新 的 信道 更 e C(Z°*), 但 是 其 中 
传 态 所 需 的 经 典 通信 信道 被 由 更 2" 所 仿真 的 信道 Asm 的 =- 近 似 所 代替 . 则 更 是 单位 信道 
eel 的 一 个 e- 近 似 . 
因此 ,对 于 所 有 的 s > 0, 对 除 有 限 个 以 外 的 所 有 正 整 数 n, 以 及 对 于 
an an 
s= pej- je me 
信道 8sw 通过 纠缠 的 协助 仿真 了 单位 信道 18 的 一 个 AEL 因此 a/2 是 通过 的 有 纠 
缠 协 助 的 量子 通信 的 可 达 率 , 即 为 所 求 . 
现在 假设 a 是 通过 更 的 有 纠缠 协助 的 量子 通信 的 可 达 率 . 我 们 将 证 明 20 是 通过 4B 的 
有 纠缠 协助 的 经 典 通信 的 可 达 率 . 由 于 这 一 声明 在 a = 0 这 一 情况 下 是 显而易见 的 , 所 以 我 
们 将 假设 a > 0. 该 证 明 与 刚刚 考虑 的 相反 方向 的 证 明 在 本 质 上 是 相同 的 ， 只 是 我 们 用 密集 
编码 代替 了 传 态 . 
假设 n Al m= |an| 是 正 整 数 且 e > 0 为 使 得 B88" 仿真 了 Lice) 的 一 个 e- 近 似 的 正 实 
数 . 利用 最 大 纠缠 态 
全 vec(13”) vec(13"")* (8.305) 
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(将 其 张 乘 上 由 O°" 对 18 吧 的 仿真 中 所 用 到 的 ©), 我 们 可 以 通过 传统 密集 编码 协议 (参见 
6.3.1 节 中 的 例 6.55) 定义 一 个 新 的 信道 v < C(Zezm)， 其 中 密集 编码 所 需 的 量子 信道 被 由 
Den 仿真 的 信道 12) 的 = 近似 所 代替 . 则 更 是 对 Aszm 的 一 个 = 近似 ， 

因此 , 对 于 所 有 的 = > 0, 对 除 有 限 个 以 外 的 所 有 正 整 数 n, 并 且 对 于 m= lanj, 6%” 
仿真 了 信道 A82m 的 一 个 = 近似 , 这 说 明 2a 是 通过 © 的 有 纠缠 协助 的 经 典 通信 的 可 达 率 . 
不 等 式 


Ce(®) > 2Q,(®) (8.306) 
可 以 在 我 们 对 所 有 通过 更 的 有 纠缠 协助 的 量子 通信 的 可 达 率 a 取 上 确 界 时 得 到 . 
因此 不 等 式 (8.301) R, 定理 得 证 . 口 


8.2.2 ”量子 容量 定理 

本 节 的 目的 是 痔 述 并 证 明 量 子 容 量 定 理 ， 该 定理 可 以 得 到 一 个 给 定 信道 的 量子 容量 的 
表达 式 . 与 Holevo-Schumacher-Westmoreland 定理 (定理 8.27) 类 似 ， 从 量子 容量 定理 得 到 
的 表达 式 涉 及 对 给 定 信道 越 来 越 多 的 使 用 次 数 的 正则 化 . 

下 面 的 小 节 包 含 对 将 用 来 证 明 量子 容量 定理 的 引 理 的 阐述 与 证 明 ， 以 及 对 该 定理 本 喘 
的 阐述 与 证 明 . 
8.2.2.1 RASI 


第 一 个 用 于 证 明 量子 容量 定理 的 引 理 涉及 一 种 称 为 解 耦 的 现象 . 非 正式 地 说 , 通过 在 输 
入 空间 的 随机 选择 的 子 空间 上 作用 足够 嘲 杂 的 信道 产生 的 现象 不 止 可 以 破坏 子 系统 间 的 纠 
缠 , 还 可 以 破坏 经 典 关 联 . 

引 理 8.49 A X, VY, W 和 Z 为 使 得 dim(2Z) < dim() < dim(V 8 W) 的 复 欧 几 里 得 
Ei, 并且 令 ACUX,VQW) 和 VeU(2Z,X) 为 等 距 算 子 . CRA ECECD(WOA)A 


p= = Try (vee(A) vec(A)*), (8.307) 
并 且 对 于 每 个 西 算 子 UCU), 定义 态 pu E D(W 8 Z) A 
— — Try (vec(AUV) vec(AUV)*), (8.308) 
RP n= dim(#) A m=dim(Z). WA 
[lov — Trz (pu) ® w ||; dn(U) < Tr(€?) (8.309) 


成 立 , F w=1z/m Hy 表示 U(X) 上 的 Haar 测度 . 
证 明 ”首先 观察 到 


lov — Trz(po) 8 ol = Tr(o,) - — Tr((Trz(po)’). (8.310) 


该 引 理 需要 所 有 的 U 上 的 式 (8.310) 的 积分 的 上 界 , 并 且 为 了 这 个 目标 我 们 将 对 该 等 式 右边 
表达 式 的 两 项 分 别 进行 积分 . 
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为 了 对 式 (8.310) 右边 的 第 一 项 进行 积分 , OT AE yV = CI 的 字母 表 , 对 于 每 个 a ET 


定义 By = (er @lw)A, 并 且 观 察 到 


pu = 一 》 vee( BaUV )vec(BaUV).. 


acl 


从 而 有 


Je) 三 < 》 |Tr(V*U* Bt BUV) |? 
a,beT 


7 -y S Tr(V*U*B?B,UV @ V*U* Bi BaUV) 
Qa,bET 


- (mv @ UVV*U*, Š X BiB, 8 BiB.) 
ig a,bEeT 


成 立 . 通过 在 所 有 的 Ue U(X) 上 进行 积分 可 以 得 到 


| (oè) anto) -(= (VV* @VV*), LD B* B, ® B{ B, ) 
ae. 


HP EEC) 表示 Werner 旋转 信道 (参见 例 7.25). 利用 表达 式 


= 2 
a(x) = need) xox, X) vex + 








2 
n(n ie 1) xox, X) Tyox 


(对 于 每 一 个 Xe L( @ X) 都 成 立 ), 并 且 观 察 到 等 式 


(Ilyox, VV* © VV*) 二 mnt, 


(rox, VV" ® vv") = ne D 





我 们 有 
| (66) anv) 


1 jmi m—1 
= IT 
(BH xox t n— lxox; 2, Be a Bo ® By Ba ) 


(8.311) 


(8.312) 


(8.313) 


(8.314) 


(8.315) 


(8.316) 


(8.317) 


我 们 可 以 利用 相似 的 方法 来 对 式 (8.310) 右边 的 第 二 项 进行 积分 . 特别 地 , 我 们 有 


Trz(py) = Ly BAUVV*U*B*, 
Er 


(8.318) 
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因此 


Tr((Trz(pu))”) 
1 *TT* D* *7TT* R* 
= 》 T(V*U*B}B,UVV*U* B% BaUV) 


a,beT 


1 8.319 
= (we. — J VU" BiB UV 8 iia. ae 
a,beT 


-(wv ®UV)W2(UV @UV)*, —| i B* B, ® Br Ba ) 

a,bEeT 
其 中 Wz € U(2@2Z) 表示 Z@2Z 上 的 交换 算 子 , 并 且 第 二 个 等 式 利 用 了 恒等式 (Wz, X@Y) = 
Tr(XY). 通过 在 所 有 的 U c U(X) 上 进行 积分 可 以 得 到 





| nm((rra(po)’) dn(U) 
(8.320) 
-(s(verwawevy) 3 => B* Bs ® Bi Ba ) 
a,beT 
利用 等 式 
zoz: V @V)We(V vy) = Mt) 
a | (8.321) 
(xox, (V @V)We(V @V)*) = -下 一 了 
并 且 对 上 面 的 等 式 进行 相似 的 计算 , 我 们 发 现 
[nm((rra(0o)’) an) 
(8.322) 
-E (mHor m eoz, ŞO BiB, ® BiBo ) 
a,beT 


将 式 (8.310). IÈ (8.317) 和 式 (8.322) 结合 一 些 代数 运算 可 以 得 到 


[lev — Trz (pv) ® w||, dn(U) 

m? — (8.323) 
aor @ lx — =Wx, >》 B; :B® BB.) 
ae aber 


其 中 Wr 表示 XQX 上 的 交换 算 子 . 通过 对 式 (8.312) 和 式 (8.319) 进行 类 似 计 算 , 其 中 把 
U 和 V 用 1x 代替 ,我 们 可 以 证 明 


Tr(£2) = =™ > B* B, & Br Ba (8.324) 


a,beTr 
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和 
Tr((Tra(€))?) = (Wx ` B* B, Q Bi.) (8.325) 


a,beTr 
进而 ， 
[lov — Trz (pu) Q wli; dn(U) 


1—m~? 


=~ (Te) = ~Tr((trx(6)") ) < Tr(é’), 
即 为 所 求 . o 
8.2.2.2 ”纠缠 生成 解码 保 真 度 的 下 界 


在 对 量子 容量 定理 的 证 明 中 ,， 接 下 来 的 引 理 用 于 推断 一 个 关于 纠缠 生成 任务 的 解码 信 
道 的 存在 性 . 基于 包含 该 信道 的 Stinespring 表示 的 计算 这 一 推理 考虑 了 通过 该 信道 的 纠 
缠 生 成 . 

引 理 8.50 44. YV, W 和 2Z 为 使 得 dim(Z) < dim(X) < dim(V Q W) 的 复 欧 几 里 得 
空间 , 并且 A EeE U(X,》@W) fe W eUl, X) 为 等 距 算 子 . 对 于 所 有 的 X CL(X), 定义 信 
道 bE C(X,Y) 为 

(X) = Trw (AXA*), (8.327) 


并 且 定 义 态 pE D(W @2) A 
go 一 Try (vec(AW) vec(AW)*), (8.328) 

其 中 m=dim(Z). 存在 一 个 信道 Se C(V, Z) 使 得 
F(= vec(1 z) vec(1z)”, — (Eg ® lrcz))(vec(W) vec(W)") ) 


(8.329) 
> F(p, Trz(p) 8w), 


# F w=12/m. 
证 明令 了 为 一 个 维 数 足 够 大 的 复 欧 几 里 得 空间 使 得 dim(7) > dim(W) 和 dim(V @ 
Z) > dim(Y) 成 立 , 并 且 令 BE L(W,V) 为 使 得 Try (vec(B) vec(B)*) = Trz(p) WAT. 对 
于 向 量 
u= —_ vec(B @ 12) € (V@ Z)@(W®@ Z). (8.330) 


im 
BANA Tryez(uu*) = Trz(p) 9w. 显然 , AS 
= <a veo( AW) EVQEWSZ | (8.331) 
满足 Try(vv*) = p, 所 以 根据 Uhlmann 定理 (定理 3.22), 存在 一 个 等 距 算 子 了 e U(V, Vaz) 
使 得 
F(p, Trz(p) @w) = F(uu*, (V @ lwez)vv*(V @ lwez)’). (8.332) 
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对 于 每 一 个 Y ELW), 定义 信道 =e CW, Z) 为 


S(Y) = Try(VYV*). (8.333) 
有 
Try (Trw (uu*)) = 二 vec(I z) vec(1Iz)* (8.334) 
和 
Try(Trw((V 8 Lwez)vv*(V 8 lwez)’) 
| (8.335) 
一 — (Se ® li(z))(vec(W ) vec(W)*) 
RA, 因此 
F(uu*,(V 8 lwez)vv*(V ® lwez)*) 
(8.336) 


<F (= vec(1 z) vec(1 z)*, = (E Q Ih :z))(vec(W) vec(W)")) i 


这 是 由 于 保 真 度 在 偏 迹 下 的 单调 性 ( 即 定理 3.27 的 一 个 特殊 情况 ). 因此 , 信道 = 满足 该 引 
理 的 要 求 . 口 


8.2.2.3 ”量子 容量 定理 额外 需要 的 两 个 引 理 


下 面 的 两 个 引 理 展示 了 将 应 用 于 证 明 量 子 容量 定理 的 技术 事实 第 一 个 引 理 关注 满足 
某 些 谱 条 件 的 一 个 等 距 算 子 对 另 一 个 等 距 算 子 的 近似 , 第 二 个 引 理 是 关于 Haar 测度 的 一 个 
普 过 事实 . 

引 理 8.51 44.) fW AKG dim(X) < dim(VQW) 的 复 欧 几 里 得 空间 , AAE 
U(X, YV O W) 为 一 个 等 距 算 子 , 人 e Proj(Y) 和 IE Proj(W) ARBHF, HH ece (0,1/4) 
为 一 个 正 实数 . 此 外 , A n=dim(X), 并 且 假 设 约束 条 件 


(A 91, AA*) > (1—e)n (8.337) 


和 
2rank(I) < dim(W) (8.338) 


已 被 满足 . 则 存在 一 个 等 距 算 子 BEUR, Y QW) 使 得 
1. || A—Bll2 < 3e1/4 Vn. 
2. Trw(BB*) < 4A Trw(AA*)A. 
3. rank(Try(BB*)) < 2rank(IJ). 
证 明 ”由 奇异 值 定 理 , 存在 X 的 一 组 规范 正 交 基 {11 2,2}. VOW 中 的 网 量 的 一 
组 规范 正 交集 {wi,… ,un} 以 及 一 组 非 负 实数 的 集合 {s1,:… , sn} C [0,1] 使 得 


n 
(A@T)A = >》 spurzk. (8.339) 
k=} 
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则 有 


>》 s} = (AQI, AA*) > (1—e)n. (8.340) 
k=ł 


成 立 . EXT {1 ,nj} A 


r={ke{l,..,n} : sp >1- veh, (8.341) 

并 且 观 察 到 不 等 式 
X sh S |I| +(n- ITI)(1 -— ve). (8.342) 

kel 


由 式 (8.340) 和 式 (8.342), 我 们 有 


Ir] > (1- Van > 可 (8.343) 


因此 , 一 定 存 在 一 个 单 射 函数 fs {1,--- nJ\T oT; 这 个 函数 可 以 是 任 选 的 , 但 是 它 在 证 明 
的 余下 部 分 将 是 固定 的 . 

接 下 来 , $ W e UW) 为 任意 满足 IWI = 0 的 酉 算 子 . 2rank(ID < dim(W) 这 一 假设 
保证 了 这 样 的 算 子 W 的 存在 . 至 于 函数 f 在 满足 约束 IWI = 0 条 件 下 , BAF W 可 以 
是 任 选 的 , 但 我 们 默认 在 证 明 的 余下 部 分 该 算 子 是 固定 的 . 

最 后 , 定义 等 距 算 子 BEU, Y gW) WF: 


B= P UL, 二 ` (ly & W )u p(k) Tk. (8.344) 
kel ke{1,--- n}\P 


我 们 只 需 证 明 B 有 着 引 理 声明 中 所 需 的 性 质 . 
首先 , 我 们 要 证 明 B 确实 是 一 个 等 距 算 子 . 集合 {ur : RET} 显然 是 规范 正 交 的 , 集合 


{(ly ® Wurr) :ET ,ni\T} (8.345) 
也 是 规范 正 交 的 . 对 每 个 ke {1,… ,n}, 我 们 有 

Skuk E€ im((A @II)A) Cim(Ly ® II), (8.346) 
因此 skurk = sk(ly @ Tug. 对 于 所 选 的 每 一 对 j,k € {1,… ,n}, 基于 OWI = 0 我 们 有 


sjsk(uj, (Ly 8 W)ur) = sjsk( (Ly ® Muj, (Ly ® IW )ug) 


(8.347) 
= sjSk (uj, (Ly 8 IWT )ux) = 0. 
对 于 j,k ET, 一 定 有 sjsk > 0 成 立 , 因此 u; L (1y @W)ug. 这 说 明 集 合 
{ux : k ET}U {Ly 8 Wau) :ET ,n}\T} (8.348) 


是 规范 正 交 的 , 因此 B 是 一 个 等 距 算 子 . 
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接 下 来 , 观察 到 
|A—Bllo < || A- (A 8 IDAll2 + ||(A@MA — Billo. (8.349) 
该 表达 式 的 第 一 项 由 
|A—(A@MDAlle = /(1 -A 91, AA*) < Ven (8.350) 
所 限制 . 对 于 第 二 项 , 有 
|(A@MA-Bl>=S-(se-1?+ X (8241) 


ker ke{1,--- n}\P 


m (8.351) 
=n+ %82 -20 s, <2n—2IP|(1— vE)? 
k=1 kel 
成 立 . 为 了 得 到 式 (8.351) 中 的 第 一 个 等 式 ， 可 以 观察 到 对 于 有 e {1,--- ,m NTI， 
Skuk L (Ly Q W )u f(k)» (8.352) 
这 利用 了 式 (8.347) 以 及 包含 关系 f(k) eT. 所 以 , 根据 不 等 式 (8.343) 有 
|(A @I)A — BI)? < 2n - 2(1 — Ve)?n <3nVE (8.353) 
RL, 从 而 有 
|| A — Bl < 3e™*vyn. (8.354) 
因此 , 引 理 中 所 列 出 的 对 B 的 第 一 个 要 求 已 经 得 到 满足 . 
对 B 的 第 二 个 要 求 可 验证 如 下 : 
Try (BB*) < 2 》 Trw (uruk) 
mani (8.355) 


< OF Trw ((A @ H)AA*(A 8 1)) < 4A Trw(4A*)A. 


最 后 , 为 了 证 明 对 B 的 第 三 个 要 求 能 得 到 满足 ,我 们 可 以 再 一 次 利用 (1 @ IJ)wk = wx， 
这 说 明 


im(Try(u,u,)) Cim(II) (8.356) 
HFEA ker 都 成 立 . 因为 
Try(BB*)= X Tylaih)+t > W(Try(uscayuja)))W*, (8.357) 
ke. kE{1, = ,n}\T 
所 以 有 
im(Try(BB*)) cim() + im(WID, (8.358) 
从 而 
rank(Try(BB*)) < 2rank(II), (8.359) 


即 为 所 求 . 口 
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引 理 8.52 4.4. W 和 2 为 使 得 dim(Z) < dim(¥) 的 复 欧 几 里 得 空间 , VE U(Z.2) 
为 一 个 等 距 算 子 , 并 且 使 ZEL(WOA) 为 一 个 算 子 . 有 


fi (lw 9 V*U*)Z(lw 8 UV) ||, dn(U) < 二 zh (8.360) 


mae, 其 中 m=dim(Z), n = dim(¥), #H n) AAR U(X) 上 的 Haar 测度 . 

证 明令 {Wi ,Wnz} C U(X) 为 一 组 正 交 的 西 算 子 (4.1.2 节 定 义 的 离散 Weyl HT 
提供 了 这 样 的 集合 的 明确 选择 ). 所 以 ,对 于 所 有 的 X € L(Y), 完全 失 相 信道 Q € C(X) 可 
以 表达 为 

A(X) = S TEXT (8.361) 
EN y=c”, 并 且 对 于 每 一 个 X ELX), 定义 信道 OE C(X,Z@Y)H 


2 


(X) = -一 NO VWE XWV ® Exe (8.362) 
k=1 
® 是 一 个 信道 这 一 事实 可 以 从 推论 2.27 以 及 计算 
| £ ——— 
= 2, Wav Wi = —Q(VV"*) = 1x (8.363) 


得 到 . 
接 下 来 , 根据 Haar 测度 的 右 西 不 变性 ,， 有 


fi (lw 8 V*U*)Z (Iw 8 UV) ||, dn) 














(8.364) 
= ||| bw @ V*WEU*)Z (Ly 8 UWV) ||, an 
对 每 个 ke {1,… ,m2} 都 成 立 , 因此 
[law @UV)"Z(Lw @ UV)) anu) 
= >| | (lw UWV) 2Z (lw 8 UWEV) | dn(U) 
(8.365) 
-= 去 | > (lw ® UWV)” Gd @UW,V) 8 Erxrll dn(U) 
k=1 1 
=" =| | Quon ® 6) (w @U*)Z(Lw @U))|, an(U) 
由 于 迹 范 数 在 信道 的 作用 下 是 不 增 且 本 不 变 的 , 所 以 有 
2 (0L) @ 6) (IW @U")ZaW @U))||, aU) 
: (8.366) 


<™ [jawe zaw ev)]|, anv) = ZIZI; 
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8.2.2.4 ”量子 容量 定理 

正如 下 面 的 定理 证 明 的 , 一 个 给 定 信 道 的 纠缠 生成 容量 的 大 小 总 是 至 少 与 通过 该 信道 
的 完全 混合 态 的 相干 信息 的 大 小 相同 . 这 一 事实 是 证 明 量子 容量 定理 的 关键 , 我 们 将 在 这 个 
定理 的 推论 中 将 这 一 事实 中 的 完全 混合 态 推广 为 任意 的 态 . 

定理 8.53 ”对 复 欧 几 里 得 空间 X fo VY, ADEC, V) 为 一 个 信道 . D 的 纠缠 生成 容 
量 至 少 是 通过 下 的 完全 混合 态 w CD(X) 的 相干 信息 : 


Io(w;®) < Que (®). (8.367) 
证 明令 w 为 一 个 使 得 
dim(W) = 2dim(X & Y) (8.368) 
的 复 欧 几 里 得 空间 , 4 4e U(X, @W) 为 一 个 使 得 
P(X) = Trw(AXA*) (8.369) 


对 所 有 的 Xe L(Y) 均 成 立 的 等 距 算 子 . A (8.368) 右边 这 一 略 不 同 寻 常 的 因子 2 可 以 保证 
满足 引 理 8.51 所 需 的 假设 , 这 在 后 面 的 证 明 中 会 有 所 提 及 . 对 于 所 有 的 X eL), 定义 信 
if We C(x, Ww) 为 

U(X) = Try (AX A*), (8.370) 


从 而 更 互补 于 GB. 因此 有 
I.(w;®) = H(®(w)) — H(Y(w)) (8.371) 


成 立 . 

在 Ic(w;@) < 0 这 一 情况 下 该 定理 是 没有 意义 的 ， 所 以 此 后 我 们 将 假设 Ic(w; 6) IE 
的 . 为 了 证 明 该 定理 , 我 们 只 需 说 明 每 一 个 小 于 elw d) 的 正 实数 都 是 通过 更 的 纠缠 生成 
的 可 达 率 . 为 了 这 一 目标 , 假设 一 个 任 选 的 且 满 足 a < Ic(w; 亚 ) 的 正 实数 a 已 固定 , HAM 
FE e > 0 为 一 个 足够 小 从 而 满足 不 等 式 


a <I,(w; ®) — 2e(H(®(w)) + H(Y(w))) (8.372) 


的 正 实数 . 本 证 明 的 其 余部 分 将 围绕 证 明 a 是 通过 更 的 纠缠 生成 的 可 达 率 展开 . 

考虑 一 个 任意 的 正 整 数 n> 1/a, 并 且 令 m= |an]. 此 外 , ST = {0,1} 表示 二 元 字母 
K, FHE Z = Cr. 我 们 会 考虑 下 面 的 任务 , 该 任务 是 在 一 个 发 送 者 和 一 个 接收 者 之 间 通 
过 信道 88" 建立 一 个 与 最 大 纠缠 态 


2-™ vec(1$") vec(1z y (8.373) 
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有 着 高 保 真 度 的 态 . 由 于 注意 到 Llw; ð) ELA log(dim(¥)), 所 以 a < log(dim(¥)), 这 
说 明 dim(Z8m) < dim(X8"). 因为 对 于 任意 等 距 算 子 W e U(Z°™", X42") 和 信道 EE 
C(y8",Z38m), 态 

2-™ (S88" @ 1L(z)) (vec(W) vec(W)*) (8.374) 


可 以 通过 信道 B88" 来 建立 , 所 以 我 们 可 以 考虑 证 明 存 在 三 和 W 使 得 态 (8.373) AAS (8.374) 
之 间 的 保 真 度 很 高 . 
这 时 , 令 A, E U(r, VYS Q Wr) 为 由 对 每 个 同 量 zi ,zn EX ED 及 
wi, ,wn E W 都 成 立 的 等 式 
(y1 BB Yn @ Wi @ +++ Un, An(T1 B® Tn)) 
(8.375) 
= (yı Q w1, AT1) -+ (Yn ® Wn, ATn) 
所 定义 的 等 距 算 子 会 很 有 帮助 . 实际 上 ，4， 等 价 于 48"， 只 是 其 输出 空间 的 张 量 因子 已 被 
置换 , 以 至 于 输出 空间 变 为 V @ We” MAE (V oW). 可 以 注意 到 对 每 个 X € L(V), 
有 
D(X) = Tryen(A,XA*) 和 VOX) = Tryen(A,XA*). (8.376) 


现在 , 在 解码 信道 三 e C(V®", 2°") 已 为 最 优 这 一 假设 下 , 引 理 8.50 说 明 态 (8.373) 和 
态 (8.374) 之 间 的 保 真 度 由 
F(p, 立 zemn(p)@w2m) (8.377) 


给 出 下 界 , 其 中 ps D(W8n o Zem) 定义 为 
p=2 ™Tryen (vec(An W) vec(A, W)*) (8.378) 


并 且 wz € D(Z) 表示 Z 上 的 完全 混合 态 . 

我 们 将 利用 概率 统计 方法 来 证 明 在 ”足够 大 这 一 条 件 下 , 使 式 (8.377) 接近 于 1 的 等 距 
AT W 的 存在 . 特别 地 , 我 们 可 以 固定 V e U(Z9", X98") 为 一 个 任意 的 等 距 算 子 , HAGE 
W =UV, 其 中 U 是 关于 U(X%*) 上 的 Haar 测度 随机 选择 的 . 下 面 的 分 析 说 明 , 对 于 一 个 
这 样 选择 的 算 子 W, 我 们 期 望 对 于 足够 大 的 n, I (8.377) 可 以 接近 于 1, 这 也 将 证 明 使 得 
这 一 命题 为 真 的 W 的 存在 . 

& k= dim(¥) 并 且 定 义 € e D(W8" @ X87) 为 

f = 5 Tryen (vec(An) vec(An)*)- (8.379) 
此 外 对 于 每 个 西 算 子 Ue U(X87), 定义 py € D(W8" @ 22”) 为 
ros =n Tryon (vec(AnUV) vee(A,UV)*), (8.380) 
并 且 观 察 到 


le Th Tl * 
pu = za (Iw 8 V"U")E(y @ VU)”. (8.381) 
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对 于 等 距 算 子 W = UV, 选择 恰当 的 解码 信道 =, AS (8.373) AAS (8.374) 之 间 的 保 真 度 由 
F(pu , Trzem(py) ® w2"™) (8.382) 


给 出 下 界 . 

任意 选 定 P(w) 和 亚 (w) 的 谱 分 解 ， > Ane E Proj(y%8") 和 Ine € Proj(w®") 为 其 
相应 到 ye 和 We” 的 e- 强 典型 子 空间 上 的 投影 算 子 . 我 们 可 以 观察 到 因为 a。> 0 H 
rank(W(w)) < dim(¥ & Y), 所 以 有 


1 
rank(II,,-) < m dim(W®") < dim(We”) (8.383) 


成 立 . 这 是 一 个 非常 粗粮 的 界 ， 尽 管 如 此 ,为 了 利用 引 理 8.51, 我 们 仍 需 要 它 ， 并 且 它 还 解 
释 了 式 (8.368) 中 的 因子 2. 

根据 引 理 8.32, 一 定 存在 正 实数 K 和 S, 它们 都 独立 于 ”和 e 并 且 在 证 明 的 余下 部 分 
我 们 假设 它们 是 固定 的 ， 从 而 使 得 对 于 


Cne = K exp(—dne’), (8.384) 
我 们 有 下 列 不 等 式 : 
(Ame @ 12" @ 12", vec(A,) vec(An)*) 
= (Ane, ((w))®) > 1 — LE, 
f 2 (8.385) 
miy ® In, Q 1%", vec(An) vec(An)*) 
=(TIn,c,(U(w))®") > 1- Sme, 
TEA 
a (Ane & Ine Q 1%", vec(An) vec(An)*) > 1— Gre (8.386) 
成 立 ， 这 等 价 于 
(Ane BI ps AnA) > (1 — faek": (8.387) 


WR n 足够 大 从 而 G,。< 1/4, 那么 根据 引 理 8.51,， 存 在 一 个 等 距 算 子 Be U(X8", V2" Q 


| An 一 Br < 3 Gné k””?, 
Trywen (BnB*) < 4An, e Tryon (An A* ) Ane, (8.388) 
rank(Tryen(B,B*)) < 2rank(In,e). 
根据 命题 8.33, 第 三 个 条 件 说 明 


rank (‘Tryon (BeBe = te es, (8.389) 
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利用 第 二 个 条 件 以 及 推论 8.31 和 对 于 所 有 P > 0 都 成 立 的 不 等 式 T(P?) 
我 们 可 以 得 到 


< à (P) Tr(P), 
m (站 me 人 B* ») ) 
< m ( (Ane Brion (Me At An ) | 


(8.390) 
=16 Tr((ne®(w)®" Ane)’ 
< g—n(1—e) H(®(w))+4 
最 后 , 定义 
Pe = Then (vec(Bn) vec(B,)*), (8.391) 
并 且 对 于 每 个 Ue U(X8"), 定义 
Ty = = Tyee (vec(B, UV) vec(B,UV)*) 
> (8.392) 
== (te 四 VU )o (ly Q TU . 
AAA 
[ee 
< llou — roll + |7 - Trzem (Ty) ® wz a" | (8.393) 
+ Kt Trzem(Ty) — Trzem (pu)) @ wy” |, 


< [ro — Trzem (Tu) ow" || + 2|| pv “W la 


成 立 ， 所 以 我 们 只 需 考虑 该 不 等 式 中 最 后 一 个 表达 式 中 的 两 项 的 平均 值 . 在 考虑 式 (8.393) 
中 最 后 一 个 表达 式 的 第 一 项 时 , 可 以 注意 到 


im(7y) C im (Trzem (Tu) @ wa™ ) 


(8.394) 
因此 


rank (mw — Trzem(Ty) Q we") <= rank( Trzem (Tu) ® Ta 


(8.395) 
< 2” rank(Tryen(BnB*)) < onthe) BCP tw) ht 1 
另外 , 我 们 还 有 


2 
Tr(a?) - (全 Tryyen (Bn B* 3) ) < g—n(1—e) H(P(w)) +4 


(8.396) 


REF 量子 信道 罕 量 437 


因此 , 利用 引 理 8.49 可 以 得 到 
[Ws — Trzem(Ty) @wS™ |; dn(U) 
< PME) H(Y(u emt | mr — Trem (rer) @@™ ll? dnl? 
|v — Trzon (Tu) 8 w3" || an) — 
< gn((1+2) 也 (于 (ww)) 一 (1 一 引 H(®(w)))+-m+5 
— 9—n(Ie(w;P)—2e(H(P(w))+H(U(w))))+m+5_ 


根据 假设 (8.372), 并 且 利 用 m = lan], 这 个 量 在 n 趋 于 无 穷 的 极限 下 趋 近 于 0. 因此 (根据 
Jensen 不 等 式 ) 在 n 趋 于 无 穷 的 极限 下 , 量 








[lw — Trzem (Tu) ®w2"™|| dn(UV) (8.398) 
也 趋 近 于 0. 式 (8.393) 的 最 后 一 个 表达 式 中 的 第 二 项 的 平均 值 可 以 根据 引 理 8.52 得 到 如 下 
EF: 
flv — Ty ||ı dn(U) 
-5 | | (Lwen 8 V'U')(E —c) (wan ® pyy "i dn(U 
(8.399) 
<|#€=olli < = l|vee( An) vec(A,,)* — vec(Bn) vec(Bn)* ||, 
< As — Ba ||, <6 G2. 
同 理 , Æ n 趋 近 于 无 穷 的 极限 下 这 个 量 趋 近 于 0. 所 以 © 的 纠缠 生成 容量 至 少 为 a, 证 毕 . 


口 
推论 8.54 令 革 和 小 为 复 欧 几 里 得 空间 , © EC, y) 为 一 个 信道 , 并且 o CDA) 
为 一 个 密度 算 子 . D 的 量子 容量 由 通过 OH o 的 相干 信息 确立 下 界 : 


lelo; B) < Q(®). (8.400) 
证 明 ”首先 观察 到 定理 8.53 的 一 个 结果 是 对 于 每 一 个 非 平凡 子 空间 VCH, 有 


Loe(wy; B) < Q(®), (8.401) 
其 中 
=p 
wy = FD) (8.402) 


是 对 应 于 子 空间 V 的 扁平 态 . 为 了 检验 这 一 点 , 令 Z 为 任意 使 得 dim(Z) = dim(V) 的 复 欧 
几 里 得 空间 , $ V eUZ, æ) 为 一 个 等 距 算 子 使 得 VV* = IJ， 并 且 对 于 所 有 的 Z € L(2)， 
定义 信道 =e C(Z,Y) 为 

=(Z) = (V ZV"). (8.403) 
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显然 Q(=) < Q); 由 于 信道 © 仿真 了 =, 所 以 对 于 每 一 个 正 整 数 n, 0°" 仿真 了 每 一 个 可 
以 被 =8" 仿真 的 信道 . 于 是 正如 声称 的 那样 我 们 有 


Q(B) > Q(S) = Qac(E) 2 Ic(wz; 5) 


(8.404) 
= 1,.(Vw2zV"*;®) = I.(wy; ®). 
现在 , $ AEU(X,YV@W) 为 一 个 使 得 
(X) = Trw(AX A*) (8.405) 


在 恰当 的 复 欧 几 里 得 空间 W 上 对 所 有 X © L(Y) 都 成 立 的 等 距 算 子 ， 并 且 对 于 所 有 的 
X E L(#), EMI VE C(x, W) 为 


W(X) = Try(AX A*). (8.406) 
Alte © 互补 于 更， 从 而 
Ic(c; ®) = H(®(o)) 一 五 ( 亚 (c)). (8.407) 
4 
c= ‘> platat (8.408) 


acd 
为 o 的 一 个 谱 分 解 ， 并 且 对 于 每 个 正 整数 n 和 每 个 正 实 数 = > 0, $ 
人 nc 
Tr(An,e) 
其 中 Ane 表示 关于 谱 分 解 (8.408) 的 到 X8" 的 e- 强 典型 子 空间 上 的 投影 . 
接 下 来 , $ s > 0 为 一 个 任 选 的 正 实数 . 根据 引 理 8.36, 一 定 存在 一 个 正 整 数 no 使 得 
对 于 所 有 的 n > no RITA 


L H(Bo"(wn.e)) — H(®(0)) 


e D( X9”), (8.409) 





Wn,e — 


< (2H(c) + H(®(c)) + 1)e. (8.410) 








类 似 地 , 一 定 存在 一 个 正 整 数 n 使 得 对 于 所 有 的 n > ni, 我 们 有 


É H(VE” (wn )) — H(V(o)) 





< (2H(c) + H(W(c)) + Le. (8.411) 
因此 , 一 定 存 在 一 个 正 整 数 n 使 得 


1 
r (wne pen) 一 Tc 3) 


(8.412) 
< (4H(o) + H(®(o)) + H(V(o)) + 2)e. 
根据 该 证 明 最 初 提出 的 论证 , 有 
lalan e on) < Q(6®”") - Q(®) (8.413) 
m a] 
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成 立 , 因此 
Q(®) > Ic (o;) — (4H(c) + H(®(c)) + H(W(o)) + 2)e. (8.414) 


由 于 我 们 已 经 选择 的 < 是 一 个 任意 的 正 实数 , 所 以 有 
Q(®) > I.(0;), (8.415) 


证 毕 . Oo 
最 后 , 我 们 可 以 阐述 并 证 明 量子 容量 定理 . 
定理 8.55 (量子 容量 定理 ) 令 世 和 ]) 为 复 欧 几 里 得 空间 并 且 使 ECX, y) 为 一 个 
信道 . 有 


Q(®) = lim — (8.416) 
成 立 . 
证 了 明 ”对 于 每 一 个 正 整 数 n 和 每 一 个 密度 算 子 oe D(X8"), 根据 推论 8.54, RNA 
Iola; 8°") < QB) = n Q(4), (8.417) 
因此 . 
Lol") < Qo). (8.418) 


由 于 如 果 Q(B) = 0 成 立 ， 那 么 该 定理 显然 成 立 ， 所 以 在 证 明 的 余下 部 分 我 们 将 假设 
Q(®) > 0. 

假设 a > 0 是 通过 © 的 纠缠 生成 的 可 达 率 , S 5 e (0,1) 为 任 选 的 , FFA KE = = 8/2. 
Hers P= {0,1} H Z =C. AF a 是 通过 GB 的 纠缠 生成 的 可 达 率 , 所 以 对 除 有 限 个 以 外 
的 所 有 正 整 数 n 以 及 对 于 m= |an|, 一 定 存在 一 个 单位 问 量 ve X28" @ Z8m 和 一 个 信道 
= € C(y8", Zem) 使 得 


pige vec(18™) vec(1$™)*, (29 g 1EC2)) (wu*)) >1l-e, (8.419) 
因此 根据 Fuchs-van de Graaf 不 等 式 (定理 3.33) 之 一 , 有 


pe vec(1$"") vec(1$™)* — (Eb®" @ liz) (uu*) 








<28 (8.420) 


成 立 . 对 于 任意 使 不 等 式 (8.420) 成 立 的 单位 癌 量 ve XO" gZr, H Fannes-Audenaert 不 
等 式 (定理 5.26) 我 们 可 以 得 出 结论 : 对 于 


p = Trzem (uu*), (8.421) 


不 等 式 
H((S®" @ 15 (5))(uu")) < 26m+1 (8.422) 
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m — H(S®*"(p)) <dm+1 (8.423) 
已 被 满足 . 结合 命题 8.15， 这 些 不 等 式 说 明 
I,(p; 8°") > I.(p;=8°") > (1 — 3d)m — 2. (8.424) 
HF m= lan] > an 一 1, 所 以 有 
Qn 3 
一 (8.425) 


我 们 已 经 证 明了 对 于 通过 更 的 纠缠 生成 的 任意 可 达 率 a > 0 以 及 对 于 任意 5 > 0, 有 


3 P I. (p; Do") 


(1 36)a— = < << Q(B) (8.426) 


对 于 除 有 限 多 个 以 外 的 所 有 正 整 数 ”都 成 立 . 因为 Q(B) 等 于 通过 B 的 纠缠 生成 的 所 有 可 
达 率 的 上 确 界 , 并 且 可 以 选择 5 > 0 为 任意 小 的 , 所 以 我 们 可 以 得 到 所 求 的 式 (8.416). O 


8.3 ” 非 可 加 性 和 超 激发 


一 个 量子 信道 的 经 典 容量 和 量子 容量 的 表达 式 由 Holevo 容量 和 最 大 相干 信息 的 正则 化 

所 给 出 ， a 本 

C(®) = lim we 和 Q(v)= lim ae 

正如 Holevo-Schumacher-Westmoreland 定理 和 量子 容量 定理 (定理 8.27 和 8.55) 所 确立 的 那 
样 . 通常 来 说 , 这 些 公式 的 非 正 则 化 的 类 似 公式 并 不 成 立 . 特别 地 , 严格 不 等 式 


(8.427) 


x(@@Oo)>2y(o) 和 Ic( 更 四 亚 ) > 2Ic(V) (8.428) 


对 于 恰当 选择 的 信道 8 Al 成 立 , 这 将 在 下 面 的 小 节 中 有 所 前 述 . 这 些 例子 解释 了 Holevo 
容量 并 不 直接 与 经 典 容 量 一 致 ， 最 大 相干 信息 和 量子 容量 也 是 如 此 . 

关于 Holevo 容量 , 严格 不 等 式 对 于 式 (8.428) 中 的 某 些 信 道 © 成 立 这 一 事实 将 在 8.3.1 
节 中 通过 使 用 定理 7.49 加 以 说 明 . 这 样 的 信道 的 存在 远 非 显 而 易 见 ， 并且 在 本 书 撰写 时 没 
有 已 知 的 明确 示例 一 一 只 有 这 种 信道 的 存在 是 已 知 的 . 现在 已 被 证 伪 的 猜想 , 即 等 式 





XxX(Bo ® 1) = x(Po) + Xx(B1) (8.429) 


应 对 所 有 的 信道 Bo 和 D, 成 立 ， 曾 被 称 为 可 加 性 猜想 . 

相反 ， 想 要 找 一 个 信道 V 使 式 (8.428) 中 的 严格 不 等 式 成 立 的 例子 并 不 困难 . 事实 上 ， 
存在 信道 超出 最 大 相干 信息 的 非 可 加 性 的 惊人 例子 . 特别 地 , 我们 可 以 找到 信道 vo 和 Vy 
使 得 二 者 的 量子 容量 均 为 零 ， 从 而 


I.(Vo) = Ie(¥1) = 0, (8.430) 


HSE 量子 信道 丛 晤 441 


但 是 
Ic(Wo ® V1) > 0， (8.431) 


因此 Vo 9 VV! 有 着 非 零 的 量子 容量 . 这 一 现象 称 为 超 激发 , 将 在 8.3.2 节 中 进行 讨论 . 选择 
这 样 的 信道 Vo 和 Wy, 可 以 构造 使 严格 不 等 式 (8.428) 成 立 的 信道 V. 


8.3.1 Holevo 容量 的 非 可 加 性 
我 们 将 在 下 面 说 明 存 在 一 个 信道 © 使 
(© ® &) > 2y(6) (8.432) 


这 一 事实 . 该 证 明 利 用 了 定理 7.49, 以 及 两 个 基本 想法 : 一 个 关于 两 个 信道 的 直 和 ， 男 一 个 
是 构造 一 个 信道 使 其 Holevo Ait BES EE i) AKKER. 


8.3.1.1 JABER |) Hit wR BAN 


两 个 映射 的 直 和 定义 如 下 (我 们 也 可 以 考虑 超过 两 个 映射 的 直 和 , 但 是 对 于 本 节 而 言 ， 
我 们 只 需 考虑 两 种 映射 的 情况 ). 

定义 8.56 4%. Xir Vo FV 为 复 欧 几 里 得 空间 ， 并 且 设 Bo € T(Xo, M0) 和 
Bl E€ T(A1, Vi) 为 映射 . Oo 和 Oo, 的 直 和 定义 为 使 


mwas “fale % (8.433) 
* Xi 0 D1(X1) 


对 每 个 Xo E L(A) 和 XI E L(A) 均 成 立 的 映射 Do OO, E TX 8 £, Yo ON). A (8.433) 
中 的 点 表示 L(A, Xo) Fe L(A, 41) 中 的 任意 算 子 ， 这 些 算 子 对 于 映射 OOF, 的 输出 没有 
任何 影响 . 

两 个 信道 的 直 和 也 是 一 个 信道 , 这 可 直接 由 下 面 的 命题 来 证 明 . 

命题 8.57 4X. Xis Vo HV 为 复 欧 几 里 得 空间 ， 并 且 设 Bo € C(X%,o) 和 
Bl E C(&1, V1) 为 信道 . 则 Bo 和 GB1 的 直 和 是 一 个 信道 : Po OO, ECX e X, Vo DV). 

证 明 ”因为 由 Bo Alo, 的 直 和 的 定义 我 们 即 可 得 到 Bo @ Bi 是 保 迹 的 , 所 以 我 们 只 需 
证 明 o @ B1 是 全 正 的 . 因为 O 和 Oo, 是 全 正 的 , 所 以 其 如 下 形式 的 Kraus 表示 


©o(Xo) = 》 AoXoA; 和 Bi(Xi)= > BX BF (8.434) 
aed ber 


一 定 存 在 . 通过 直接 的 计算 , 我 们 可 以 验证 


(8.435) 
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对 于 所 有 的 X € L(% S £) ABRIL. 从 而 我 们 有 2,60, 是 全 正 的 , 即 为 所 求 . 口 
根据 定理 7.49, 存在 信道 Oy 和 ©, 使 得 


Hmin(®o Q ®ı) < Hmin (Bo) 十 Hmin(®1). (8.436) 
由 该 事实 可 以 得 到 一 个 单独 的 信道 @ 使 得 
Hymin(® O P) < 2 Hmin(®). (8.437) 


下 面 的 (对 定理 7.49 AY) 推论 证 明 的 确 如 此 . 
推论 8.58 ”对 于 选 定 的 某 些 复 欧 几 里 得 空间 X 和 JJ， 存在 一 个 信道 d e Cl, y), 使 
得 
Hmin(® Q P) < 2H min(®). (8.438) 


证 明 根据 定理 7.49, 存在 复 欧 几 里 得 空间 Z 和 W 以 及 信道 Vo, Yı € C(Z,W) 使 得 
Hinin(Vo © Yı) < Hain( 亚 0) 中 Huin( 亚 1 (8.439) 


假设 这 样 选择 的 信道 在 证 明 的 其 余部 分 已 经 固定 . 
S 00,01 E D(Z) 为 满足 


H(Vo(oo)) = Hmin (Vo) All H(V;(0;)) = Hmin(¥1ı) (8.440) 


的 密度 算 子 , 并 且 对 于 所 有 的 Z e L(Z), 定义 信道 do, B1 €C(Z,WaW) 为 


(Z) = Vo(Z) @Vilo1) 和 51(2) = Vo(o0) @ Vi (Z). (8.441) 

可 以 观察 到 
Hmin (Bo0) = Hmin(Vo) = Hmin(V1) = Hmin(®1) (8.442) 

且 
Hmin (To ® ®;) —_ Hmin (Yo Oo V1i) F Hmin(Yo) 十 Hmin(¥1) 
(8.443) 
x 2 Hmin(Vo) = 2 Hmin(Vo) d Hmin(®o) + Hmin(®1). 
最 后 , &X=Z26Z2ZAV=(WEW)O(WEW), FHHM decx, y) 为 

$ = o G Pj. (8.444) 


我 们 只 需 验 证 Hmin(® @ P) < 2Hmin(®). 
对 于 任意 态 EDZ Z), 通过 选 定 的 某 些 Xe [0,1]、po,pt E€ D(Z) M Z E L(Z), 我 


们 可 以 将 其 写成 
aes (» j = l (8.445) 
和” (1—A)pi 


通过 计算 作用 到 这 样 一 个 态 p 上 的 © 可 以 得 到 


_ | A®o(P0) 0 
®(p) = | a- Seo) i (8.446) 


从 而 
H(®(p)) = AH(®o(p0)) + (1 — A) H(®1(p1)) + H(A, 1 — A). (8.447) 


我 们 可 以 得 到 结论 : 
Hmin(®) === Hmin(®o) = Hyin( Bi ). (8.448) 


最 后 , 根据 对 于 所 有 zo,z1 € Z 都 成 立 的 等 式 
V (zo @ z1) = (20 80) Q (04 23) (8.449) 


定义 等 距 算 子 Ve U(Z ®@ 2,(Z 2Z)8(Z@2Z)). 因此 , 对 每 个 算 子 Zo Z €L(Z), 有 


V(2@N)V* = b ,| ® + (8.450) 
0 0 0 Z 
成 立 ， 从 而 
GoD (V(Z29 2)V") - We ,| s t n) wast 
我 们 可 以 得 到 结论 , 即 对 于 每 一 个 密度 算 子 Ee D(Z @ Z), 有 
H((® Q ®)(VEV*)) = H((®o ® B1)(é€)) (8.452) 
成 立 , 因此 
Hmin(® ® ©) < Hmin(®o Q B1) < Hmin(®o) + Hmin(®1) = 2 Hmin(®), (8.453) 
即 为 所 求 . 口 


8.3.1.2 MARA ax) rik ZI AY Holevo 容量 
下 面 将 描述 的 构造 允许 我 们 得 到 结论 : 存在 一 个 信道 更 使 Holevo 容量 是 超 可 加 的 , 依 
据 推 论 8.58, 这 意味 着 
x(V ® WV) > 2yx(WV) (8.454) 


成 立 . 
假设 x M y 是 复 欧 几 里 得 空间 且 eC, y) 是 一 个 任意 信道 . 我 们 进一步 假设 2 是 
一 个 字母 表 且 
iUn : a€D} Cc UY) (8.455) 
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是 一 个 有 痢 如 下 性 质 的 西 算 子 集合 : 对 于 所 有 的 Y ELV), 完全 失 相 信道 9 ECV) 由 


QY) = a > UYU; (8.456) 
aed 
给 出 (举例 来 说 , 这 样 的 一 个 集合 可 以 由 4.1.2 节 定 义 的 离散 Weyl 算 子 推导 得 到 ). + Z = C 
并 且 根 据 对 于 所 有 a,be M X eL(X) 都 成 立 的 等 式 
ene a=b 
(Eq, ® X) = (8.457) 
0 其 他 
定义 一 个 新 的 信道 Ve C(2 @ XX, 7). 

也 可 以 对 信道 更 的 作用 进行 如 下 表述 . 我 们 将 一 对 寄存 器 (Z,X) EARMA HENA 
存 器 Z 施加 关于 Z 的 标准 基 的 测量 ， 从 而 得 到 符号 a € 5. 接 下 来 将 信道 © 应 用 到 XE, 
其 目标 寄存 器 为 Y, 并 且 将 由 Ua 所 描述 的 西 信道 应 用 到 Y 上 . 我 们 舍弃 测量 结果 a 并 取 Y 
为 信道 的 输出 . 

正如 下 面 的 命题 所 展示 的 ， 用 这 个 方式 所 构造 的 信道 V 的 Holevo 容量 由 信道 更 的 最 
小 输出 炉 所 确定 . 

命题 859 对 于 复 欧 几 里 得 空间 X HY, APEC, Yy) 为 一 个 信道 , AE 为 一 个 
字母 表 , {Ua : a € E} CUY) 为 一 个 使 式 (8.456) FMA H Y ELO) 都 成 立 的 西 算 子 的 
集合 , 令 Z=, HARV EC(ZOX,Y) 为 一 个 由 对 于 所 有 的 a,beE 区 和 义 EL() 都 
成 立 的 式 (8.457) 所 定义 的 信道 . 有 


xX(V)= log(dim(Y)) — Hmin(®) (8.458) 


成 立 . 
证 明 ”首先 , 考虑 对 于 所 有 的 acd 定义 为 


n(a) = sy Ea T (8.459) 
NAS n: 一 Pos(Z 8X), HH pe D) 是 任意 使 
Hmin(®) = H(®(p)) (8.460) 


成 立 的 态 pe D(X). 我 们 有 


x(Y(n)) = (二 » vap): ) 一 而 >》 H(Ua®(p)UZ) 
aED 


= (8.461) 
= H(Q(p)) -He : 


= log(dim(Y)) — Hmin(®). 
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X( 亚 ) > log(dim(Y)) 一 Hmin(®) (8.462) 


接 下 来 , 考虑 任意 一 个 态 o €D(Z@24). 对 于 表示 完全 失 相 信道 的 Ae C(Z), 我 们 可 
以 写 出 
(A @ 1x) (0) = >》 g(a) Baa 8 a, (8.463) 


aed 


这 一 定义 对 于 选 定 的 某 些 概率 向量 g E P(E) 和 态 集合 


{fa : WE XU} CD(4) (8.464) 
成 立 . AAA 
= 》 g(a)Us®(Ea)U? (8.465) 
aed 


RL, 所 以 根据 von Neumann WRAAE (定理 5.23), 


) > J a(a ) > Hmin(®) (8.466) 
aed 
AMAT. 
最 后 , 考虑 任意 一 个 系 综 1: T — Pos(Z@X), 对 于 每 个 beT, 它 可 以 写 为 
n(b) = p(b)o%, (8.467) 
其 中 pe P(T) 为 一 个 概率 向 量 且 
fo, : BET} CD(Z@X) (8.468) 


X(N)) = H( Xp) — >) p(b) H(Y(os)) 


ber ber (8.469) 
< log(dim(Y)) — Hmin(®) 
成 立 . 由 于 系 综 7 是 任 选 的 , 所 以 
x(V) < log(dim(Y)) — Hmin(®), (8.470) 


证 上 毕 . 口 
定理 8.60 ”对 菜 些 复 欧 几 里 得 空间 W 和 J， 存 在 一 个 信道 更 ECl(w,J)， 使 得 


x(V @ Y) > 2x(V). (8.471) 
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证 明 根据 推论 8.58, 存在 复 欧 几 里 得 空间 x AY 以 及 信道 © ex, y) 使 不 等 式 


Hmin(® @ ®) < 2 Hmin(®) (8.472) 
RL. $ E 为 一 个 字母 表 ， 以 及 
(U, : ae X} CUD) (8.473) 
为 一 组 使 
(Y) = El Sy UYU; (8.474) 


aed 
对 于 所 有 Y e L(V) 都 成 立 的 西 算 子 的 集合 . 此 外 令 Z = C2 HAF Y eCo, y) AH 
对 所 有 a,be EM X ELX) 都 成 立 的 式 (8.457) 定义 的 信道 . 
在 至 多 为 其 输入 空间 上 的 张 量 因子 的 一 次 置换 的 意义 下 , Vor 等 价 于 将 信道 pop 利 
用 西 算 子 的 集合 


{Ua @U, : (a,b) EEX E} CUY YY) (8.475) 
进行 类 似 构 造 所 得 到 的 信道 2 c C((Z@ Z)@(X@X), VOY). 
所 以 由 命题 8.59 可 得 
x(V) = log(dim(Y)) — Hmin(®), (8.476) 
同时 
xX(V ® Y) = log(dim(Y ® Y)) — Hmin(® ® $) > 2X( 亚 ). (8.477) 
取 W = 2Z 多, 便 可 证 明 该 定理 . 口 


这 一 定理 的 一 个 推论 是 , 与 Holevo-Schumacher-Westmoreland 定理 (定理 8.27) 类 似 但 
未 经 正则 化 的 论断 通常 来 说 并 不 成 立 . 也 就 是 说 ,因为 


x(® Q ®) 


C(®) > ; 


(8.478) 
所 以 C(®) > x(®) 对 于 选择 的 茶 些 信道 © 成 立 . 
8.3.2 ”量子 信道 容量 的 超 激发 

本 节 的 目的 是 阐明 超 激发 现象 ,在 这 一 现象 中 两 个 零 容量 信道 的 张 量 积 有 着 正 量子 容 
E. 作为 一 个 副 产 物 , 我 们 可 以 得 到 满足 elt e Y) > A(T) 的 信道 更 的 一 个 例子 . 
8.3.2.1 ”两 类 零 容量 信道 


我 们 可 以 证 明 某 类 信道 有 着 零 量 子 容量 . 自 补 信道 和 其 Choi 算 子 是 PPT 的 信道 都 属 
于 这 一 类 信道 . 下 面 的 命题 证 明了 其 Choi 算 子 是 PPT 的 信道 一 定 有 着 零 容量 . 

命题 8.61 对 于 复 欧 几 里 得 空间 X fo VY, APEC, YV) 为 一 个 信道 ,使 得 J(®) € 
PPT(Y : XY). WA Q(®) = 0 成 立 . 
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证 明 证明 的 第 一 步 是 证 明 对 于 每 个 复 欧 几 里 得 空间 W AIA p D(X QW), BNA 
(® @ 1riw)) (P) € PPT(Y : W). (8.479) 


为 了 这 一 目标 , 观察 到 对 于 任 选 的 复 欧 几 里 得 空间 W 和 半 正 定 算 子 Pe Pos(X @W), 一 定 
存在 一 个 全 正 映射 Up € CP(X,W) 满足 


P= (1x) 8 Vp) (vec(1 x) vec(1x)*). (8.480) 


事实 上 , 映射 Up 是 由 这 一 要 求 所 唯一 确定 的 ; 我 们 可 以 通过 交换 P 的 张 量 因子 得 到 它 的 
Choi 表示 . 所 以 , 对 于 任意 复 欧 几 里 得 空间 W 和 任意 态 pe D(X QW), 我 们 一 定 有 
(T®1Low))((® @ 1Low,))(p)) 
= (lr) ® Vp) ((T 8 LL(x)) (IT(E))) € Pos(y : W), 


这 是 根据 V, 是 全 正 的 且 J(®) e PPT(Y: X) 这 一 事实 , 同时 我 们 也 证 明了 式 (8.479). 
由 于 J(®) € PPT : Y), 所 以 有 


(8.481) 


J(®®") € PPT(y®" : X2”) (8.482) 


对 于 每 一 个 正 整数 n 都 成 立 . 因此 , 对 每 个 正 整 数 n Alm, 对 于 Z = Cr (这 里 了 = {0,1}), 
并 且 对 于 任意 信道 Ee C(y®", Z8m)， 有 


(So" eiia EPPT( 272m) (8.483) 
对 于 每 一 个 态 p e D(X @ Z°™) 都 成 立 . 所 以 , 根据 命题 6.42, RATA 
F(a vec(1$™) vec(1$™)* , (€889 @ 1E) (6) 人 (8.484) 


对 每 个 正 实数 a > 0, a 一 定 不 是 通过 © 进行 的 纠缠 生成 的 可 达 率 . 因此 , 更 对 于 纠缠 生成 
有 着 零 容 量 , 根据 定理 8.46, 这 说 明 QS) = 0. 口 

上 面 提 到 的 有 着 零 量 子 容量 的 第 二 类 信道 是 自 补 信道 .它们 是 使 得 存在 一 个 等 距 算 子 
AEU(A,VOQY) 使 


o(X) = (lt) & Tr) (AX A*) = (Tr @ lro) (AX A*) (8.485) 


对 于 每 一 个 XeL(X) 都 成 立 的 信道 © e cC, y). 根据 命题 8.17, 通过 自 补 信道 更 的 每 个 
A o © D(X) 的 相干 信息 都 必须 为 零 : 


Ic(o; ®) = H(®(o)) — H(®(o)) = 0. (8.486) 


KHAA Mea Se ES a eB REE, 所 以 量子 容量 定理 (定理 8.55) 说 明 目 
补 信 道 有 着 零 量子 容量 . 下 面 的 命题 说 明了 这 一 观察 的 更 一 般 的 变 体 . 
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命题 8.62 ”对 于 复 欧 几 里 得 空间 X, Y fZ, APEC, YV) Fo VEC(X,Z) 为 互补 
信道 ， 并且 假设 存在 一 个 信道 E c CZ, YV) KH =E. 则 t AARETE: Q(H) = 0. 
iA Sn 为 正 整数 , 并 且 令 ce D(X8") 为 一 个 态 . 根据 命题 8.15, 我 们 有 


leo; BF") = E SY lelo UE"). (8.487) 
因为 更 互补 于 d, 所 以 vo 互补 于 oe, 从 而 
lelo; 92”) = H(®°"(c)) — H(W*"(o)) 


(8.488) 
= -I¢(o; Y9”) < —Ic(o; ®®"), 
这 说 明 
I, (a; 6°") < 0. (8.489) 
由 于 这 对 于 每 个 n 和 每 一 个 态 o € D(X8") 都 成 立 , 所 以 根据 定理 8.55 A Q(®) = 0 成立 . 
口 


注 : 使 得 互补 于 O 的 信道 V eC, Z) 以 及 满足 = Ey 的 信道 Ze C(Z,y) 存在 的 
信道 DOE CX, Y) 称 为 反 可 退化 信道 (可 退化 信道 的 补 ). 


8.3.2.2 ” ”50%%- 擦 除 信道 


50%- 擦 除 信道 是 自 补 信道 的 一 个 简单 类 型 , 它 在 下 面 展 示 的 超 激发 示例 中 起 看 特殊 的 作 
H. 对 于 任 选 的 复 欧 几 里 得 空间 X, 关于 X 定义 的 50%- 擦 除 信道 定义 为 对 每 个 X ELX), 


ie 4 (8.490) 
0 X 
都 成 立 的 信道 se C(X,C @ X). 

直觉 上 , 一 个 50%- 控 除 信道 表现 为 概率 是 1/2 的 单位 信道 , 反之 它 的 输入 会 被 擦 除 . 在 
xX = CY 这 一 假设 下 ， 其 中 E 为 一 个 给 定 字 母 表 ， 我 们 可 以 把 复 欧 几 里 得 空间 C@X 与 
CHU 联系 起 来 , 其 中 # 为 一 个 不 在 区 中 的 空白 符号 . 有 了 这 一 假设 , 输入 被 擦 除 这 一 事 
件 可 以 与 空白 符号 # 被 生成 这 一 事件 联系 起 来 ,从 而 

(xX) = 5X 4 = D(X) Ep (8.491) 

对 于 每 一 个 XeL(3) 都 成 立 . 

对 于 每 个 七，50%- 擦 除 信 和 道 Ee C(x, Cog) 是 自 补 的 : 我 们 有 


E(X) = (Tr @1)(AXA*) = (L @ Tr) (AXA), (8.492) 


=(X) = 


其 中 AcCU(X, (COX) @(COX)) 是 对 于 每 一 个 ce x 定义 为 
Az = 万 0eaedeo+- 记 Le080ea (8.493) 


的 等 距 算 子 . 从 而 有 Q(E) =0. 
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8.3.2.3 Smith 5 Yard 定理 
下 面 的 定理 允许 我 们 证 明 一 个 信道 与 一 个 足够 大 的 空间 上 的 50%- 探 除 信道 张 乘 得 到 的 
最 大 相干 信息 的 下 界 . 通过 选择 合适 的 零 容 量 信道 与 50%- 探 除 信 道 张 乘 ， 该 定理 可 以 曾 明 
定理 8.63(Smith-Yard) 令 忒 .和 3 为 复 欧 几 里 得 空间 , Ac U(X, YSZ) 为 一 个 等 
BEF, FLOCCAX,Y) F Ye, Z) 为 对 于 每 一 个 EL(t) 定义 为 


®(X)=Trz(AXA*) 和 W(X) =Try(AXA*) (8.494) 
的 互补 信道 . 此 外 令 也 为 一 个 字母 表 , n: Eo Polg) 为 态 的 一 个 系 综 ，WY 为 一 个 满足 


dim(W) > > rank(7(a)) (8.495) 
acd 
的 复 欧 几 里 得 空间 , 并 且 使 三 E C(W,COW) 表示 W 上 的 50%- 擦 除 信道 . 存在 一 个 密度 算 
F p ED( QW) 使 得 i i 
Ic(p;B 8E) = 5 X(2(n)) 一 zX(¥(7)). (8.496) 
证 明 根据 假设 


dim(W) > > rank(7(a)), (8.497) 
aed 


我 们 可 以 选择 一 组 向 量 集合 fue : ae LX} CHOW 使 
Trw (tata) = n(a) (8.498) 
对 于 每 个 ae 了 都 成 立 , 并 且 使 
{Trx (uaua) : aed} (8.499) 
为 一 个 算 子 的 正 交集 . $ y= C™, 定义 单位 向 量 


u=> ea Dua EVOXOW, (8.500) 
aed 


并 且 使 p= Try(uu*). 我 们 可 以 观察 到 , 根据 式 (8.499) 是 一 个 正 交 集 ， 有 


Trw(uu*) = 3 Eaa ® nla). (8.501) 
aEX 


所 以 , 对 于 定义 为 v= (ly @A@lw)u 的 单位 向 量 ve VOVOZOW, A 


Try(vv*) = y Eaa ® An(a) A” (8.502) 
aEX 


成 立 . 
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50%-# Rais = 有 着 性 质 
H((® @5)(p)) = 5 H((B ® Low))(p)) + 3 H(B(Trw(p)) +1, (8.503) 
并 且 当 用 w 蔡 代 © 时 也 有 相同 的 性 质 成 立 . 由 于 Y EIF © 且 三 是 自 补 的 , 所 以 有 


Ic(p; ® @ E) = H((® 8 E)(p)) — H((V 8 3)(p)) 


= 5 H((® @ lLow,))(p)) 一 ; H((¥ ® 1rw))(P)) (8.504) 
+ Z H(®(Trv(p))) — 5 H(V(Trw(p)). 


现在 , 令 V、Y、Z 和 W 为 分 别 对 应 于 空间 Vy、y、2Z 和 W 的 寄存 器 ,并 且 考 虑 复合 寄 
存 器 (V,Y,Z,W) 在 纯 态 vv* 中 这 一 情况 . 由 于 


H((® 8 lLow))(p)) = H(Y, W) = H(V, Z), 


H((v ® lLw))(p j= H(Z = HWV, Y), 
(8.505) 
H(®(Trw(p))) = H(Y), 
H(%(Trw(p))) = HZ 
ia 1 1 1 1 
lo(p; ® 8E) = SUV: Y) — 5 UV: 2) = 5x(8(n)) — 5x(¥(n)), (8.506) 
即 为 所 求 . o 


8.3.2.4 超 激发 的 一 个 详细 示例 


基于 定理 8.63, 我 们 将 要 亲 述 一 个 关于 超 激 发 现象 的 示例 . 第 一 步 是 按 如 下 方式 定义 一 
个 零 容量 信道 D. > 


0 0 a 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
Aj = ) Ag = “ 
+ 00 0 —~¥ 0 0 0 
0 7 0 0 0 7 0 0 
800 0 000 0 
0 0 0 0 0 0 0 
dia 二 | l (8.507) 
00 6B 0 000 8B 
0 0 0 0 0 0 0 g 
0 0 0 0 6 0 0 
0 0 0 0 0 0 
As = p , Ag= ; 
0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 -f 0 0 6B 0 
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其 中 
1 1 1 
a= Vv2-1, B= l- T= r 5 (8.508) 
并 有 目 对 于 每 一 个 X EL(C4), BM GE C(C*) 为 
6 
D(X) = 》 AXA}. (8.509) 
k=l 


® 是 一 个 零 容 量 信道 这 一 事实 可 以 根据 更 的 Choi 表示 是 一 个 PPT 算 子 得 到 . 证 明 该 
事实 一 个 方法 是 验证 


(T 81r) (J(®)) = J(O), (8.510) 


其 中 日 EC(C9 是 对 于 每 一 个 和 EL(C4 定义 为 


6 
O(X)= 》 BX By (8.511) 
k=1 
的 信道 , 这 里 
0 0 a 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 a 
Bı 一 Bo 
y 0 0 0 y 0 0 0 
0 7 0 0 0 -7y 0 0 
BOO 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 
B; = | , B= p (8.512) 
0 0 BB 0 000 -p 
0 0 0 g 0 0 0 Q 
0 0 0 0 0 Bp 0 0 
0 6B 0 0 0 0 0 0 
Bs = 》 Be = 
0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 £6 00 6 0 


因此 由 命题 8.61 可 得 : @ 有 着 零 量 子 容 量 . 
与 更 互补 的 信道 由 对 于 每 一 个 XeL(C4) 定义 为 


4 
W(X) =) CXC} (8.513) 
= 
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道 更 EC(C4,C6) 给 出 , 其 中 


A 


的 


eS 
Ss 
> >o ooo | È 
c= «= Cr O QG a 
< © O © & B 
po a a 

| 

«tt 

© 
SS 
G G O Q os O 
oa © öö & © 
oS O © O O © 
ce Tf ooo eo 
ne E” Ai 

| 

™ 

© 


最 后 , 定义 密度 算 子 


并 且 定 义 系 综 n : {0,1} 一 Pos(C4) 为 


(8.516) 














(8.518) 
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成 立 , 同时 
m : 0 0 0 0 0 
0 a 0 0 0 0 
P(o) = (o1) = i i ; = 5 kn i á . (8.519) 
0 0 0 ; 0 0 
0 0 0 0 : AE 0 
0 0 0 0 0 : = 
因此 我 们 有 
x(&(n)) = H(2 A 5, z) = u(- aw : =n, = E be =) > =" (8.520) 
同时 x (U(m)) = 0. 根据 定理 8.63, 一 定 存在 一 个 密度 算 子 pe D(C* @ C4) 使 得 
1o(p; @ E) > 过 (8.521) 


100 
对 某 个 50%- 擦 除 信道 = c C(C4,C eC’) 成 立 ， 因 此 我 们 有 Q(B) = QE) = 0, UR 
Q(® @ =) > 0. 
8.3.25 “量子 容量 定理 中 对 正则 化 的 需求 

前 面 描述 的 超 激发 的 示例 说 明 最 大 相干 信息 是 不 可 加 的 ; 我 们 有 


Io(® @ =) > Ie(®) +1, (E), (8.522) 
其 中 信道 8 和 = 由 该 示例 给 出 . 由 于 这 些 信 道 是 不 同 的 , 所 以 并 不 能 立即 得 到 严格 不 等 式 
Ic(V®") > nI,(W) (8.523) 


对 所 有 的 信道 更 和 正 整 数 ”都 成 立 . 然而 , 我 们 可 以 得 出 这 样 的 一 个 不 等 式 (对 于 n = 2) 
在 利用 与 Holevo 容量 和 最 小 输出 炉 中 所 使 用 的 类 似 方法 进行 直 和 构造 时 是 成 立 的 . 下 面 三 
个 关于 信道 直 和 的 命题 将 使 我 们 最 终 得 到 这 一 结论 . 

命题 8.64 A Xos Xir Vos Vis Zo Fo Zı 是 复 欧 几 里 得 空间 ,并 且 令 Bo € C(Xo, Wo). Pı € 
C(XAi, Vi). Vo E C(Xo, Zo) Fe Vi E C(X1, Z1) 为 使 得 Vo 互补 于 Bo HV) 互补 于 DO, 的 信 
i. 则 信道 Vo PV, 互补 于 Bo GO). 

证 明 令 Ao € U(X, Mo 8 Zo) A Ai E U(M, Vi @ Zi) 为 等 距 算 子 , 使 得 下 面 的 等 式 对 
所 有 的 Xo E L(&o) 和 XI € L(A) 都 成 立 : 


o(Xo) = Trz, (Ao. X0A5), Vo(Xo) = Try, (Ap. X0 AB), 


(8.524) 
BP1(X1) = Irz; (A,X, Aj), W(X) = ‘Try, (A,X, Aj). 
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S W e U((M@ Zo) B(W1 @Z1), (WoP)1)@(Zo08Z1)) 为 对 于 每 一 个 yo € Vor yi E€ Vis 2% E Zo 
和 z € Z, 由 等 式 


W ((yo ® 20) © (y1 ® 21)) 
(8.525) 
= (yo 80) @ (zo @0) + (OP y1) 9 (0821) 


定义 的 等 距 算 子 . 等 式 


Ay 0 Ay o\ 
(Bo © O1)(X) = Tra,@z, | W X W 
0 A 0 At 
Ag 0 A, 0 
(Vo BW)(X) = Try, (W g|” w* 
0 A, 0 At 


对 所 有 的 X € L(X% OX) 都 成 立 , 这 说 明 Vo OV, 互补 于 do BAAR. O 
命题 8.65 4 Po € C(Xo, Vo) Fe Dı Ee C, V) Ate, HP Xos Xis Vo FV AR 
欧 几 里 得 空间 ， FAS o ED a) 为 一 个 任意 的 态 , 它 可 以 写成 


o X | 
g= ; (8.527) 
A (1 = 入 )al 


HP AE [0,1], oo E€ D(X0), o1 € D(A) HX E L(A, Xo). WA 


(8.526) 


I.(a; Bo $ ®1) = Alc (0; Bo) + (1 — A) (a1; #1) (8.528) 
证 明 ”首先 观察 到 


入 中 1 O 0 
H((®o $ B1)(0)) = H | om | 


0 (1 — A)®i (01) (8.529) 
= XH(®o(0)) + (1 — A) H(®1(01)) + H(A, 1 — A). 

假设 Zo 和 Zi 为 复 欧 几 里 得 空间 且 Vo € C(X, Zo) A Vy, E C(X, Z1) 是 分 别 互 补 于 Bo 和 

®, 的 信道 , 那么 通过 类 似 式 (8.529) 的 计算 , 我 们 有 


H((Wo ® V1)(0)) 


(8.530) 
=AH(Yo(o0))+ (1— NH(Vi(oi))+ H(A, 1 — A). 
正如 命题 8.64 中 所 证 明 的 , Vo OY, 互补 于 Bo @ $1, RNA 
Iolo; Bo P 1) = H((Bo & &1)(7)) — H((Vo @ V1 )(c)) 
= (H(®o(o0)) — H(Yo(o0))) (8.531) 


+ (1 — »)(H(®1(01)) — H(i (01))) 
一 MI (oo; o) + (1 mast A)le(a1; ®1) 
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成 立 ， 即 为 所 求 . 口 
命题 8.66 A Xos Xir Vo 和 V 为 复 欧 几 里 得 空间 且 令 Bo € C(X,V) 和 1 E€ 
C(¥1, V) 为 信道 . WA 


Io( (o Sp) Pı) & (Do p ı)) 2 Iolo Q 中 1 ) (8.532) 
证 明 根据 对 所 有 x0 6 Xo Al zı € AX 都 成 立 的 等 式 
W (xo @ 21) = (a @0) @ (0@ 23) (8.533) 


定义 一 个 等 距 算 子 W E€ U(X, (MOA) (%8) 并 且 类 似 地 , 根据 对 所 有 yo E Vo 
Aly, E Vi 都 成 立 的 等 式 
V(yo 8 y1) = (yo BO) 8 (OP y1) (8.534) 


定义 一 个 等 距 算 子 V E€ U(Y 8V, (WON) 8 (VY 8 V)). 我 们 有 


((Bo ® 81) ® (Bo S ®1)) (W (Xo 8 X1)W*) 


_ (®0(Xo) 0 alo 0 (8.535) 
0 0 0 ,(X) . 


= V(®o(Xo0) ® 1(X1))V* 
对 于 所 有 的 Xo E L(A) 和 Xi € L(A) 都 成 立 . 
对 所 有 的 密度 算 子 TE D(X 8 Æi) A 


Io(WaoW*; (®o 8 81) @ (Bo G ®1)) = 1c (7; Bo Q $1) (8.536) 


成 立 , 由 此 便 可 以 推导 出 该 命题 . 口 
最 后 ， 对 于 B® 和 ,考虑 上 面 所 描述 的 超 激 发 的 示例 中 的 信道 亚 = B @ =. 根据 命题 
8.65, 我 们 可 以 得 到 结论 I.(® 6 =) = 0, 同时 命题 8.66 说 明 


I.((®@=) @(®@@5)) >Ic(G@E) > 0. (8.537) 
从 而 有 信道 Y= B@ 满足 n=2 时 的 严格 不 等 式 (8.523). 
作为 该 事实 的 结果 , 我 们 有 量子 容量 和 最 大 相干 信息 对 于 某 些 信道 来 说 是 不 同 的 . 在 这 
个 意义 上 , 量子 容量 定理 (定理 8.55) 中 的 正则 化 与 Holevo-Schumacher-Westmoreland 定理 
(定理 8.27) 中 的 正则 化 类 似 , 通常 来 说 在 这 些 定 理 中 我 们 不 能 移 除 正 则 化 . 
8.4 ”习题 


习题 8.1 “对 任意 的 复 欧 几 里 得 空间 A. Xis VM HY, 令 Bo € CX, Vo) M P € 
C(%1, Vi) 为 信道 . 
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(a) 证 明 
Ie(®o @ 1) = max{I-(®o), Io(®1)}. (8.538) 

(b) 证 明 
x(0 © P1) = max (Ax(®o) + (1 = A)x(#1) + H(A, 1 = A). (8.539) 


习题 8.2 SX.V.ZAW 为 复 欧 几 里 得 空间 , $ eC, y) MVEC(Z,W)A 
信道 , 并 且 假设 & 是 一 个 纠缠 破坏 信道 (参见 习题 6.1). 证 明 下 面 的 恒等式 成 立 ; 
(a) Hmin(® $ Y) = Hmin(®) + Hmin(V). 
(b) x(@@ WV) = x(®) + x(¥). 
(c) IL(@@ V) =I, (WV). 
习题 8.3 ”对 于 复 欧 几 里 得 空间 x AY, S decx, YV) 为 一 个 信道 . 如 果 存 在 一 个 
复 欧 几 里 得 空间 Z 和 一 个 信道 更 c Cy, Z) 使 得 VS 互补 于 更 ， 那 么 我 们 称 更 是 可 退化 
的 ， 
(a) 证 明 对 于 任 选 的 可 退化 信道 P e Cl, Yy) A 00,01, E€ D(X) 和 实数 入 € [0,1], 下 面 的 
不 等 式 成 立 : 


I, (Ago + (1 — Moi1; ®) > Meloo; ®) + (1 — A)Ic(o1; ®) (8.540) 


(等 价 地 , 定义 在 D(X) 上 的 函数 o Iolo; 9) 是 四 的 ). 
(b) 证 明 对 于 任 选 的 复 欧 几 里 得 空间 X, VY. zZ Aw 以 及 可 退化 信道 © e C(x, y) 和 
WEC(Z,W). 有 


I,(®@ ®V)=Ic(®)+Ic(T) (8.541) 
成 立 . 
习题 8.4” 令 为 一 个 复 欧 几 里 得 空间 ,和 € [0,1], 并 且 对 于 所 有 的 Xe L(), 定义 
RË eC, Ceg) A 
aa A) 0 


(a) 给 出 通过 = 的 任意 态 ce D(X) 的 相干 信息 Lelo; 2) 的 一 个 解析 表达 式 . 
(b) 给 出 = 的 有 纠缠 协助 的 经 典 容 量 Cs(s) 的 一 个 解析 表达 式 . 
(c) 给 出 = 的 量子 容量 Q) 的 一 个 解析 表达 式 . 
(b) 和 (c) 两 部 分 的 解析 表达 式 应 仅 为 入 和 n= dim(”’) 的 函数 . 
习题 8.5 ” 令 nn 为 一 个 正 整数 , 令 x=, 并 且 使 


{Wap : a, bE Zn} (8.543) 
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表示 作用 在 x 上 的 离散 Weyl 算 子 的 集合 (参见 4.1.2 节 ). 此 外 , $ pe P(Zn) 为 一 个 概率 
向 量 , 并 且 对 于 所 有 的 X ELX), 定义 信道 8 eCa) 为 


B®(X)= 》 p(a)WoaX Wo. (8.544) 
a€Zy, 
证 明 
I..(®) = log(n) — H(p). (8.545) 
习题 8.6 ”对 于 每 一 个 正 整 数 n 和 每 一 个 正 实数 € [0,1], 定义 信道 Dne ECC) 为 
Dae =Eln + (1—€)On, (8.546) 


其 中 1, € C(C") AQ, € C(C") 表示 关于 空间 C" 定义 的 单位 信道 和 完全 失 相信 道 . 
(a) 证 明 对 每 个 正 实数 K, 存在 nn 和 < 使 


On( Ba) > Ky{( a) > 0 (8.547) 


成 立 . 
(b) 证 明 由 (a) 的 正确 答案 所 确立 的 事实 在 x(®;.:) 被 Cln) 代替 时 依然 成 立 . 


8.5 ”参考 书目 注释 


对 量子 信道 容量 的 研究 显然 在 很 大 程度 上 是 由 Shannon 信道 编码 定理 (Shannon, 1948) 
以 及 对 在 量子 信道 中 期 望 得 到 一 些 类 似 结论 的 目标 所 启发 的 . 然而 , 在 量子 信息 理论 研究 的 
早期 人 们 已 经 发 现 并 不 存在 一 个 量子 信道 的 单一 容量 ， 而 是 几 个 不 等 价 但 根本 上 很 有 趣 的 
容量 . Bennett 和 Shor (1998) 的 综述 在 相对 早期 的 时 候 提 供 了 一 个 对 信道 容量 已 知 结果 的 
总 结 . 

Holevo (1998) 以 及 Schumacher 和 Westmoreland (1997) 分 别 独 立 证 明了 Holevo-Schuma- 
cher-Westmoreland 定理 (定理 8.27)， 他 们 的 证 明 都 是 在 Hausladen, Jozsa, Schumacher, 
Westmoreland 和 Wootters (1996) 的 工作 的 基础 上 进行 的 . 现在 称 为 Holevo 容量 (或 一 个 信 
道 的 Holevo 信息 ) 的 定义 起 源 于 Holevo 和 Schumacher 及 Westmoreland 的 工作 . 引 理 8.25 
由 Hayashi 和 Nagaoka (2003) 证 明 , 他 们 在 对 Holevo-Schumacher-Westmoreland 定理 的 推 
广 的 分 析 中 利用 了 这 一 引 理 . 

有 纠缠 协助 的 经 典 容 量 定理 (定理 8.41) 由 Bennett、Shor、Smolin 和 Thapliyal (1999a) 
证 明 . 本 章 展示 的 对 该 定理 的 证 明 归 功 于 Holevo (2002). 引 理 8.38 归功 于 Adami 和 Cerf 
(1997). 

Schumacher (1996), Schumache 和 Nielsen (1996), Adami 和 Cerf (1997) 以 及 Barnum, 
Nielsen 和 Schumacher (1998) 等 人 研究 了 涉及 通过 量子 信道 的 量子 信息 传输 任务 以 及 与 这 
些 任务 相关 的 基本 定义 . 信道 的 纠缠 生成 容量 由 Devetak (2005) 定义 ， 而 定理 8.45 和 8.46 
依据 的 是 由 Barnum, Knill 和 Nielsen (2000) 证 明 的 结果 . 
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一 个 态 通 过 一 个 信道 的 相干 信息 由 Schumacher 和 Nielsen (1996) 定义 . Lloyd (1997) m 
定 了 一 个 信道 的 最 大 相干 信息 和 量子 容量 之 间 的 基本 联系 , 并 且 提 供 了 一 个 文 持 量子 容量 定 
H (定理 8.55) 的 启发 式 论证 . 第 一 个 已 发 表 的 对 量子 容量 定理 的 严格 证 明 应 归功 于 Devetak 
(2005). Shor 在 Devetak 的 证 明之 前 提出 过 一 个 不 同 的 证 明 方 法 , 但 这 一 工作 并 未 发 表 . 随 
后 的 Hayden, Shor 和 Winter (2008b) 的 论文 与 Shor 的 原始 证 明 类 似 . 

本 章 展 示 的 对 量子 容量 定理 的 证 明 归 功 于 Hayden, M. Horodecki, Winter 和 Yard 
(2008a)， 其 中 我 们 也 合并 了 Klesse (2008) 的 一 些 简 化 想法 ， 他 根据 类 似 的 技术 独立 证 明 
了 相同 的 定理 . MERZ (由 引 理 8.49 展示 ) 为 该 证 明 提 供 了 关键 性 的 一 步 ; 这 一 基本 技术 
为 Devetak (2005) 所 用 , 并 由 M. Horodecki, Oppenheim 和 Winter (2007) 以 及 Abeyesinghe、 
Devetak, Hayden 和 Winter (2009) 明确 表述 . 关于 解 耦 的 进一步 信息 可 以 在 Dupuis (2009) 
的 博士 论文 中 找到 . 

Shor (2004) 证 明了 Holevo 容量 的 非 可 加 性 可 以 根据 最 小 输出 炉 的 非 可 加 性 得 到 . 在 同 
一 篇 论文 中 ,Shor 也 提供 了 反 回 的 证 明 . 我 们 目 然 会 认为 这 与 原 命题 有 很 高 的 关联 性 , 直到 
Hastings (2009) 证 明了 最 小 输出 燃 的 不 可 加 性 , 以 及 这 两 个 不 可 加 命题 与 另外 两 个 关于 构造 
纠缠 命题 的 等 价 性 . 信道 的 直 和 构造 以 及 其 关于 信道 容量 可 加 性 的 推导 由 Fukuda 和 Wolf 
(2007) 所 研究 . 

相干 信息 是 不 可 加 的 这 一 事实 首先 被 DiVincenzo、Shor 和 Smolin (1997) 证 明 . Ben- 
nett、DiVincenzo 和 Smolin (1997) 确立 了 量子 擦 除 信 道 的 多 种 性 质 ， 定理 8.63， 以 及 该 
定理 给 出 了 超 激 发 现象 的 示例 的 这 一 发 现 应 归功 于 Smith 和 Yard (2008). 本 章 描述 的 信 
道 @ 给 出 了 超 激 发 现象 的 一 个 示例 ， 这 也 在 Smith 和 Yard 的 论文 中 出 现 过 ， 它 由 K. 
Horodecki, Pankowski, M. Horodecki 和 P. Horodecki (2008) 定义 ， 这 是 因为 它 与 称 为 信 
道 的 私有 容量 的 一 种 不 同 容 量 相关 . 
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